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Lernziele von Kapitel 30

1. Arten von Graphen kennen

2. Daten und ihre Struktur mittels Graphen modellieren kdnnen
3. Die Datenstruktur des Graphen verstehen

4. Konzept des Graphproblems verstehen
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Graphen: Knoten und Kanten

Definition (Graph)
Ein Graph besteht aus Knoten, die durch Kanten verbunden sind.
Die Idee ist, dass

» die Knoten Dinge modellieren und

» die Kanten Beziehungen modellieren.
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Beispiel: Verkehrsnetze Kapitel 30
Graphen

30.1 Modellierung mit
Graphen

» Modellierung mittels
Graphen

Arten und
Formalisierungen

Graphprobleme

Wir kénnen Verkehrsnetze mittels Graphen wie folgt modellieren:
30.2 Graphen in Java
» Die Knoten sind Orte oder StraBenkreuzungen. Adjazenzmatizen
Adjazenzlisten
» Die Kanten sind Straf3en. 303 Graphproblem:
Minimale Geriste
Problemstellung

Zur Diskussion Anwendungen
Wenn wir ein Verkehrsnetz als Graph modellieren, welche Optimierungsalgorithmus
. . . 30.4 Graphproblem: Der
Informationen sollten wir dann speichern betreffend Handlungsteisende
Problemstellung
» die Knoten (die Orte) und Anwendungen

» die Kanten (die Stra3en)? 305



Beispiele aus der Molekularbiologie Kapitel 30
Graphen

30.1 Modellierung mit
Graphen

» Modellierung mittels
Graphen

Arten und
Formalisierungen

Szenario: Molekile Graphprobleme
Wir kdnnen Molekiile mittels Graphen wie folgt modellieren: 302 Graphenin Java

Adjazenzmatrizen
» Die Knoten sind die Atome. Adjazenzlisten
. . . . 30.3 Graphproblem:
» Die Kanten sind die Bindungen. Minimale Geriste
Problemstellung
Anwendungen
Optimierungsalgorithmus

Szenario: Genregulation
304 Graphproblel_w: Der
Wir kdnnen Genregulation mittels Graphen wie folgt modellieren: Hendlungsreisende

Problemstellung
Anwendungen

» Die Knoten sind Gene.

» Die Kanten sind die Abhangigkeiten zwischen Genen; Kanten 306
geben also an, wie Gene einander beeinflussen.



Es gibt vieles, was man bei Graphen festlegen kann. Kapitel 30
Graphen

30.1 Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

» Arten und
Formalisierungen

Graphprobleme

30.2 Graphen in Java

. Adjazenzmatrizen
» Welche Art von Knoten gibt es? Adjazendiisten
. . o . . hproblem:
» Sind Beziehungen gerichtet oder ungerichtet? 7 immle Gertite
Problemstellung
» Sind die Knoten beschriftet? Anwendungen
Optimierungsalgorithmus
» Sind die Kanten beschriftet? 304 Graphproblem: Der
Handlungsreisende
> Problemstellung

Anwendungen



Der mathematische Begriff des Graphen.

Definition (Graph)
Ein Graph besteht aus einer Knotenmenge V und einer
Kantenmenge E C V x V.

Solche Graphen nennen wir auch gerichtete Graphen.
Beispiel (Gerichteter Graph)
V = {Berlin, London, Paris, Liibeck}.

E = {(Berlin, London), (Berlin, Paris), (Berlin, Libeck),
(London, Luibeck)}

=
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Spezielle Graphen: Ungerichtete Graphen.

» Bei ungerichteten Graphen haben die Kanten keine Richtung.

» Dies kann man mathematisch unterschiedlich modellieren.
Typisch ist, dass man annimmt, dass E symmetrisch ist. (Das
heif3t, falls (u, v) € E, so auch (v,u) € E.)

Beispiel (Ungerichteter Graph)
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Spezielle Graphen: Knotengewichtete Graphen.

» Bei knotengewichteten Graphen wird jedem Knoten noch eine
Zahl zugeordnet, genannt Gewicht des Knotens.

Beispiel (Knotengewichteter Graph)

©. ©
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Spezielle Graphen: Kantengewichtete Graphen.

» Bei kantengewichteten Graphen wird jeder Kante noch eine
Zahl zugeordnet, genannt Gewicht der Kante.

Beispiel (Kantengewichteter Graph)
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Spezielle Graphen: Gelabelte Graphen.

» Manchmal mochte man den Knoten und/oder den Kanten
noch ein Label (einen kleinen Notizzettel) ankleben.

Beispiel (Knotengelabelter Graph)

@
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Was sind Graphprobleme? Kapitel 30
Graphen

30.1 Modellierung mit
Graphen
Modellierung mittels
Graphen
Arten und
Formalisierungen

Definition » Graphprobleme
Graphprobleme sind alle Problemstellungen, bei denen die i
Eingaben (kodierte) Graphen sind. Adjazendisten
. 303 Graphproblem:
Insbesondere gibt es Graphprobleme als Vinimele Gerste
Problemstellung
1. Entscheidungsprobleme, wobei dann die Frage ist, ob ein Anwiendungen

Optimierungsalgorithmus

gegebener Graph eine bestimmte Eigenschaft hat wie »Gibt es
einen Weg vom ersten zum letzten Knoten?«; sowie als

30.4 Graphproblem: Der
Handlungsreisende
Problemstellung
Anwendungen

2. Optimierungsprobleme, wobei dann die Frage ist, wie eine
optimale Losung aussieht (»Wie sieht der kiirzeste Weg vom 30-13
ersten zum letzten Knoten aus?«).



Was ist eine Adjazenzmatrix? Kapitel 30
Graphen

30.

Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels

» Ein Graph habe n Knoten. Graphen
und
Formalerungen

» Bilde nun eine Tabelle, die n Zeilen und n Spalten hat.

Graphprobleme

» Trage in die i-te Zeile und die j-te Spalte das Gewicht der Kante 02 Grapheniniava

» Adjazenzmatrizen

vom j-ten Knoten zum j-ten Knoten ein. Adjazencisten
Trage dort eine 0 ein, wenn es keine Kante gibt. 303 Graphproblem:

Minimale Gerlste
Problemstellung
Anwendungen
Optimierungsalgorithmus
Graph Adjazenzmatrix 304 Graphprobler: Der
Handlungsreisende
Problemstellung
Anwendungen

30-14
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Graphen als Adjazenzmatrizen in Java Kapitel 30
Graphen

class GraphAsAdjacencyMatrix {
int [][] weights;

30.1 Modellierung mit
Graphen
Modellierung mittels

GraphAsAdijacencyMatrix (int numberOfVertices) { fﬂfﬂd

this. weight s = Formalisierungen

new int [numberOfVertices] [numberOfVertices]; Graphprobleme
) 30.2 Graphen in Java
» Adjazenzmatrizen

Adjazenzlisten

void addEdge (int u, int v, int weight) { 303 Graphproblem:

this.weights[u] [v] = weight; Minimale Geriiste
Problemstellung

} Anwendungen
Optimierungsalgorithmus

void removeEdge (int u, int v) { 304 Graphproblem: Der

this.weights[u] [v] = 0; Handlungsreisende
Problemstellung

} Anwendungen

boolean connected(int u, int v) { 30-15
return (this.weights[ul]([v] != 0); // Boole’scher
Ausdruck!

int weight (int u, int v) {
return this.weights[u] [V];



Was ist eine Adjazenzliste? Kapitel 30
Graphen

30.1 Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

. Arten und
» Ein Graph habe n Knoten. Formalisierungen

Graphprobleme
» Fir jeden Knoten wird eine Liste gespeichert, 302 Graphen in Java

Adjazenzmatrizen

» in deralle Knoten gespeichert sind, zu denen er eine Kante hat.  » adazeniisten

30.3 Graphproblem:
Minimale Gerlste

Problemstellung

Graph Adjazenzlisten Omimerimasormus

@ ° Liste von Knoten 1: 2 204 Graphproen:Der
Liste von Knoten 2: 3, 4 Problemstellung
Liste von Knoten 3: leer nwendngen
Liste von Knoten 4: 1 30-16
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Einfiihrung zu Geristen Kapitel 30

Graphen
30.1 Modellierung mit
Graphen
Modellierung mittels
Graphen
Arten und
. e . Formalisierungen
Definition (Gerdist) Graphoroeme
Ein Geriist (englisch spanning tree) ist ein Teilbaum des Graphen, 302 Graphenin Java
der jeden Knoten beriihrt. o
Ein minimales Gertist ist ein Gerlst, so dass die Summe der 303 Graphproblem:
. . . . Minimale Geriiste
Kantengewichte minimal ist. » problemstellung
Anwendungen
Optimierungsalgorithmus
X I N
5 30.4 Graphproblem: Der
Handlungsreisende
Problemstellung
Anwendungen
4 2
30-17
1 %)



Das Gerustproblem als Optimierungsproblem

Das Minimale-Gerist-Problem

Eingaben Ein kantengewichteter Graph.

Ausgabe Ein Gerlst, so dass die Summe der Gewichte im
Baum minimal ist.
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30.2 Graphen in Java
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30.3 Graphproblem:
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Anwendungen
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Eine Anwendung des Gerustproblems. Kapitel 30

Graphen
¥ Y. Inbar, H. Benyamini, R. Nussinov und H. Wolfson e it
Protein structure prediction via combinatorial assembly of todelirung mitels
sub-structural units, Formalmerungen
Bioinformatics, 19(1) i158-i168, 2003. Grephprobleme
30.2 Graphen in Java
. . e Adjazenzmatrizen
Vorgehen in obiger Arbeit: Adfenditen
1. Teile die Aminosauresequenz in kleine Stiicke auf. 303 Graphproblem:
Minimale Geriste
2. Berechne fiir die Stticke, welcher bekannten o
Aminosauresequenz sie am dhnlichsten sind. Weise den Optimierungsalgorithmus

Stlicken die Raumstruktur dieser ahnlichsten Sequenzen zu. 304 Grapfproblem: Der

Handlungsreisende
Problemstellung

3. Berechne fiir je zwei Stlicke, wie gut sie zusammenpassen (Wi€  amwendangen

Legosteine). 2019

4. Bilde daraus einen Graphen, dessen Knoten die Stiicke sind
und dessen Kanten fiir je zwei Stiicke angeben, wie gut sie
zusammenpassen.

5. Berechne ein minimales Gerist in dem Graphen.
6. Puzzle die Stiicke entsprechend dem Geriist zusammen.



Ein effizienter Algorithmus fir das Gerustproblem.

Algorithmus
Eingabe ist ein kantengewichteter Graph.
1. Finde eine Kante minimalen Gewichts. Diese Kante bildet
unser initiales Teilgerust.
2. Wiederhole folgendes, solange noch kein Gerist vorliegt:

2.1 Finde die Kante minimalen Gewichts, die das Teilgerist mit
einem noch nicht erreichten Knoten verbindet.
2.2 Fuge die Kante zum TeilgerUst hinzu.

Kapitel 30
Graphen

30.

Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

Arten und
Formalisierungen

Graphprobleme

30.2 Graphen in Java
Adjazenzmatrizen
Adjazenzlisten

30.3 Graphproblem:
Minimale Gerlste

Problemstellung
Anwendungen
» Optimierungsalgorithmus

30.4 Graphproblem: Der
Handlungsreisende

Problemstellung
Anwendungen

30-20



Ein effizienter Algorithmus fir das Gerustproblem.

Algorithmus
Eingabe ist ein kantengewichteter Graph.
1. Finde eine Kante minimalen Gewichts. Diese Kante bildet
unser initiales Teilgerust.
2. Wiederhole folgendes, solange noch kein Gerist vorliegt:

2.1 Finde die Kante minimalen Gewichts, die das Teilgerist mit
einem noch nicht erreichten Knoten verbindet.
2.2 Fuge die Kante zum TeilgerUst hinzu.

Kapitel 30
Graphen

30.

Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

Arten und
Formalisierungen

Graphprobleme

30.2 Graphen in Java
Adjazenzmatrizen
Adjazenzlisten

30.3 Graphproblem:
Minimale Gerlste

Problemstellung
Anwendungen
» Optimierungsalgorithmus

30.4 Graphproblem: Der
Handlungsreisende

Problemstellung
Anwendungen

30-20



Ein effizienter Algorithmus fir das Gerustproblem.

Algorithmus
Eingabe ist ein kantengewichteter Graph.
1. Finde eine Kante minimalen Gewichts. Diese Kante bildet
unser initiales Teilgerust.
2. Wiederhole folgendes, solange noch kein Gerist vorliegt:

2.1 Finde die Kante minimalen Gewichts, die das Teilgerist mit
einem noch nicht erreichten Knoten verbindet.
2.2 Fuge die Kante zum TeilgerUst hinzu.

Kapitel 30
Graphen

30.

Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

Arten und
Formalisierungen

Graphprobleme

30.2 Graphen in Java
Adjazenzmatrizen
Adjazenzlisten

30.3 Graphproblem:
Minimale Gerlste

Problemstellung
Anwendungen
» Optimierungsalgorithmus

30.4 Graphproblem: Der
Handlungsreisende

Problemstellung
Anwendungen

30-20



Ein effizienter Algorithmus fir das Gerustproblem.

Algorithmus
Eingabe ist ein kantengewichteter Graph.
1. Finde eine Kante minimalen Gewichts. Diese Kante bildet
unser initiales Teilgerust.
2. Wiederhole folgendes, solange noch kein Gerist vorliegt:

2.1 Finde die Kante minimalen Gewichts, die das Teilgerist mit
einem noch nicht erreichten Knoten verbindet.
2.2 Fuge die Kante zum TeilgerUst hinzu.

Kapitel 30
Graphen

30.

Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

Arten und
Formalisierungen

Graphprobleme

30.2 Graphen in Java
Adjazenzmatrizen
Adjazenzlisten

30.3 Graphproblem:
Minimale Gerlste

Problemstellung
Anwendungen
» Optimierungsalgorithmus

30.4 Graphproblem: Der
Handlungsreisende

Problemstellung
Anwendungen

30-20



Ein effizienter Algorithmus fir das Gerustproblem.

Algorithmus
Eingabe ist ein kantengewichteter Graph.
1. Finde eine Kante minimalen Gewichts. Diese Kante bildet
unser initiales Teilgerust.
2. Wiederhole folgendes, solange noch kein Gerist vorliegt:

2.1 Finde die Kante minimalen Gewichts, die das Teilgerist mit
einem noch nicht erreichten Knoten verbindet.
2.2 Fuge die Kante zum TeilgerUst hinzu.

Kapitel 30
Graphen

30.

Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

Arten und
Formalisierungen

Graphprobleme

30.2 Graphen in Java
Adjazenzmatrizen
Adjazenzlisten

30.3 Graphproblem:
Minimale Gerlste

Problemstellung
Anwendungen
» Optimierungsalgorithmus

30.4 Graphproblem: Der
Handlungsreisende

Problemstellung
Anwendungen

30-20



Ein effizienter Algorithmus fir das Gerustproblem.

Algorithmus
Eingabe ist ein kantengewichteter Graph.
1. Finde eine Kante minimalen Gewichts. Diese Kante bildet
unser initiales Teilgerust.
2. Wiederhole folgendes, solange noch kein Gerist vorliegt:

2.1 Finde die Kante minimalen Gewichts, die das Teilgerist mit
einem noch nicht erreichten Knoten verbindet.
2.2 Fuge die Kante zum TeilgerUst hinzu.

Kapitel 30
Graphen

30.

Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

Arten und
Formalisierungen

Graphprobleme

30.2 Graphen in Java
Adjazenzmatrizen
Adjazenzlisten

30.3 Graphproblem:
Minimale Gerlste

Problemstellung
Anwendungen
» Optimierungsalgorithmus

30.4 Graphproblem: Der
Handlungsreisende

Problemstellung
Anwendungen

30-20



Problem des Handlungsreisenden. Kapitel 30
Graphen

30.

Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

Arten und
Formalisierungen

Graphprobleme

30.2 Graphen in Java

» Ein Handlungsreisender mochte in einer Rundreise eine Reihe o
von Stadten besuchen. 303 Graphproblem:

» Dabei soll er jede Stadt genau einmal besuchen. rosmtons

» Die Benzinkosten fiir eine Fahrt zwischen zwei Stadten hangt Opimennasortrs
linear von deren Entfernung ab. R

» Ziel ist es, eine moglichst billige Rundreise zu finden. e,

30-21



Formalisierungen des Handlungsreisenden-Problems Kapitel 30
Graphen

30.1 Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
. Je . Graph
Euklidisches Handlungsreisenden-Problem P
Formalisierungen
Graphprobleme

Eingaben Ein Menge von Punkten in der Ebene.

30.2 Graphen in Java

Ausgabe Eine Rundreise (Folge der Punkte, die jeden Punkt pzenamaien

genau einmal enthélt), so dass die Summe der Ldnge ., Graphproblem:
der Strecken entlang der Rundreise minimal ist. Minimale Geriste

Problemstellung
Anwendungen
Optimierungsalgorithmus

Allgemeines Handlungsreisenden-Problem 304 Graphproblem: Der

Handlungsreisende
» Problemstellung

Eingaben Ein kantengewichteter Graph. Anwendungen

Losungen Rundreise (Folge von miteinander verbundenen 3022
Knoten, die jeden Knoten genau einmal enthalt), so
dass die Summe der Gewichte der Kanten entlang
der Rundreise minimal ist.



Ein Ziel der Bioinformatik: Gene-Clustering Kapitel 30
Graphen

30.

Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

Arten und
Formalisierungen

Graphprobleme

» Im Rahmen einer Untersuchung wird fiir eine grof3e Anzahl 302 Graphenin Java

Adjazenzmatrizen

Gene untersucht, wie stark sie unter verschiedenen Adjazendlisten
Bedingungen exprimiert werden, 303 Graphproblem:

Minimale Geriste
» was fir jedes Gen einen Eigenschaftsvektor liefert. R
Optimierungsalgorithmus

» Ziel ist es nun, Cluster von Genen zu bilden, deren

30.4 Graphproblem: Der

Eigenschaftsvektoren »zusammengehorenc. Handlungsteisende
Problemstellung
» Solches »Clustering« ist in hochdimensionalen Raumen eine » Anwendungen

Kunst fur sich. 30-23



Beispiel aus der Literatur zum Gene-Clustering-Problem. Kapitel 30
Graphen

30.1 Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

Arten und

Zitat aus Formalisierungen
Graphprobleme

¥ S. Climer und W. Zhang. 302 Graphen in Java
A traveling salesman’s approach to clustering gene expression  yemer
data, 303 Graphproblem:
Technischer Bericht WUCSE-2005-5, Washington University in rosmtons
St. Louis, 2005. A

»The dataset consists of 2,467 genes in the budding 304 Graphproblem: Der

yeast Saccharomyces cerevisiae that were studied during Problemstellung
the diauxic shift, mitotic cell division cycle, sporulation, and > Arwendnoen
temperature and reducing shocks, yielding 79 30-24

measurements that are used as the features for the genes.«



Vorgehensweise zum Gene-Clustering. Kapitel 30

Graphen
¥ S. Climerund W. Zhang. 201 Modeleung i
i ! 1 H " .
A traveling salesman’s approach to clustering gene expression Modellarng il
data Arten und
! . . . . . . Formalisierungen
Technischer Bericht WUCSE-2005-5, Washington University in Graphprobleme
St LOUIS 2005 302 Graphen in Java
‘ . ! . ’ . Adjazenzmatrizen
Vorgehen in obiger Arbeit: Adjazenzlisten
P . . .3 Graphproblem:
1. Messe fiir jedes Gen sein Verhalten unter verschiedenen %2 Vimimale Gertste

Einflissen. e,
. . . . . Optimierungsalgorithmus
2. Dies liefert fur jedes Gen einen Eigenschaftsvektor.
30.4 Graphproblem: Der
Handlungsreisende

3. Berechne fiir jedes Genpaar eine »Distanz«, basierend auf der problemstelung
»Ahnlichkeit« der Eigenschaftsvektoren. > Anwendungen
4. Dies induziert einen so genannte Metrik auf den Genen. 30-25

Vereinfachend stellen wir uns die Gene in der Ebene vor und
die Metrik ist durch die Entfernungen gegeben.

5. Lose das Handlungsreisenden-Problem fiir die Gene.

6. Alle aufeinanderfolgenden Stadte mit kleiner Distanz bilden
einen Cluster.



Was haben Handlungsreisende mit Gene-Clustering zu Kapitel 30
Graphen
tun?

30.1 Modellierung mit
L] Graphen

Modellierung mittels
Graphen

Arten und
) . ° W
 § Formalisierungen

‘ Graphprobleme

o .

[ 30.2 Graphen in Java

. ‘ Adjazenzmatrizen
Adj li

Y [ ] djazenzlisten

°® . ° °s * 303 Graphproblem:
04 ° ™Y ® Y Minimale Geriste
o0 ° Problemstellung
° Anwendungen
Optimierungsalgorithmus

° LX) ° 30.4 Graphproblem: Der
° ° e o o o Handlungsreisende
° L] L4 o © Problemstellung
o % . °® . » Anwendungen
o, °° o* 30-26

Idee
Eine kiirzeste Rundreise wird nicht oft zwischen den Clustern
»herumspringenc.



Zusammenfassung Kapitel 30

Graphen
30.1 Modellierung mit
g
Graph Graphen
Modellierung mittels
Graphen bestehen aus Knoten und Kanten zwischen Paaren von craphen
Knoten. Wichtige Arten von Graphen sind: Eormalsiernden
raphprobleme
»gerichtet« Die Kanten haben eine »Richtung, gehen also 302 Graphen in Java
. . Adjazenzmatrizen
»von« einem Knoten »zu« einem Knoten. -
»ungerichtet« Die Kanten haben keine »Richtung«. B0 e e
. . . . . . . Problemstellun:
»gewichtet« Eine »Wichtungx ist eine Zahl, die die »Bedeutung« Arwendungen
einer Kante oder einem Knoten angibt. Man kann opmierungsslgoitmss
. . 30.4 Graphproblem: Der
sowohl »knotengewichtete« wie auch Handlungsreisende

Problemstellung

rkantengewichtete« Graphen betrachten. » Anwendungen

»gelabelt« Ein »Label« ist ein kleiner Text, der an Kanten oder
Knoten »geklebt« ist.

30-27

Implementation in Java

Man kann Graphen als Adjazenmatrizen implementieren oder mit
Hilfe von Adjazenzlisten.



Zusammenfassung Kapitel 30
Graphen

30.1 Modellierung mit
Graphen

Modellierung mittels
Graphen

Arten und
Formalisierungen

Graphprobleme

30.2 Graphen in Java

G I’aph pr0b|eme Adjazenzmatrizen

Adjazenzlisten

Ein Graphproblem ist ein Berechnungsproblem, bei dem Graphen s craphproblem:

Minimale Gerlste

die Eingaben sind. Drei typische Beispiele sind: roblemstellung
» Das Finden kiirzester Wege. S
» Das Finden eines minimalen Gersts. e nasrersonde
» Das Finden einer minimalen Rundreise. Jﬁlfnmd::;::g
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