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1 Einleitung

In dieser Arbeit wird die Komplexitit von Haplotypisierungsverfahren, die auf per-
fekten Phylogenien und kleinsten Haplotypmengen basieren, untersucht.

Haplotypisierungsverfahren sind rechnergestiitzte Verfahren, die in der Hu-
mangenomforschung verwendet werden, um die Erbinformation eines Menschen
moglichst genau und trotzdem mit geringem Aufwand zu ermitteln. Fiir die Erfor-
schung des Zusammenhangs zwischen der Varianz im menschlichen Genom und
dem Auftreten von Krankheiten sind sie dabei Teil eines ersten Schrittes, in dem
die Erbinformation bei einer Gruppe von Menschen ermittelt wird. Das Ermitteln
der Erbinformation geschieht hier im Labor und die Erbinformation liegt je nach
verwendeter Methode in einer von zwei verschiedenen Formen vor. Diese beiden
Formen der Kodierungen existieren, da das menschliche Genom auf Chromoso-
men verteilt ist, die zu Chromosomenpaaren gruppiert sind. Entweder man erhélt
pro Chromosom einen Haplotyp, der genau die Erbinformation in dem Chromosom
beschreibt oder man erhilt pro Chromosomenpaar einen Genotyp, der die Erbinfor-
mation in dem Chromosomenpaar auf eine kombinierte Weise beschreibt. Da die
Haplotypen, im Gegensatz zu den Genotypen, die Erbinformation eines Menschen
auf eindeutige Weise beschreiben, zieht man bei der Erforschung der menschlichen
Genomvarianz die Haplotypen den Genotypen vor. Das Problem ist aber, dass man
im groBen Umfang nur Genotypen relativ giinstig im Labor auslesen kann. Das
Ermitteln von Haplotypen ist aufwendiger [32].

Die Idee ist nun, die Erbinformation zuerst in Form von Genotypen auszulesen
und danach die zugrunde liegenden Haplotypen aus den Genotypen zu berechnen.
Solche rechnergestiitzten Verfahren, die fiir Genotypen zugrunde liegende Hap-
lotypen berechnen, nennt man Haplotypisierungsverfahren. Einige Verfahren ver-
wenden hierbei statistische Methoden und versuchen zum Beispiel die Verteilung
von Haplotypen in einer Population zu ermitteln, um daraufthin zugrunde liegende
Haplotypen zu wihlen [4]. Andere Ansitze sind rein kombinatorisch und suchen
nach Haplotypen, die bestimmte Eigenschaften erfiillen.

In dieser Arbeit werden verschiedene kombinatorische Ansitze zur Haploty-
pisierung betrachtet. Zum einen die Haplotypisierung mittels kleinsten Haplotyp-
mengen, bei der man moglichst wenige paarweise verschiedene Haplotypen ermit-
telt. Zum anderen die Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien, bei der man
Haplotypen sucht, die sich als perfekte Phylogenie (Stammbaum mit zusétzlichen
Eigenschaften) anordnen lassen. Jeder dieser Ansétze basiert auf evolutionstheo-
retischen Annahmen, durch die bis zu einem bestimmten Grad gesichert ist, dass
die berechneten Haplotypen den real vorliegenden Haplotypen entsprechen. Durch
Kombination der beiden Ansitze versucht man diesen Grad der Sicherheit, dass
die berechneten Haplotypen den real Vorliegenden entsprechen, zu erhéhen. Der
daraus resultierende Ansatz ist die Haplotypisierung mittels minimalen perfekten
Phylogenien, bei der man moglichst wenige paarweise verschiedene Haplotypen
sucht, die sich als perfekte Phylogenie anordnen lassen.



1.1 Ziele und Beitrige der Arbeit

Wenn man die Haplotypisierung mit dem Ansatz iiber kleinste Haplotypmengen,
dem Ansatz iiber perfekte Phylogenien oder dem kombinierten Ansatz verwenden
mochte, taucht die Frage auf, wie groB3 der Aufwand ist, um einen dieser Losungs-
ansitze zu berechnen. Lisst sich ein Ansatz effizient berechnen, effizient paralleli-
sieren oder brauchen wir nicht zu hoffen, dass wir den Ansatz effizient berechnen
konnen? Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese Frage moglichst umfas-
send mit den Werkzeugen der Komplexititstheorie zu beantworten. Das heif3t, die
Komplexitit der Ansédtze moglichst genau durch obere und untere Schranken ein-
zuordnen. Hierzu werden bekannte Resultate aus der Literatur angegeben und es
werden neue Resultate erarbeitet. Zu beachten ist, dass fiir die Ansétze zur Haplo-
typisierung nicht die entsprechenden Konstruktionprobleme (Haplotypen mit be-
stimmten Eigenschaften fiir Genotypen konstruieren), sondern die entsprechenden
Entscheidungsprobleme (entscheiden, ob es moglich ist, Haplotypen mit bestimm-
ten Eigenschaften fiir Genotypen zu konstruieren) untersucht werden.

Folgende neue Resultate werden in dieser Arbeit vorgestellt: Es wird gezeigt,
dass die Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien in Mod,L liegt und L-
hart ist, wobei die Beweise hierzu miindlich iiberlieferten Beweisskizzen von Arfst
Nickelsen und Till Tantau basiert. Fiir zwei Teilprobleme der Haplotypisierung
mittels perfekten Phylogenien wird auerdem gezeigt, dass sie in FO liegen. Lisst
man bei dem Ansatz mit perfekten Phylogenien nur Phylogenien zu, die die Form
eines Pfades haben, so erhidlt man den Ansatz mit perfekten Pfadphylogenien. In
dieser Arbeit wird gezeigt, dass die gerichtete Variante dieses Problems, bei der
mindestens ein Haplotyp aus der Population bekannt ist, in FO liegt. Der Beweis
hierzu baut auf Resultaten von Gramm et al. [17] auf. Auch bei dem Ansatz mit ge-
richteten perfekten Pfadphylogenien ldsst sich nach moglichst wenigen paarweise
verschiedenen Haplotypen suchen. Das Hauptresultat dieser Arbeit ist, dass dieses
Problem, die Haplotypisierung mittels minimalen gerichteten perfekten Pfadphy-
logenien, in L liegt.

1.2 Aufbau der Arbeit

Neben diesem einleitenden Abschnitt ist diese Arbeit in drei Abschnitte aufgeteilt.
Zuerst werden in Abschnitt 2 das Haplotypisierungsproblem und die verschiedenen
Losungsansitze zur Haplotypisierung genau beschrieben. Zusammen mit den Lo-
sungsansitzen werden dort auch die evolutionstheoretischen Annahmen, auf wel-
chen die Losungsansitze basieren, beschrieben. Auflerdem werden in Abschnitt 2
die verschiedenen Losungsansitze zur Haplotypisierung als Entscheidungsproble-
me definiert. Als nichstes folgt Abschnitt 3, in dem die Komplexitét der verschie-
denen Haplotypisierungsprobleme betrachtet wird. In diesem Abschnitt werden
neben den Beitrigen dieser Arbeit auch bekannte Resultate aus der Literatur vor-
gestellt. Um die verschiedenen Resultate nach Anséitzen sortiert darzustellen und
vergleichen zu konnen, ist Abschnitt 3 in drei Teile gegliedert, von denen der er-



ste Teil die Komplexitidt der Haplotypisierung mittels kleinsten Haplotypmengen,
der zweite Teil die Komplexitit der Haplotypisierung mittels perfekten Phyloge-
nien und der dritte Teil die Komplexitit der kombinierten Ansétze behandelt. Die
Arbeit schlieBt mit Abschnitt 4 ab, in dem eine Ubersicht iiber die komplexitiits-
theoretischen Resultate zu den Haplotypisierungproblemen gegeben wird. Aufer-
dem wird an dieser Stelle diskutiert, fiir welche Probleme noch genauere Resultate
wiinschenswert sind.



2 Das Haplotypisierungsproblem

In diesem Abschnitt wird das Problem der Haplotypisierung von Populationen ein-
gefiihrt. Die ersten beiden Teilabschnitte geben ohne formale Definitionen eine
Einfiihrung in das Haplotypisierungsproblem. Ziel dieser beiden Abschnitte ist
es, das Problem und seine Losungen im biologischen Kontext zu motivieren und
zu beschreiben. Im dritten Abschnitt wird das Problem durch formale Definitio-
nen eingefiihrt. Ziel dieses Abschnitts ist es, die Haplotypisierungsprobleme so als
kombinatorische Probleme zu formulieren, dass eine Einordnung beziiglich ihrer
Komplexitit moglich wird. Die komplexititstheoretische Einordnung der Haploty-
pisierungprobleme behandelt dann Abschnitt 3.

2.1 Biologische Problemstellung

Dieser Abschnitt gibt eine Einfiihrung in die biologische Problemstellung der Hap-
lotypisierung von Populationen. Zuerst wird das Teilgebiet der Biologie, aus dem
das Problem stammt, beschrieben. Danach wird das Problem selbst beschrieben

Das menschliche Genom ist die bei der Fortpflanzung vererbbare Information
eines Menschen. Das Genom liegt in Form von Desoxyribonukleinsidure (DNS) im
Zellkern einer jeden Korperzelle vor und ist dabei auf mehrere DNS-Fédden auf-
geteilt. Die biologische Struktur, die einen DNS-Faden enthilt, wird als Chromo-
som bezeichnet. Ein Mensch besitzt 23 Chromosomenpaare, die jeweils aus einem
Chromosom, das von miitterlicher Seite vererbt wurde, und einem Chromosom,
das von viterlicher Seite vererbt wurde, bestehen.

Die DNS ist eine Kette von Nukleotiden, die jeweils eine Base enthalten. Ei-
ne Base besitzt eine von maximal vier Ausprigungen, welche Adenin (A), Gua-
nin (G), Thymin (T) und Cytosin (C) sind und Allele genannt werden. Die DNS
wird entsprechend der vorkommenden Allele in den Nukleotiden durch eine Fol-
ge von Allelzeichen beschrieben. Die Position eines Nukleotids in der DNS nennt
man Basenposition.

Ein Haplotyp beschreibt die Erbinformation, die in einem Chromosom vor-
liegt. Zum Beispiel ist ATCCC ein Haplotyp, der einen Chromosomenabschnitt
beschreibt, der aus den Basen Adenin, Thymin, und dreimal Cytosin besteht. Ein
Genotyp beschreibt die Erbinformation, die in einem Chromosomenpaar vorliegt,
durch Kombination zweier Haplotypen. Fiir zwei Haplotypen AAT und AGC ist
A{A,G}{T,C} der zugehorige Genotyp. Der Genotyp ist an der ersten Position
homozytisch, da die beiden Haplotypen an dieser Position das gleiche Allel ent-
halten. An den Positionen zwei und drei ist der Genotyp heterozytisch, da die bei-
den Haplotypen an diesen Positionen unterschiedliche Allele enthalten. Aus zwei
Haplotypen lisst sich auf eindeutige Weise der zugehorige Genotyp ermitteln, aber
aus einem Genotyp lassen sich die zugehorigen Haplotypen nicht immer eindeutig
bestimmen. Zum Beispiel kénnen zu dem Genotyp A{A,G}{T,C} auch die Hap-
lotypen AAC und AGT gehoren. Falls nur der Genotyp eines Chromosomenpaa-
res bekannt ist, ist also nicht klar, welches Allel an einer heterozytischen Position



zu welchem Chromosom gehort. Die tatsidchlich zugrunde liegenden Haplotypen
lassen sich fiir einen Genotyp mit zwei oder mehr heterozytischen Stellen nicht
eindeutig bestimmen.

Das Genom zweier Menschen variiert anndhernd an 0.1% der Basenpositio-
nen [9]. Die Variation entsteht durch verschiedene Mutationsarten, von denen im
Folgenden die Punktmutation und die Rekombination erldutert werden.

Bei einer Punktmutation wird das Allel an genau einer Basenposition verin-
dert. Zum Beispiel geht der Haplotyp AGC durch eine Punktmutation an der zwei-
ten Position aus dem Haplotyp AAC hervor. Als SNP (single nucleotide polymor-
phism — gesprochen: ,,snip*) bezeichnet man eine Basenposition, an der minde-
stens zwei Allele mit einer Frequenz von jeweils mehr als 1% in einer Population
auftreten. Einen SNP kann man als die Position einer erfolgreichen Punktmutation
ansehen, die sich in mehr als einem Prozent einer Population durchgesetzt hat. Das
menschliche Genom enthilt ungefdahr 10 Millionen SNPs (auf etwa 300 Basenpo-
sitionen ein SNP). Die SNPs bilden 90% der menschlichen Genomvarianz [9] und
daher wird ihnen eine grole Bedeutung bei der Untersuchung genetisch bedingter
Krankheiten beigemessen. An weniger als 0.1% der SNPs treten drei verschiedene
Allele auf [27]. An den meisten SNPs treten nur zwei verschiedene Allele auf. Aus
diesem Grund werden im Folgenden nur solche SNPs betrachtet, an denen genau
zwel verschiedene Allele auftreten. Ein solcher SNP heift biallelisch. Durch die
Einschriankung auf biallelische SNPs lassen sich Haplotypen als binédre Zeichenket-
ten und Genotypen als Zeichenketten iiber dem Alphabet {0, 1,2} kodieren, wobei
der Eintrag 2 fiir eine heterozytische Stelle steht.

Das Internationale HapMap Projekt ermittelt mithilfe von SNPs eine Karte hidu-
fig auftretender Genomvarianzen [9]. Die Beschreibung der Varianz im menschli-
chen Genom wird in zwei Schritten erarbeitet. Im ersten Schritt werden alle Ba-
senpositionen, die keine SNPs sind, als konstant angenommen und ausgespart. Im
zweiten Schritt werden die SNPs auf wenige SNPs, welche die Genomvarianz noch
ausreichend beschreiben und markierende SNPs genannt werden, reduziert. Durch
die relativ geringe Anzahl von SNPs im Genom und die Reduktion auf markie-
rende SNPs wird eine hohe Datenreduktion erreicht. Wenn die Haplotypenkarte
vollstindig vorliegt, bendtigt man zum Bestimmen der Erbinformation eines Men-
schen nur noch die Allele der markierenden SNPs, da sich die Allele an den iibrigen
Basenpositionen aus den markierenden SNPs ergeben.

Bei der Rekombination werden zwei Chromosome aufgetrennt und in anderer
Kombination neu verbunden. Das Crossing-over, ein Spezialfall von Rekombina-
tion, kann bei der Meiose, bei der eine Zelle mit einem diploiden Chromosomen-
satz in zwei Zellen mit einem haploiden Chromosomensatz geteilt wird, auftreten.
Bei einem Crossing-over werden die Chromosomen eines Chromosomenpaares
zwischen zwei Basenpositionen aufgetrennt und iiber Kreuz neu verbunden. Tritt
zum Beispiel bei dem Haplotyppaar AATTT und CCAGG zwischen der zweiten
und dritten Position ein Crossing-over auf, so resultiert dies in dem Haplotyppaar
AAAGG und CCTTT.

Die individuelle Auspragung der Erbinformation eines Menschen steht im Zu-



sammenhang mit Herz- und Gefdkrankheiten, Krebs, Fettsucht und psychischen
Krankheiten [9]. Es wurde zum Beispiel die genetische Basis der Chorea Hunting-
ton und der Alzheimer-Krankheit entdeckt [33]. Das Wissen iiber genetisch be-
dingte Krankheiten verdndern die Art der Diagnostik, Behandlung und Pridvention
von Krankheiten und lidsst zudem eine genau Einteilung von Krankheiten beziig-
lich ihrer Ursache zu. Es lasst sich dadurch fiir eine Krankheit sagen, ob sie nur
durch genetische Faktoren, nur durch Umwelteinfliisse oder durch eine Kombina-
tion genetischer Faktoren und Einfliisse aus der Umwelt hervorgerufen wird [8].

Um den Zusammenhang zwischen Genomvarianz und einer Krankheit herzu-
stellen, werden unter anderem Assoziationstudien, bei denen man die Erbinfor-
mation von zwei Populationen vergleicht, durchgefiihrt. Dabei haben die Indivi-
duen der einen Population die Krankheit und die Individuen der anderen Popula-
tion haben die Krankheit nicht. Fiir das Finden von Zusammenhéngen zwischen
Genomvarianz und Krankheiten haben Assoziationsstudien mit vorherigem um-
fangreichen Auslesen von Erbinformation ein grofles Potential [33]. Haplotypen
beschreiben die Erbinformation eines Menschen eindeutig und werden daher bei
Assoziationsstudien den Genotypen vorgezogen. Das umfangreiche Auslesen von
Erbinformation ist mit aktueller Technologie fiir Genotypen kostengiinstig mog-
lich, wohingegen sich das Auslesen von Haplotypen nur mit wesentlich hoherem
Aufwand realisieren ldsst [32].

Um trotzdem Haplotypen zur Verfiigung zu haben, leitet man Haplotypen aus
Genotypen ab. Dies ist das Problem der Haplotypisierung von Populationen, bei
dem fiir einen Bereich im Genom der Genotyp jedes Individuums einer Population
gegeben ist und das Ziel ist, die tatsdchlich zugrunde liegenden Haplotypen fiir je-
den Genotyp zu ermitteln. Das heifit, es wird eine Menge von Haplotypen ermittelt,
die fiir jeden Genotyp zugrunde liegende Haplotypen enthélt. Da eine Ermittlung
der Haplotypen im Labor zu aufwendig ist, méchte man dieses Problem mit dem
Computer 16sen. Dies ist aber ohne weitere Einschriankungen nicht moglich, da fiir
jeden Genotyp mit k heterozytischen Positionen 2~! mogliche zugrunde liegende
Haplotyppaare existieren und es ist nicht klar, welches Haplotyppaar einem Geno-
typ tatsdchlich zugrunde liegt. Im néichsten Abschnitt werden Ansitze besprochen,
die das Problem der Haplotypisierung so einschrinken, dass man biologisch sinn-
volle Losungen erhilt.

2.2 Losungsansiitze fiir das Haplotypisierungsproblem

Das Ermitteln von Haplotypen aus den Genotypen einer Population ist wegen der
groflen Anzahl moéglicher zugrunde liegender Haplotyppaare ohne weitere Annah-
men nicht moglich. Losungsansitze fiir die Haplotypisierung stellen Bedingungen
an die Haplotypen, die den Genotypen einer Population zugrunde liegen. Dadurch
wird die Menge der moglichen Losungen eingeschréinkt und es ergeben sich Re-
striktionen des Haplotypisierungsproblems. In diesem Kapitel werden die Haplo-
typisierung mittels kleinsten Haplotypmengen, die Haplotypisierung mittels per-
fekten Phylogenien und ein Ansatz, der die beiden Verfahren kombiniert, vorge-



stellt. In der Literatur werden neben diesen Ansdtzen noch weitere Losungsan-
sitze fiir die Haplotypisierung vorgeschlagen. Ubersichten hierzu findet sich bei
Gusfield [22], Halldérsson et al. [23] oder Bonizzoni et al. [4].

2.2.1 Haplotypisierung mittels kleinsten Haplotypmengen

Daly et al. [10] haben die Struktur des menschlichen Genoms untersucht und fest-
gestellt, dass sich das Genom in Blocke einteilen ldsst, so dass fiir jeden Haplotyp-
block in einer Population nur wenige verschiedene Allelsequenzen vorkommen.
Gabriel et al. [13] stellten zudem fest, dass die Blockgrenzen und die Allelsequen-
zen in den Blocken liber Populationsgrenzen hinweg weitestgehend erhalten blei-
ben. Wenn der Genombereich, fiir den die Genotypen gegeben sind, innerhalb eines
Blocks liegt, reicht es daher nach Haplotypmengen zu suchen, die moglichst weni-
ge verschiedene Haplotypen besitzen. Dies ist die Idee der Haplotypisierung mit-
tels kleinsten Haplotypmengen, die von Gusfield [21] vorgeschlagen wurde und bei
der man fiir eine Menge von Genotypen nach der kleinsten Menge von Haplotypen
sucht, die den Genotypen zugrunde liegt. Die Haplotypisierung mittels kleinsten
Haplotypmengen wird in Problem 2.3 als Entscheidungsproblem formuliert und
die Komplexitit wird in Abschnitt 3.2 untersucht.

2.2.2 Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien

Die Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien wurde von Gusfield [20] vor-
geschlagen. Dieser Ansatz stiitzt sich auf zwei genetische Eigenschaften:

e Es existieren Blocke im Genom, die keiner Rekombination unterliegen.
e Die Mutationfrequenz pro Basenposition ist sehr gering.

Im Folgenden werden diese Eigenschaften erldutert und die Haplotypisierung mit-
tels perfekten Phylogenien vorgestellt.

Neben der Eigenschaft, dass fiir einen Haplotypblock nur wenige verschiedene
Allelsequenzen vorkommen, stellten Daly et al. [10] fest, dass es in den Haplotyp-
blocken keine Anzeichen fiir Crossing-over Ereignisse wihrend der Vererbungsge-
schichte gibt. Die Varianz in den Haplotypblocken wird nur durch Punktmutationen
hervorgerufen und lésst sich durch die SNPs beschreiben.

Im menschlichen Genom treten nur selten Mutationen auf, die Anzahl der Ba-
senpositionen im menschlichen Genom ist sehr grofl (ungefihr 3 Milliarden Ba-
senpositionen) und der Zeitraum, in dem die Haplotypen einer Population, die man
bei der Haplotypisierung betrachtet, entstanden sind, ist relativ klein. Wegen die-
sen Eigenschaften wird angenommen, dass an einer Basenposition maximal eine
Punktmutation in der Vererbungsgeschichte einer Population auftritt.

Falls bei der Haplotypisierung ein Genombereich betrachtet wird, der in einem
Haplotypblock liegt, dann lésst sich fordern, dass die Menge der zugrunde liegen-
den Haplotypen die beiden oben beschriebenen genetischen Eigenschaften erfiillt.



Eine Menge von Haplotypen, die beide Eigenschaften erfiillt, 14sst sich als perfek-
te Phylogenie anordnen. Eine perfekte Phylogenie stellt die Vererbungsgeschichte
einer Population als Baum dar, dessen Knoten in der Weise mit Haplotypen mar-
kiert sind, dass die Haplotypen, die an einer Basenposition das gleiche Allel be-
sitzen, eine Komponente im Baum bilden. In einer perfekten Phylogenie ist ein
Knoten als Wurzel ausgezeichnet. Von dem Haplotyp, der die Wurzel markiert,
stammen alle anderen Haplotypen ab. Dieser Haplotyp ist entweder festgelegt,
dann spricht man von gerichteten perfekten Phylogenien oder kann beliebig ge-
wiihlt sein, dann spricht man von ungerichteten perfekten Phylogenien. Wie schon
beschrieben, werden im Folgenden nur biallelische SNPs betrachtet, weshalb fiir
eine Basenposition nur zwei mogliche Allele existieren und das Modell perfek-
ter Phylogenien auf bindre perfekte Phylogenien eingeschrinkt werden kann. In
einer bindren perfekten Phylogenie existiert fiir jede Basenposition maximal ein
Knotenpaar, das durch eine Kante verbunden ist und dessen Haplotypen sich an
der Basenposition unterscheiden. Die Kante stellt die einmalige Mutation an der
Basenposition in der Vererbungsgeschichte dar und wird mit der Basenposition
markiert. In Definition 2.1 werden binire perfekte Phylogenien formal eingefiihrt.

Bei der Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien sucht man fiir eine
Menge von Genotypen nach einer Menge zugrunde liegender Haplotypen, die sich
als perfekte Phylogenie anordnen lassen. Fiir die Haplotypisierung mittels perfek-
ten Phylogenien wurden effiziente Algorithmen vorgestellt. Ein solcher Algorith-
mus bekommt eine Menge von Genotypen als Eingabe und leitet, unter der Be-
dingung, dass sich die Haplotypen als perfekte Phylogenie anordnen lassen, aus
den Genotypen die zugrunde liegenden Haplotypen ab. Die Genotypen legen dabei
nicht immer jeden Haplotyp und die gesamte Struktur einer perfekten Phylogenie
fest, weshalb mehrere Moglichkeiten existieren, Haplotypen zu wihlen, die dem
Modell der perfekten Phylogenie entsprechen und den Genotypen zugrunde liegen.
Falls mehrere Losungen vorhanden sind, werden entweder Losungen zur Auswahl
gestellt oder es wird eine beliebige Losung vom Algorithmus gewihlt. Falls keine
Haplotypen existieren, die den Genotypen zugrunde liegen und sich als perfekte
Phylogenie anordnen lassen, gibt der Algorithmus dies aus.

Durch das Auftreten von Crossing-over-Ereignissen kann die Eigenschaft, dass
sich Haplotypen als perfekte Phylogenie anordnen lassen, verloren gehen. Seien AA
und GG zwei Haplotypen. Durch Crossing-over zwischen der ersten und zweiten
Position entstehen die Haplotypen AG und GA. In perfekten Phylogenien bilden
Haplotypen, die an einer Position das gleiche Allel besitzen, eine Komponente.
Fiir die Haplotypen AA, GG, AG und GA bedeutet dies, dass jeweils AA und AG,
AA und GA, GG und AG sowie GG und GA eine Komponente bilden. Jeder Graph,
der diese Bedingungen erfiillt, enthélt einen Kreis. Da eine perfekte Phylogenie die
Vererbungsgeschichte als Baum darstellt, lassen sich die vier Haplotypen nicht als
perfekte Phylogenie anordnen.

Eine weitergehende Einschrinkung an die Menge zugrunde liegender Haplo-
typen stellt der Ansatz mit perfekten Pfadphylogenien dar, bei dem nach perfekten
Phylogenien gesucht wird, die die Form eines Pfades haben. Gramm et al. [17] un-



tersuchten reale Eingaben fiir das Haplotypisierungproblem und stellten fest, dass
70% der untersuchten Genotypmengen, die dem Ansatz mit perfekten Phylogenien
geniigen, auch dem Ansatz mit perfekten Pfadphylogenien geniigen.

Problem 2.4 formuliert die Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien als
Entscheidungsproblem, woraus sich analog ein Entscheidungsproblem fiir die Hap-
lotypisierung mittels perfekten Pfadphylogenien ergibt. Die Komplexitét der bei-
den Entscheidungsprobleme behandelt Abschnitt 3.3.3.

2.2.3 Haplotypisierung mittels kombinierten Ansitzen

Fiir eine Menge von Genotypen kann es verschiedene Mengen von Haplotypen ge-
ben, die der Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien geniigen. Ebenfalls
kann es verschiedene Mengen von Haplotypen geben, die der Haplotypisierung
mittels kleinsten Haplotypmengen geniigen. Um moglichst die biologisch sinnvoll-
ste Menge von Haplotypen zu ermitteln, wird der Ansatz mit perfekten Phyloge-
nien und der Ansatz mit kleinsten Haplotypmengen kombiniert. Es wird nach der
kleinsten Haplotypmenge gesucht, die sich als perfekte Phylogenie anordnen lasst
und den Genotypen zugrunde liegt. Das zugehdrige Entscheidungsproblem wird in
Problem 2.5 formuliert. Analog lésst sich nach kleinsten perfekten Pfadphylogeni-
en suchen und das entsprechende Entscheidungsproblem formulieren.

2.3 Mathematische Modellierung der Problemstellungen

In diesem Kapitel werden die Haplotypisierungprobleme mathematisch gefasst.
Dazu wird zuerst die Kodierung von Haplotypen und Genotypen festgelegt und es
werden Begriffe aus dem vorangegangen Abschnitt formal eingefiihrt. Dann wird
fiir jede Art von Haplotypisierung das entsprechende Entscheidungsproblem defi-
niert. Dieser Abschnitt umfasst nicht alle mathematischen Begriffe, die in dieser
Arbeit verwendet werden. Weitere Begriffe werden bei ihrer ersten Verwendung in
den weiteren Abschnitten dieser Arbeit eingefiihrt.

Begriffsdefinitionen. Durch die Einschriankung auf biallelische SNPs existieren
fiir jede Position in einem Haplotyp nur zwei mogliche Allele, die mit 0 und 1
kodiert werden. Seien beispielsweise AGC und TGG zwei Haplotypen. Nun sei
an der ersten Position A mit 0 und 7 mit 1 kodiert. An der zweiten Position sei
G mit O kodiert. An der dritten Position sei C mit 0 und G mit 1 kodiert. Der
Haplotyp AGC wird dann durch 000 und der Haplotyp TGG durch 101 kodiert. Ein
Haplotyp ist somit eine Zeichenkette aus {0, 1 }. Man beachte, dass ein Allel nicht
an jeder Position mit der gleichen Zahl kodiert werden muss. Genotypen werden
durch Eintrdge aus {0, 1,2} kodiert und sind somit Zeichenketten iiber {0,1,2}.
Der Eintrag 0 oder 1 bedeutet, dass der Genotyp an dieser Position homozytisch
ist und das Allel besitzt, welches durch 0 oder 1 kodiert wird. Der Eintrag 2 sagt
aus, dass diese Position heterozytisch ist. Fiir die Haplotypen AGC und T GG ist
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{A,T}G{C,G} der Genotyp und fiir die kodierten Haplotypen 000 und 101 ist 202
der kodierte Genotyp.

Die Eigenschaft, dass zwei Haplotypen einen Genotyp erkldren wird nun defi-
niert. Zwei Haplotypen h,h’ € {0,1}" erkliiren einen Genotyp g € {0,1,2}™, falls
fur jedes i € {1,...,m} gilt: Wenn g[i] € {0, 1}, dann A[i] = 1'[i] = g[i] und wenn
gli] = 2, dann A[i] # K'[i].

Eine Haplotypmatrix H ist eine Matrix mit Eintrdgen aus {0,1} in der jede
Zeile einen Haplotyp kodiert . Eine Genotypmatrix G ist eine Matrix mit Eintrégen
aus {0,1,2} in der jede Zeile einen Genotyp kodiert.

Sei G eine n x m Genotypmatrix und H eine 2n x m Haplotypmatrix. Die
Haplotypmatrix H erkldrt die Genotypmatrix G, falls fiir jedes k € {1,...,n} die
Zeile k aus G durch die Zeilen 2k — 1 und 2k aus H erklért wird.

In dieser Arbeit wird oft iiber Spalten von Haplotyp- und Genotypmatrizen
gesprochen.Spalten werden dabei auf zwei verschiedene Arten bezeichnet. Entwe-
der wird eine Spalte in einer Matrix durch den jeweiligen Index referenziert oder
eine Spalte wird durch einen Spaltenvekor dargestellt, der den Inhalt der Spalte
enthilt. Spaltenvektoren werden in den Abschnitten 3.3.4 und 3.4.2 verwendet, in
denen der Aufbau einer partiellen Ordnung iiber Spaltenvektoren betrachtet wird.
In allen anderen Abschnitten werden Spalten durch Indizes referenziert. In diesen
Abschnitten sprechen wir von einer Spalte s und meinen damit den Spaltenindex s.

Eine Spalte in einer Haplotyp- oder Genotypmatrix heifit 0-Spalte, falls sie
in jeder Zeile den Eintrag O enthilt. Analog ist eine 1-Spalte definiert. Sei g ein
Genotyp aus einer Genotypmatrix G. Der Genotyp g umfasst die Spalte s, falls
g[s] # 0 gilt. Analog umfasst ein Haplotyp 4 die Spalte s, falls A[s] # 0 gilt.

Nun wird das Modell der perfekten Phylogenie definiert. In der Literatur wer-
den perfekte Phylogenien auf unterschiedliche Weise eingefiihrt. Die in dieser
Arbeit verwendete Definition folgt der Definition von perfekten Phylogenien bei
Gramm et al. [17]. Sie ist dquivalent zur Definition perfekter Phylogenien bei
Gusfield [18]. Ein Vergleich verschiedener Definitionen findet sich bei Gramm,
Nickelsen und Tantau [15, 16].

Definition 2.1. [Perfekte Phylogenie] Eine n x m Haplotypmatrix H ldsst eine per-
fekte Phylogenie zu, falls ein Baum By mit ausgezeichneter Wurzel w existiert, so
dass folgende Aussagen gelten:

Jeder Haplotyp aus H markiert genau einen Knoten in Bp.

Jede Spalte aus H markiert genau eine Kante in By.

Jede Kante in By ist markiert.

Fiir jedes Paar von Haplotypen A, i’ aus H und jede Spalte s € {1,...,m}
gilt h[s] # '[s] genau dann, wenn s eine Kante auf dem Weg von & nach /'
in By markiert.

el

Wenn die Wurzel einer perfekten Phylogenie By mit dem Haplotyp O...0 mar-
kiert werden kann, dann ist By eine gerichtete perfekte Phylogenie. Jede perfekte
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Phylogenie ist eine ungerichtete perfekte Phylogenie. Eine perfekte Pfadpyloge-
nie ist eine perfekte Phylogenie mit maximal zwei disjunkten Zweigen, die an der
Wurzel beginnen. Eine Haplotypmatrix H ldsst eine perfekte Pfadphylogenie zu,
falls sich die Haplotypen in H als perfekte Pfadphylogenie anordnen lassen. Fiir
eine perfekte Pfadphylogenie By werden die beiden Zweige mit By ; und By ,
bezeichnet, wobei ein Zweig leer sein kann. Abbildung 1 zeigt beispielhaft Haplo-
typmatrizen mit perfekten Phylogenien und perfekten Pfadphylogenien.

Entscheidungsprobleme. Bei der Haplotypisierung erstellt man fiir eine Geno-
typmatrix G eine Haplotypmatrix H, die G erklirt. Fiir einen Genotyp g mit k
heterozytischen Stellen existieren 2~ ! verschiedene Paare von Haplotypen, die g
erkldren und somit existiert fiir eine Genotypmatrix eine grole Anzahl moglicher
Haplotypmatrizen. Losungsansitze zur Haplotypisierung schrinken diese Menge
von Haplotypmatrizen dadurch ein, dass eine Haplotypmatrix nur dann in Betracht
gezogen wird, wenn sie eine bestimmte Eigenschaft besitzt. Ein Algorithmus, der
ein solches Problem 16st, gibt eine Haplotypmatrix mit den Eigenschaften aus, falls
diese existiert, oder bricht die Berechnung ab, falls eine Haplotypmatrix mit den
gewiinschten Eigenschaften nicht existiert.

Im Folgenden werden die Entscheidungsprobleme fiir verschiedene Arten von
Haplotypisierung definiert. Bei Entscheidungsproblemen wird nur nach der Exi-
stenz einer Losung gefragt. Fiir Haplotypisierungsprobleme heifit dies, man fragt
nach der Existenz einer Haplotypmatrix, die die jeweiligen Eigenschaften erfiillt.
Ein Algorithmus, der ein Entscheidungproblem 16st, antwortet entweder mit ,,ja*
oder ,,nein®.

Folgendes Entscheidungsproblem fragt, ob eine Haplotypmatrix eine perfekte
Phylogenie zulésst.

Problem 2.2. [Perfekte Phylogenie (PP)]
Eingabe: Eine n x m Haplotypmatrix H.
Frage: Lisst H eine perfekte Phylogenie zu?

Das Problem PP erhilt als Eingabe eine Haplotypmatrix, also eine Matrix in
der jeder Eintrag einen von zwei Zustinden einnimmt. Dies entspricht dem Pro-
blem binirer perfekte Phylogenien, fiir welches Gusfield einen Linearzeitalgorith-
mus vorgestellt hat [18]. Beim Problem allgemeiner perfekter Phylogenien ist die
Anzahl der moglichen Zustéinde in den Eintrigen dagegen nicht beschrinkt. Dieses
Problem ist NP-vollstindig. Beschrinkt man die Anzahl der Zustinde mit einem
beliebigen Wert, dann lédsst sich aber immer ein Polynomialzeitalgorithmus finden.
Ein Uberblick iiber die verschiedenen Varianten von PP und deren Komplexitiit
findet sich bei Gramm, Nickelsen und Tantau [15, 16].

Die Komplexitit von PP wird in Abschnitt 3.3.1 angesprochen.

Nun formulieren wir fiir die Haplotypisierung mittels kleinsten Haplotypmen-
gen, fiir die Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien, und fiir den kombi-
nierte Ansatz Entscheidungsprobleme.
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Abbildung 1: Die Abbildung zeigt Haplotypmatrizen mit perfekten Phylogenien und per-
fekten Pfadphylogenien. Die Haplotypmatrix H; kodiert vier Haplotypen, die sich als per-
fekte Phylogenie By, anordnen lassen. Fiir H; ldsst sich aber keine perfekte Pfadphyloge-
nie finden. Die Haplotypmatrix H> kodiert vier Haplotypen, die sich als perfekte Pfadphy-
logenie By, anordnen lassen. Die Haplotypmatrix H3 enthilt ebenfalls vier Haplotypen,
die sich aber nicht als perfekte Phylogenie anordnen lassen. In den perfekten Phylogenien
ist die Wurzel jeweils nicht ausgezeichnet. Man kann einen beliebigen Knoten als Wurzel
withlen. In By, kommt der Haplotyp 0000 vor, aber H; enthilt diesen Haplotyp nicht. Das
heif3t, nicht jeder Knoten einer perfekten Phylogenie muss mit einem Haplotyp aus der
Haplotypmatrix markiert sein. Markierungen konnen auch hilfsweise angegeben werden.
Da eine perfekte Phylogenie fiir H; den Haplotyp 0000 enthilt, ldasst H; eine gerichtete
perfekte Phylogenie zu. Die Haplotypmatrix H; lasst aus folgendem Grund eine gerichtete
perfekte Pfadphylogenie zu: Ersetzt man in By, die Kante 1,2 durch eine Kante 1, einen
Knoten 0000, und eine Kante 2, so erhélt man eine gerichtete perfekte Pfadphylogenie fiir
Hs.

r2 34 0000
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= 1o o 10 1000 p 0100 0010
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1000
g 0100 5. . 4 L2 3
= . e————e e o
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Problem 2.3. [Minimale Haplotypisierung (MH)]
Eingabe: Eine n x m Genotypmatrix G und eine natiirliche Zahl d.
Frage: Existiert eine 2n x m Haplotypmatrix H, so dass:

1. H erkldrt G und
2. H enthilt d oder weniger paarweise verschiedene Haplotypen?

Das Finden kleinster Haplotypmengen ist ein Optimierungproblem, denn die
Anzahl der paarweise verschiedenen Haplotypen wird unter der Bedingung, dass
die Haplotypmatrix H die Genotypmatrix G erklédrt, minimiert. Zur Formulierung
des Entscheidungsproblems, wird die Eingabe um den Budgetwert d erweitert. Er-
gebnisse zur Komplexitdt von MH werden in Abschnitt 3.2 vorgestellt.

Problem 2.4. [Perfekte Phylogenie Haplotypisierung (PPH)]
Eingabe: Eine n x m Genotypmatrix G.
Frage: Existiert eine 2n x m Haplotypmatrix H, so dass:

1. H erkléart G und
2. H ldsst eine perfekte Phylogenie zu?

Analog zu PPH lésst sich das Entscheidungsproblem PPPH (Perfekte Pfadphy-
logenie Haplotypisierung) definieren. Beim Problem PPPH wird bei Eingabe einer
Genotypmatrix nach der Existenz einer Haplotypmatrix gefragt, die die Genotyp-
matrix erkldrt und eine perfekte Pfadphylogenie zulésst. In Abschnitt 3.3 wird die
Komplexitit von PPH und PPPH behandelt,

Falls eine Haplotypmatrix H eine Genotypmatrix G erklart und sich als per-
fekte Phylogenie anordnen lisst, dann ist das Tupel (H, By ) eine PP-Losung fiir G.
Eine PP-Losung (H, By ) ist eine PP-Losung der GrofSe d, falls H genau d paarwei-
se verschiedene Haplotypen enthilt. Analog ist eine PPP-Ldsung definiert. Falls fiir
eine Genotypmatrix G eine PP-Losung existiert, dann ldsst G eine perfekte Phylo-
genie zu, ansonsten lidsst G keine perfekte Phylogenie zu.

Problem 2.5. [Minimale Perfekte Phylogenie Haplotypisierung (MPPH)]
Eingabe: Eine n x m Genotypmatrix G und eine natiirliche Zahl d.
Frage: Existiert eine 2n x m Haplotypmatrix H, so dass:

1. H erklirt G,
2. H ldsst eine perfekte Phylogenie zu und
3. H enthilt d oder weniger paarweise verschiedene Haplotypen?

Analog zu MPPH lidsst sich das Entscheidungsproblem MPPPH (Minimale
Perfekte Pfadphylogenie Haplotypisierung) definieren, das den Ansatz mit perfek-
ten Pfadphylogenien und kleinsten Haplotypmengen kombiniert. Die Komplexitit
der kombinierten Ansidtze MPPH und MPPPH wird in Abschnitt 3.4 behandelt.

Eine Genotypmatrix heilt (k,!)-beschrdinkt, falls jede Zeile maximal k-mal den
Eintrag 2 enthilt und jede Spalte maximal /-mal den Eintrag 2 enthélt. Es gilt
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k,l € NU{eo}, wobei oo beschreibt, dass fiir einen Parameter keine Beschrinkung
besteht. Zum Beispiel enthilt die Menge aller (2,c0)-beschridnkten Genotypma-
trizen genau die Genotypmatrizen, die in jeder Zeile maximal zweimal den Ein-
trag 2 besitzen. Die Anzahl der heterozytischen Eintridge pro Spalte ist nicht be-
schrinkt. Sharan, Halldérsson und Istrail [34] verwenden die (k,/)-Beschrinkung,
um Haplotypisierungsprobleme zu parametrisieren. Zum Beispiel ist das Problem
PPH(k,1) analog zu PPH, aber es werden nur (k,/)-beschriankte Genotypmatrizen
als Eingabe zugelassen. In dieser Arbeit wird die Komplexitit von (k,7)-beschriin-
kten Varianten fiir die Probleme MH, PPH und MPPH betrachtet.

Nun wird in Abschnitt 3 die Komplexitit der verschiedenen Entscheidungspro-
bleme betrachtet. Eine Ubersicht iiber die Komplexitit der Entscheidungsprobleme
findet sich in Abschnitt 4.
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3 Komplexitit von Haplotypisierungsproblemen

Im diesem Abschnitt wird die Komplexitiat von Haplotypisierungproblemen un-
tersucht. Die Konzepte und Werkzeuge, die dabei aus der Komplexititstheorie
verwendet werden, sind in Abschnitt 3.1 beschrieben. In Abschnitt 3.2 wird auf
den Ansatz mit kleinsten Haplotypmengen eingegangen. Abschnitt 3.3 behandelt
die Komplexitit der Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien und in Ab-
schnitt 3.4 wird auf die kombinierten Ansétze zur Haplotypisierung eingegangen.

3.1 Komplexititstheoretische Konzepte und Werkzeuge

Die Komplexititstheorie versucht festzustellen, welchen Ressourcenaufwand man
benétigt, um algorithmische Probleme zu 16sen. Die Ressourcen sind hierbei meist
Zeit- oder Platzbedarf bei Turingmaschinen, wobei die Zeit durch das Zihlen von
Zustandsiibergingen und der Platz durch die Anzahl der besuchten Bandzellen ge-
messen wird. Probleminstanzen werden fiir Turingmaschinen als Zeichenketten
kodiert. Der Ressourcenaufwand einer Maschine fiir eine Eingabe wird in Rela-
tion zur Linge der Eingabe gemessen. Dieses relative Mal erscheint sinnvoll, da
sich zum Beispiel die in Abschnitt 2.3 definierten Entscheidungsprobleme einfa-
cher fiir kleine und schwerer fiir grole Matrizen 16sen lassen. In der Komplexitits-
theorie wird nun einerseits nach oberen Schranken fiir ein Problem gesucht, also
Aussagen der Form: ,,Es gibt eine Maschine, die jede n lange Eingabe mit maxi-
mal f(n) Ressourcenaufwand entscheidet. Andererseits werden aber auch untere
Schranken fiir ein Problem gesucht, deren Kernaussage idealerweise Folgende ist:
,Jede Maschine benotigt fiir unendlich viele Eingaben mindestens den Ressour-
cenaufwand g(n).* Je dichter obere und untere Schranken fiir ein Problem zusam-
menliegen, desto genauer ist dessen Komplexitit bestimmt. In dieser Arbeit wird
beispielsweise fiir PPH eine obere (Satz 3.12) und eine untere Schranke (Satz 3.10)
vorgestellt.

Um Probleme beziiglich ihres Ressourcenaufwandes zu ordnen, werden sie in
Komplexititsklassen einsortiert und somit klassifiziert. In dieser Arbeit werden
die bekannten Komplexititsklassen L, P und NP verwendet. Es wird zum Bei-
spiel gezeigt, dass MPPPH in L liegt (Satz 3.28). Um die Komplexitit zweier Pro-
blemen zu vergleichen, verwendet man Reduktionen. In dieser Arbeit werden fiir
die Probleme MH (Satz 3.1) und MPPH (Satz 3.21) NP-Vollstindigkeitsbeweise
aus der Literatur vorgestellt und dabei deterministische Polynomialzeitreduktio-
nen verwendet. Eine genaue Definition der angesprochenen Konzepte findet sich
bei Papadimitriou [31].

Anstatt den Zeit- oder Platzaufwand eines Problems bei Turingmaschinen zu
betrachten, lassen sich Probleme auch beziiglich des Aufwands in andersartigen
Modellen klassifizieren.

Schaltkreiskomplexitit. Zum einen kann man die Tiefe und Grofle von Schalt-
kreisen betrachten, die ein bestimmtes Problem 16sen. Da ein fester Schaltkreis nur
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fiir eine feste Eingabelidnge verwendet werden kann, betrachtete man Familien von
Schaltkreisen, die sich mit bestimmtem Aufwand konstruieren lassen. In dieser Ar-
beit werden aus der Schaltkreiskomplexitit die Klassen ACY und NC? verwendet,
die wie folgt definiert sind: AC? umfasst genau die Probleme, fiir die eine Schalt-
kreisfamilie konstanter Tiefe und polynomieller GroB3e existiert, deren Schaltkreise
sich mit logarithmischem Platz konstruieren lassen. Dabei konnen Gatter mit be-
liebiger Anzahl von Eingiingen verwendet werden. Die Klasse NC? umfasst genau
die Probleme, fiir die eine Schaltkreisfamilie mit Tiefe O(log?n) und polynomi-
eller GroBe existiert, deren Schaltkreise sich ebenfalls mit logarithmischem Platz
berechnen lassen, wobei die Anzahl der Eingédnge bei den Gattern beschrénkt ist.

Beschreibungskomplexitit. Ein anderes Komplexititsmal ergibt sich, wenn be-
trachtet wird, mit welcher mathematischen Logik man ein Problem beschreiben
kann. Eingaben liegen hierbei nicht als Zeichenketten vor, sondern werden als lo-
gische Strukturen kodiert. Die Syntax von Strukturen wird durch eine Signatur be-
schrieben. Die Signatur einer Genotypmatrix 7 = (Z I st G%,G3, G%) besteht bei-
spielsweise aus den einstelligen Relationssymbolen Z und S und den zweistelligen
Relationssymbolen Gy, G| und G,. Eine 16-Struktur (1,Z, S, Gy, G, G,) kodiert ei-
ne Genotypmatrix folgendermallen: Die Menge I umfasst alle Indizes, die Mengen
Z und S umfassen die Indizes aus I, die Zeilen- bzw. Spaltenindizes sind, und Gy,
G1 und G, sind zweistellige Relationen iiber den Elementen von /, also Teilmengen
von I x I. Die zweistelligen Relationen stellen eine Genotypmatrix folgendermafien
dar: Falls (z,s) € I x I in Gy enthalten ist, dann besitzt die kodierte Genotypmatrix
in Zeile z an Position s den Eintrag 0. Fiir die Relationen G und G, ergibt sich die
Bedeutung analog. Das heiBt, falls (z,s) in Gy liegt, dann steht in Zeile z an Positi-
on s der Eintrag 1 und falls (z,s) in G liegt, dann steht in Zeile z an Position s der
Eintrag 2. Neben der Signatur fiir Genotypmatrizen werden in dieser Arbeit auch
Signaturen fiir Graphen (Beweis zu Lemma 3.9) und lineare Gleichungssysteme
(Beweis zu Lemma 3.11) verwendet. Uber einer Signatur lassen sich Formeln in
Pridikatenlogik erster Stufe bilden (im Weiteren kurz Formeln genannt). Formeln
iber der Signatur 7 heilen 7g-Formeln und bestehen aus den Relationssymbolen
=, Go, G| und G, den Junktoren —, A, V und —, den Quantoren 3 und ¥V und Sym-
bolen fiir Variablen. Wir werden in dieser Arbeit voraussetzen, dass die Elemente
einer Struktur total geordnet sind. Fiir eine 7 Struktur mit |/| = n existiert also eine
1 : 1-Beziehung zwischen den Elementen aus / und den Elementen aus {1,...,n}.
Wir werden weiter voraussetzen, dass die darauf aufbauende Relation < und die
Funktionen + und - in Formeln verwendet werden konnen (vgl. Definition von For-
meln bei Immerman [25]). In Formeln konnen auBlerdem beschrinkte Quantoren
verwendet werden, die wie folgt definiert sind (vgl. Seite 10 bei Immerman [25]):
(Fx.w)o = (3x)[w A ¢] und (Vx.y)¢ = (Vx)[y — ¢]. Beschrinkte Quantoren ver-
wendet man dann, wenn man nur Elemente in Betracht ziehen mochte, die eine
bestimmte Eigenschaft (im obigen Fall durch y beschrieben) besitzen.

Eine Formel wird fiir eine bestimmte Struktur entweder zu wahr oder zu falsch
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ausgewertet. Beispielsweise ist die Formel Qexistert2erzeile = (32)(Vs)[G2(z,s)] ge-
nau dann fiir eine Tg-Struktur wahr, wenn die dadurch kodierte Genotypmatrix
eine Zeile enthilt, die in jeder Spalte den Eintrag 2 besitzt. Formeln kénnen auch
Parameter enthalten. Zum Beispiel ist die Formel @isperzeite (2) = (Vs)[G2(z,5)] ge-
nau dann fiir eine Tg-Struktur wahr, wenn die dadurch kodierte Genotypmatrix an
dem iibergebenen Zeilenindex z in jeder Spalte den Eintrag 2 besitzt. Die Formel
Qexistert2erZeile (2) 14sst sich somit auch durch (3z) [@isperzeile (z)] definieren. Falls eine
Formel ¢ fiir eine Struktur A zu wahr ausgewertet wird, dann schreiben wir A = ¢
und sagen: A ist ein Modell von ¢.

Ein Probleme ldsst sich in Prddikatenlogik erster Stufe beschreiben, falls ei-
ne Formel existiert, fiir die genau die Strukturen Modelle sind, die Elemente der
Problemsprache kodieren. Der Unterschied zwischen der Kodierung von Eingaben
durch Strukturen und der Kodierung von Eingaben durch Zeichenketten fillt hier-
bei nicht ins Gewicht (vgl. [25, Seite 24f]). In Satz 3.18 wird gezeigt, dass sich das
Problem ger-PPPH durch eine 7g-Formel ¢qer.pppu beschreiben lisst. Dies bedeu-
tet, dass eine tg-Struktur (1,Z,S, Gy, G1,G>) genau dann ein Modell von Qger-PPPH
ist, wenn die durch (1,Z, S, Gy, G1, G2) kodierte Genotypmatrix eine gerichtete per-
fekte Pfadphylogenie zuldsst. Probleme lassen sich auch beziiglich ihrer Beschrei-
bungskomplexitit klassifiziert. So umfasst die Klasse FO genau die Probleme, die
sich durch eine Formel in Pradikatenlogik erster Stufe beschreiben lassen.

Wie schon erwihnt werden Reduktionen verwendet, um die Komplexitét zwei-
er Probleme zu vergleichen. In dieser Arbeit werden unter anderem Reduktionen
verwendet, die sich als Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe formulieren lassen.
Fiir zwei Signaturen 7 und o bildet eine Anfrage in Préadikatenlogik erster Stufe
jede 7-Struktur B auf eine o-Struktur C ab. Die Elemente und die Relationen von
C werden dabei durch 7-Formeln beschrieben, die fiir B ausgewertet werden. Bei-
spielweise ldsst sich die Abbildung, die in einer Genotypmatrix jede O mit einer 1
und jede 1 mit einer O ersetzt, durch die Anfrage A = A (97, 9z, @5, 96, . 96, 9G,)
mit den Formeln ¢ (i) = wahr, ¢z(z) = wahr, ¢s(s) = wahr, §c,(z,s) = Gi(z,s),
06, (z,5) = Go(z,s) und @¢,(z,5) = Ga(z,s) formulieren. Die Anfrage A bildet nun
nach folgendem Schema jede tg-Struktur (1,Z, S, Gy, G}, G>) auf eine 7g-Struktur
(I',Z2',5',Gy,G',G) ab: Ein Element i € [ ist in I, wenn (I,Z,S,Go,G1,G>) ein
Modell von ¢ (i) ist; ein Tupel (z,s) € I x I istin G}, wenn (I,Z,S,Go,G1,G>) ein
Modell von @, (z,s) ist; fiir die Relationen Z, S, G| und G} gilt dies analog. Es
ldsst sich erkennen, dass jedes Element aus I nach I’ iibernommen wird und dass
die Relationen, welche O-Eintrdge und 1-Eintriige kodieren, vertauscht werden. Im
Beweis zu Lemma 3.6 wird eine Anfrage vorgestellt, die jede 7g-Struktur G auf
eine Tg-Struktur G’ abbildet, so dass die durch G kodierte Genotypmatrix genau
dann eine perfekte Phylogenie zuldsst, wenn die durch G’ kodierte Genotypma-
trix eine gerichtete perfekte Phylogenie zuldsst. Das Problem ung-PPH ldsst sich
also durch eine Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe auf ger-PPH reduzieren,
wofiir wir kurz ung-PPH <g, ger-PPH schreiben. Die vorgestellten Konzepte zur
Beschreibungskomplexitit werden umfassend bei Immerman [25] definiert.
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Zihlkomplexitit. Die Komplexitdt von Problemen ldsst sich auch betrachten,
indem man die Anzahl der akzeptierenden Pfade von Turingmaschinen zihlt. In
dieser Arbeit wird die Zdhlklasse Mod;L verwendet, die wie folgt definiert ist: Ein
Entscheidungsproblem FE ist in Mod,L, falls eine nichtdeterministische logarith-
misch platzbeschrinkte Turingmaschine M existiert, so dass eine Eingabe x genau
dann in E liegt, wenn M auf Eingabe x eine ungerade Anzahl akzeptierender Be-
rechnungspfade besitzt [6]. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass PPH in Mod,L liegt
(Satz 3.12).

Zusammenhang zwischen Komplexititsklassen Die Komplexititstheorie ver-
gleicht auch die verschiedenen Komplexititsklassen und damit die Méchtigkeit
der verschiedenen ressourcenbeschrinkten Berechnungsmodelle. Zum Beispiel gilt
FO C ACP [25], was heiBt, dass fiir jedes Problem, das sich durch eine Formel in
Pridikatenlogik erster Stufe beschreiben ldsst, eine Schaltkreisfamilie konstanter
Tiefe existiert. Durch die Beschreibung eines Problems erhélt man somit auch des-
sen Schaltkreiskomplexitit. Weiter gilt die Inklusion AC° C L, die eine Beziehung
zwischen einer Klasse, die mit Schaltkreisen definiert wird und einer Klassen, die
mit Turingmaschinen definiert wird, herstellt. Eine weitere Inklusion, die sich di-
rekt aus der Definition von Mod,L ergibt, ist L C Mod,;L. Aullerdem gilt, wie von
Buntrock et al. [6] bemerkt wird, Mod,L C NC? . Insgesamt gelten fiir die in dieser
Arbeit verwendeten Komplexititsklassen folgende Inklusionen:

FO C AC? C NC! C L € Mod,L. C NC, CP C NP.

Approximationsalgorithmen. Bei einigen algorithmischen Problemen, den so
genannten Optimierungsproblemen, sucht man nicht eine beliebige Losung, son-
dern eine optimale Losung. Zum Beispiel sucht man bei der Haplotypisierung
mittels kleinsten Haplotypmengen nach Haplotypmatrizen, die moglichst wenige
paarweise verschiedene Haplotypen enthalten. Falls sich ein Optimierungsproblem
nicht exakt mit einem bestimmten Ressourcenaufwand 16sen ldsst, kann man nach
Verfahren suchen, die das Problem nicht optimal, aber mit geringem Aufwand 16-
sen. Falls fiir ein Problem ein Algorithmus existiert, der Polynomialzeit verwendet
und immer eine Losung ausgibt, die maximal & mal grofer als eine optimale Lo-
sung ist, dann nennt man diesen Algorithmus einen €-Approximationsalgorithmus.
Die Komplexititsklasse APX umfasst genau die Optimierungsprobleme, fiir die ein
e-Approximationsalgorithmus mit € > 0 existiert. Auch fiir die Klasse APX lassen
sich harte Probleme finden. Ein Problem A ist dabei APX-hart, falls sich zeigen
lasst, dass man aus einem beliebig guten Approximationsalgorithmus fiir das Pro-
blem A fiir jedes Problem aus APX einen beliebig guten Approximationsalgorith-
mus konstruieren kann. Eine genaue Definition zu diesen Konzepten findet sich bei
Ausiello et al. [1].
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3.2 Haplotypisierung mittels kleinsten Haplotypmengen

Dieser Abschnitt behandelt die Komplexitdt der Haplotypisierung mittels klein-
sten Haplotypmengen. Es werden aus der Literatur bekannte Ergebnisse zu MH
und (k,1)-beschréinkten Varianten von MH zusammengefasst und danach wird ein
Beweis fiir die NP-Vollstidndigkeit von MH vorgestellt, der auf einem Beweis zur
APX-Hirte von MH von Lancia, Pinotti und Rizzi [28] basiert.

Das Problem MH wurde von Gusfield [21] eingefiihrt, der bemerkte, dass MH
NP-vollstindig ist und dass ein erster Beweis hierzu auf Earl Hubbell (nicht verof-
fentlicht) zuriick geht. Es wurde aulerdem eine Formulierung von MH als ganzzah-
liges lineares Programm vorgestellt, mit dem sich, unter Verwendung eines Losers
fiir das ganzzahlige lineare Optimierungsproblem, fiir eine groe Menge von Ein-
gaben das Problem MH effizient entscheiden lédsst [21]. Brown und Harrower [5]
geben einen Uberblick iiber verschiedene Formulierungen von MH als ganzzahli-
ges lineares Programm.

Verschiedene komplexititstheoretische Resultate sind fir MH und (k,7)-be-
schriankte Varianten von MH bekannt. Lancia, Pinotti und Rizzi [28] zeigten, dass
MH(3,0) APX-hart ist. Durch den APX-Hirte-Beweis aus [28] wird implizit ge-
zeigt, dass MH(3, ) vollstindig fiir die Klasse NP ist. Diese beiden Ergebnisse
tibertragen sich auf MH und jedes Problem MH(k, o) mit k > 3. Cilibrasi et al. [7]
und Lancia und Rizzi [29] zeigten unabhingig voneinander, dass MH(2, ) in Po-
lynomialzeit 16sbar ist. Lancia und Rizzi [29] zeigten dies mit einer Reduktion auf
das Finden einer kleinsten Knoteniiberdeckung in bipartiten Graphen. Von Sharan,
Halldérsson und Istrail [34] wurde gezeigt, dass schon MH(4,3) NP-vollstindig
und APX-hart ist. Diese Ergebnisse iibertragen sich auf alle (k,/)-beschrinkten
Varianten, fiir die k > 4 oder / > 3 gilt. In [34] wurde auBerdem gezeigt, dass sich
MH(e»,2) in Polynomialzeit 16sen lésst, falls der Kompatibilitdtsgraph der gege-
benen Genotypmatrix vollstdndig ist. Der Kompatibilitdtsgraph einer Genotypma-
trix enthilt die Genotypen als Knoten und eine Kante zwischen zwei Knoten, falls
ein Haplotyp existiert, der von beiden Genotypen zur Erkldrung verwendet wer-
den kann. Zum Beispiel konnen die Genotypen 1202 und 1102 beide den Haplotyp
1100 zur Erkldrung verwenden. Von van lersel et al. [35] wurde gezeigt, dass schon
MH(3, 3) fiir die Klasse NP vollstindig ist und APX-hart ist. Dieses Ergebnis tiber-
triigt sich ebenfalls auf jede (k,l)-beschrinkte Variante, die die Eingabe weniger
stark beschréinkt. AuBerdem wurde gezeigt, dass MH(eo, 1) in Polynomialzeit 16s-
bar ist. Abbildung 2 gibt einen Uberblick iiber die Komplexitit (k,/)-beschréinkter
Varianten von MH.

Wang und Xu [37] prisentierten einen Branch-and-Bound Algorithmus fiir
MH. Der Algorithmus berechnet bei Eingabe einer Genotypmatrix G eine Haplo-
typmatrix H, die G erkldrt und mit einem Greedy-Ansatz moglichst optimal ge-
wihlt wird. Der Algorithmus probiert danach jede Haplotypmatrix, die G erklért,
durch und findet eine optimale Losung. Ein potentieller Geschwindigkeitsgewinn
ergibt sich dadurch, dass mogliche Losungen aus Teillosungen aufgebaut werden
und eine Teillosung schon dann verworfen wird, wenn sie sich nicht mehr zu einer
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Abbildung 2: Die (k,/)-beschrinkten Varianten von MH haben eine unterschiedliche
Komplexitit. Einige Varianten sind in P, andere sind NP-vollstindig und APX-hart. Fiir
einige Problemvarianten ist nur bekannt, dass sie in NP liegen und eine genauere Be-
stimmung (in P, oder NP-hart) ist bisher nicht bekannt. In der Abbildung sind die (k,/)-
beschriankten Varianten von MH nach den Werten k und / in Zeilen und Spalten angeordnet
und nach ihrer Komplexitit hinterlegt.

H(1,1) MH(1,2) MH(1,3) MH(1, )

MH(2,1) MH(2,2) MH(2,3) MH(2, o)

o I

In Polynomialzeit entscheidbar.

In NP und Weiteres unbekannt.
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optimalen Losung erweitern 14sst.

Huang, Chao und Chen [24] untersuchten eine Problemvariante von MH, des-
sen Eingabe aus einer Genotypmatrix mit # Genotypen und einer Menge von Hap-
lotypen, deren GroBle polynomiell in n ist, besteht. Bei dieser Problemvariante
sucht man nach einer kleinsten Haplotypmatrix, die die Genotypmatrix erklirt und
nur aus Haplotypen besteht, die in der gegebenen Haplotypmenge vorkommen.
Dieses Problem ist NP-vollstindig. Es wurde ein Approximationsalgorithmus vor-
gestellt, der in Polynomialzeit eine Losung erstellt, die maximal O(logn)-mal gro-
Ber als eine optimale Losung ist.

Im Folgenden wird gezeigt, dass MH NP-vollstindig ist. Der hier vorgestellte
Beweis basiert auf dem Beweis zur APX-Hirte von MH von Lancia, Pinotti und
Rizzi [28]. Wie bereits erwihnt, wurde die NP-Vollstindigkeit von MH zuerst von
Hubbel bewiesen.

Satz 3.1. MH ist NP-vollstindig.

Beweis. Fiir den Beweis der NP-Vollstindigkeit von MH wird gezeigt, dass MH in
NP enthalten ist und dass MH NP-hart ist.

MH liegt in NP: Es wird nun eine nichtdeterministische Turingmaschine be-
schrieben, die MH in Polynomialzeit akzeptiert. Die Turingmaschine fiir MH rit
bei Eingabe einer n x m Genotypmatrix G und einem Budgetwert d nichtdetermi-
nistisch eine 2n x m Haplotypmatrix H. Danach wird deterministisch gepriift, ob
jede Zeile k in G durch die Zeilen 2k und 2k + 1 in H erklirt wird und ob H nicht
mehr als d paarweise verschiedene Haplotypen enthilt. Das Abzédhlen der paarwei-
se verschiedenen Haplotypen in H ist effizient moglich.

MH ist NP-hart: Es wird eine Reduktion von KNOTENUBERDECKUNG auf
MH angegeben. Eine Instanz von KNOTENUBERDECKUNG besteht aus einem un-
gerichteten Graph U = (V, E) und einer natiirlichen Zahl d. Der ungerichtete Graph
U besteht aus einer Menge von Knoten V und einer Menge ungerichteter Kanten
E C{K | K CV,|K| =2}. Das Problem ist nun, zu entscheiden, ob eine Menge
V' CV mit |V'| < d existiert, so dass jede Kante aus E mit einem Knoten aus V'
inzidiert. KNOTENUBERDECKUNG ist NP-hart (siche VERTEX COVER bei Garey
und Johnson [14]).

Die Reduktion ist in drei Schritte aufgeteilt. Zuerst wird eine Abbildung von
einem Graphen U auf eine Genotypmatrix G angegeben. Danach wird eine Aus-
sage bewiesen, die einen Zusammenhang zwischen der GroBe kleinster Knoten-
iberdeckungen fiir U und der minimalen Anzahl paarweise verschiedener Haplo-
typen in Haplotypmatrizen, die G erklaren, hergestellt. AbschlieBend wird gezeigt,
dass sich die Abbildung von U nach G in Polynomialzeit von einer deterministi-
schen Turingmaschine berechnen ldsst. In diesem Beweis werden die Spalten von
Genotyp- und Haplotypmatrizen durch Indizes i und j referenziert, um untere an-
derem eine Beziehung zwischen einem Knoten v; und einer Spalte i herzustellen.

Konstruktion: Sei U = (V,E) mit V = {v,...,v,} und E = {ey,...,e,} ein
ungerichteter Graph. Der ungerichtete Graph U wird auf eine Genotypmatrix G
mit n+m Zeilen und n + 1 Spalten abgebildet. Fiir jeden Knoten v; € V enthilt
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G den Genotyp g,, mit g,,[i] = 1 und sonstigen Eintrigen 0. Ein solcher Genotyp
wird im Weiteren Knotengenotyp genannt. Fiir jede Kante e, = {v;,v;} € E enthilt
G den Genotyp g, mit g, [i] = g¢,[/] = 8¢, [|V|+ 1] = 2 und sonstigen Eintrégen 0.
Ein solcher Genotyp wird im Weiteren Kantengenotyp genannt. Abbildung 3 zeigt
die Konstruktion an einem Beispiel.

Abbildung 3: Die Abbildung zeigt an einem Beispiel die Reduktion von
KNOTENUBERDECKUNG auf MH. Fiir einen Graphen U mit vier Knoten und vier
Kanten wird eine Genotypmatrix G mit acht Zeilen und fiinf Spalten konstruiert. Die
oberen vier Genotypen sind Knotengenotypen und die unteren vier Genotypen sind
Kantengenotypen. Die Knoteniiberdeckung V' = {v,,v3} fiir U enthlt eine minimale
Anzahl von Knoten. Zu V' korrespondiert eine Haplotypmatrix H, die neben den Knoten-
genotypen die Haplotypen 01001 und 00101 enthilt und G mit einer minimalen Anzahl
paarweise verschiedener Haplotypen erklirt.

Wi g, 10000
' g, 01000

v el o g 00100
" gw 00010

g, 22002

() [ g€2 02202

g, 00222

V3 o V4 g, 02022

Korrektheit: Folgende Behauptung wird nun gezeigt: Es existiert genau dann
eine Knoteniiberdeckung V/ C V mit |V’'| < d fiir U, wenn eine Haplotypmatrix
H existiert, die G erklart und maximal n + d paarweise verschiedene Haplotypen
enthilt.

Nur-wenn-Teil: Sei V' C V mit |V'| = d eine Knoteniiberdeckung fiir U. Es
wird nun eine Haplotypmatrix mit n 4 d paarweise verschiedenen Haplotypen fiir
G konstruiert. Aus der Konstruktion lisst sich erkennen, dass jeder Knotengenotyp
nur O oder 1 als Fintrag enthélt. Fiir jeden Knoten v; € V wird daher ein Haplotyp
h; = g,, erstellt. Dies sind n paarweise verschiedene Haplotypen. Fiir jeden Knoten
v; € V/ wird ein Haplotyp %} mit 4.[i] = hi[n+ 1] = 1 und sonstigen Eintriigen 0 er-
stellt. Diese sind d paarweise verschiedene Haplotypen. Die A; und /; sind zudem
paarweise verschieden und es werden daher insgesamt n + d paarweise verschie-
dene Haplotypen erstellt. Fiir jeden Knotengenotyp g,, existiert ein Haplotyp #;,
der diesen erklrt. Fiir jeden Kantengenotyp g, mit e = {v;,v;} gilt: Falls v; € V/,
dann wird g, durch k; und h;- erklirt und falls v; € V/, dann wird g,, durch A} und
h; erklirt. Folglich lisst sich mit den /; und h} eine Haplotypmatrix erstellen, die
G erklart und n + d paarweise verschiedene Haplotypen enthilt.

Wenn-Teil: Es sei H eine Haplotypmatrix, die G erklart und n + d paarweise
verschiedene Haplotypen enthilt. Wir erstellen nun in zwei Schritten eine Knoten-

23



tiberdeckung V/ C V mit |V’| < d fiir U. Im ersten Schritt werden die Haplotypen
in H einzeln betrachtet und gegebenenfalls verdndert. Im zweiten Schritt wird aus
der verinderten Haplotypmatrix eine Knoteniiberdeckung abgeleitet.

Jeder Knotengenotyp in G enthilt nur Eintriige aus {0,1} und kommt daher
als Haplotyp in H vor. Wir setzen wieder h; = g,, fiir jedes i € {1,...,n}. Nun
betrachten wir die Haplotypen, die Kantengenotypen erkldren. Es sei dazu & ein
Haplotyp in H, der nicht gleich einem Haplotyp 4; ist.

Falls A nur fiir genau einen Kantengenotyp g, zur Erkldrung verwendet wird,
dann werden die erklirenden Haplotypen von g,,, fiir den e, = {v;,v;} gelte, wie
folgt ersetzt: Einer der Haplotypen von g,, wird durch 4; und der andere durch h}
mit /;[j] = h[n+ 1] = 1 und sonstigen Eintrdigen 0 ersetzt. Man erkennt nun, dass
die Haplotypen A; und h;- den Kantengenotyp g, erkliren und dass die Anzahl der
paarweise verschiedenen Haplotypen nicht durch den Austausch erhoht wird.

Falls A fiir mehr als einen Kantengenotyp zur Erkldrung verwendet wird, be-
sitzt & an hochstens einer Position aus {1,...,n} den Eintrag 1. Dies folgt aus der
Eigenschaft, dass fiir zwei Genotypen maximal eine Spalte aus {1,...,n} existiert,
in der beide Genotypen den Eintrag 2 enthalten. Wir nehmen nun an, dass 4 an
jeder Position aus {1,...,n} den Eintrag O enthilt und betrachten einen beliebi-
gen Kantengenotyp g, fiir den ¢ = {v;,v;} gilt und der von 4 und einem zweiten
Haplotyp h* erklirt wird. Es gilt 4*[i] = h*[j] = 1 und folglich kann der Haplotyp
h* von keinem weiteren Haplotyp zu Erkldrung verwendet werden. Das heifit, der
Haplotyp A" wird nur fiir g., zur Erkldrung verwendet. Somit konnen die Haploty-
pen A und h*, wie oben beschrieben, durch den Haplotyp /; und den Haplotyp h}
mit /;[j] = h[n+ 1] = 1 und sonstigen Eintriigen 0 ersetzt werden, ohne dabei die
Anzahl der paarweise verschiedenen Haplotypen zu erhohen.

Nach diesem ersten Schritt ist jeder Haplotyp in der verdnderten Haplotypma-
trix entweder gleich einem Knotengenotyp oder gleich einem Haplotyp A, der in
genau einer Spalte i € {1,...,n} und in der Spalte n+ 1 den Eintrag 1 besitzt. Die
veridnderte Haplotypmatrix enthdlt maximal n + d paarweise verschiedene Haplo-
typen. Dies sind n viele i; und maximal d viele /..

Im zweiten Schritt wird folgendermaRen aus den /' eine Knoteniiberdeckung
V' fiir U konstruiert: Falls der Haplotyp /} in der Haplotypmatrix vorkommt, wird
der Knoten v; zur Menge V' hinzugefiigt. Jede Kante in U wird durch einen Knoten
aus V' abgedeckt, da jeder Kantengenotyp in G einen Haplotyp %} zur Erkldrung
verwendet. Die Menge V' ist eine Knoteniiberdeckung mit |V'| < d fiir U.

Komplexitdt: Die Abbildung von U nach G ldsst sich in Polynomialzeit von ei-
ner deterministischen Turingmaschine berechnen. Beim Durchlauf einer Adjazenz-
liste, die den Graph kodiert, werden Knoten-und Kantengenotypen ausgegeben und
der Budgetwert d wird um n erhoht und ausgegeben.

Insgesamt folgt, dass MH NP-vollstédndig ist. 0

Bei der Reduktion aus dem vorangegangen Beweis wird jeder Graph auf eine
Genotypmatrix mit maximal drei heterozytischen Stellen pro Genotyp abgebildet.
Es wurde also auch gezeigt, dass schon MH(3, c0) NP-vollstéindig ist.
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3.3 Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien

In diesem Abschnitt wird die Komplexitidt von Haplotypisierungsproblemen, die
auf dem Ansatz mit perfekten Phylogenien beruhen, untersucht. Ein Teilproblem
von jedem Haplotypisierungsproblem, das auf perfekten Phylogenien beruht, ist
die Frage, ob eine Haplotypmatrix eine perfekte Phylogenie zulédsst. Die Komplexi-
tdt dieses Problems wird in Abschnitt 3.3.1 betrachtet. Bei Ansétzen zur Haplotypi-
sierung, die auf perfekten Phylogenien beruhen, werden gerichtete oder ungerichte-
te perfekte Phylogenien gesucht. Einen Zusammenhang zwischen der Komplexitét
ungerichteter und gerichteter Problemvarianten wird in Abschnitt 3.3.2 hergestellt.
In Abschnitt 3.3.3 wird die Komplexitit von PPH und (k,/)-beschrinkten Varian-
ten von PPH untersucht. Abschnitt 3.3.4 behandelt die Komplexitit von PPPH.

3.3.1 Komplexitit von PP

In diesem Anschnitt wird gezeigt, dass PP in FO liegt. Aus der Literatur (siche
Gramm, Nickelsen und Tantau [15, 16] fiir einen Uberblick) ist bekannt, dass eine
Haplotypmatrix genau dann eine perfekte Phylogenie zulédsst, wenn kein Spalten-
paar die verbotene Untermatrix
00
- [

11

enthilt. Da dieser Zusammenhang in der vorliegenden Arbeit an vielen Stellen
Verwendung findet, wird er in Lemma 3.4 bewiesen. Der Beweis zu Lemma 3.4
verwendet dabei die Aussagen der Lemmata 3.2 und 3.4.

Sei H eine Haplotypmatrix und s ein Spalte von H. Die Menge O, enthilt genau
die Haplotypen aus H, die die Spalte s umfassen.

Lemma 3.2 (Gusfield [19]). Eine Haplotypmatrix H ldsst genau dann eine gerich-
tete perfekte Phylogenie zu, wenn O3y C Oy, Oy C Og oder O; N Oy = O fiir jedes
Spaltenpaar (s,s") von H gilt.

Lemma 3.3. ung-PP <g, ger-PP.

Beweis. Der folgende Beweis ist in drei Schritte aufgeteilt. Zuerst wird eine Ab-
bildung von einer Haplotypmatrix H auf eine Haplotypmatrix H' beschrieben. Da-
nach wird gezeigt, dass H genau dann eine perfekte Phylogenie zuldsst, wenn H’
eine gerichtete perfekte Phylogenie zulédsst. AbschlieBend wird gezeigt, dass sich
die Abbildung als Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe formulieren ldsst.

Konstruktion: Sei H eine Haplotypmatrix und h; die erste Zeile in H. Die
Haplotypmatrix H' geht folgendermaBen aus H hervor: In jeder Spalte s von H,
fiir die A [s] = 1 gilt, wird jede 1 durch eine 0 und jeder O durch eine 1 ersetzt.
Durch diese Abbildung entspricht die erste Zeile in H dem Haplotyp 0. ..0 ist.

Korrektheit: Folgende Aussage wird nun gezeigt: Es existiert genau dann eine
PP-Losung fiir H, wenn eine gerichtete PP-Losung fiir H' existiert.
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Nur-wenn-Teil: Es sei H eine Haplotypmatrix, deren Zeilen als perfekte Phy-
logenie By angeordnet werden konnen. Nun erstellen wir aus By folgendermafien
eine gerichtete perfekte Phylogenie By fiir H': Fiir jeden Knoten in By wird der
markierende Haplotyp an den Stellen invertiert, an denen bei der Abbildung von
H nach H' invertiert wird. Der Aufbau der perfekten Phylogenie und die Kanten-
markierungen dndern sich nicht. Es ldsst sich auerdem erkennen, dass By jeden
Haplotyp aus H’ enthilt und dass die Eigenschaft 4 von Definition 2.1 erhalten
bleibt. Wegen der Abbildung von H nach H’ ist mindestens ein Knoten in By mit
dem Haplotyp 0. ..0 markiert. Diesen Knoten zeichnen wir nun als Wurzel von By
aus und erhalten eine gerichtete perfekte Phylogenie fiir H'.

Wenn-Teil: Es sei H' eine Haplotypmatrix, die aus H mit der beschriebenen Ab-
bildung hervorgeht und By eine gerichtete perfekte Pfadphylogenie fiir H'. Analog
zum ersten Beweisteil entsteht eine perfekte Phylogenie By fiir H aus By, indem
in den Spalten, in denen bei der Abbildung von H nach H' invertiert wird, zuriick
getauscht wird.

Komplexitdt: Fur einen Beweis, dass sich die Abbildung als Anfrage in Pridi-
katenlogik erster Stufe beschreiben lisst, sei auf Lemma 3.6 verwiesen. Zieht man
fiir die Anfrage aus dem Beweis zu Lemma 3.6 nur Haplotypmatrizen in Betracht,
so erhilt man eine Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe, die der beschriebenen
Abbildung entspricht. O

Lemma 3.4. Eine Haplotypmatrix H lisst genau dann eine perfekte Phylogenie
zu, wenn kein Spaltenpaar in H die Untermatrix V enthiilt.

Beweis. Nur-wenn-Teil: Die erste Beweisrichtung wird iiber Kontraposition ge-
zeigt. Wir nehmen dafiir an, dass H die Untermatrix V im Spaltenpaar (s, s’) enthilt
und fithren die Frage, ob H eine perfekte Phylogenie zuldsst, auf den gerichteten
Fall zuriick. Sei nun H’ die Haplotypmatrix, die sich aus H mit der Abbildung
aus dem Beweis zu Lemma 3.3 ergibt. Es lisst sich erkennen, dass auch H' die
Untermatrix V im Spaltenpaar (s,s’) enthilt, da bei Invertierung von Spalten die
Untermatrix V bestehen bleibt. Betrachten wir nun die Mengen O; und Oy zum
Spaltenpaar (s,s’), dann ergibt sich, dass die Mengen nicht disjunkt sind und keine
Menge die andere enthilt. Mit Lemma 3.2 folgt, dass H' keine gerichtete perfekte
Phylogenie zuldsst und mit dem Beweis zu Lemma 3.3 folgt insgesamt, dass H
keine perfekte Phylogenie zuldsst.

Wenn-Teil: Fur diese Beweisrichtung nehmen wir an, dass eine Haplotypmatrix
H nicht die Untermatrix V enthilt und zeigen, dass dann H eine perfekte Phylo-
genie zuldsst. Wie in der vorherigen Beweisrichtung wird die Frage, ob H eine
perfekte Phylogenie zulidsst, auf den gerichteten Fall zuriickgefiihrt. Dazu entstehe
die Haplotypmatrix H’ aus H durch die Abbildung aus dem Beweis zu Lemma 3.3.
Es lésst sich nun erkennen, dass jedes Spaltenpaar (s,s) in H' die Untermatrix [0 0]
enthilt und kein Spaltenpaar in H' die Untermatrix V enthilt, da V sonst schon in
H enthalten wire. Folglich enthilt jedes Spaltenpaar (s,s) in H' hochstens drei
verschiedene Zeilen und immer die Zeile [0 0]. Damit gilt Oy C Oy, Oy C O, oder
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O;N Oy = 0 fiir jedes Spaltenpaar (s,s"). Woraus mit Lemma 3.2 folgt, dass H' eine
gerichtete perfekte Phylogenie zuldsst und mit dem Beweis zu Lemma 3.3 weiter
folgt, dass H eine perfekte Phylogenie zulésst. O

Satz 3.5. PP € FO.

Beweis. Zum Beweis, dass PP in FO liegt, wird eine Formel angegeben, die Haplo-
typmatrizen beschreibt, die in keinem Spaltenpaar die Untermatrix V enthalten.
Die Signatur fiir Haplotypmatrizen 15 = (Z',S l,Hg,le) ist dhnlich der Signatur
fiir Genoypmatrizen 76 = (Z',S!, G%, G%, G%) Da eine Haplotypmatrix nur aus 0
und 1 besteht, wird die Relation, welche Eintridge mit dem Wert 2 beschreibt, aus-
gelassen. Folgende Formel beschreibt nun PP:

opp = (V5.5(s),5".S(s"),21.Z(21),220.Z(22),23.Z(23) , 24.Z(24) )

—(Ho(z1,5) NHo(z1,5")A
Ho(z2,8) ANHi(z2,8")A
Hi(z3,5) AHo(z3,5")A
H, (Z4,S) /\HI(Z4,S,))].

Eine Struktur (1,Z,S,Hy,H}) ist genau dann ein Modell von ¢pp, wenn die durch
(1,Z,S,Hy, H, ) kodierte Haplotypmatrix nicht die Untermatrix V enthilt und daher
mit Lemma 3.4 eine perfekte Phylogenie zulasst. O

Auch das Problem PPP ldsst sich durch eine Anfrage in Pridikatenlogik erster
Stufe beschreiben (Satz 3.20). Der Beweis hierzu ist technisch aufwindiger und
baut unter anderem darauf auf, dass ger-PPPH in FO liegt.

3.3.2 Gerichtete und ungerichtete perfekte Phylogenien

Bei der Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien (PPH) kann die Wurzel
einer perfekten Phylogenie mit einem beliebigen Haplotyp markiert sein. Dieses
Problem ist der ungerichtete Fall der Haplotypisierung mittels perfekten Phyloge-
nien und wird im Weiteren auch ung-PPH genannt. Bei der Haplotypisierung mit-
tels gerichteten perfekten Phylogenien (ger-PPH) muss die Wurzel einer perfekten
Phylogenie mit dem Haplotyp 0...0 markiert werden kénnen. Dieser Abschnitt
macht klar, dass sich die Komplexitit der ungerichteten Problemvariante nur sehr
wenig von der Komplexitit der gerichteten Problemvariante unterscheidet. Es wird
hierzu im Folgenden gezeigt, dass sich die Probleme ung-PPH und ger-PPH durch
Anfragen in Pridikatenlogik erster Stufe aufeinander reduzieren lassen und dass
dies ebenfalls fiir die Minimierungsvarianten der Probleme gilt. Fiir die Haplotypi-
sierungprobleme, bei denen nach perfekten Pfadphylogenien gesucht wird, ist ein
solcher Zusammenhang zwischen der gerichteten und der ungerichteten Variante
nicht bekannt.
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Im folgenden Lemma wird gezeigt, dass sich ung-PPH mit einer Anfrage in
Pridikatenlogik erster Stufe auf ger-PPH reduzieren ldsst. Die Abbildung von Ge-
notypmatrizen nach Genotypmatrizen, die dabei verwendet wird, geht auf Eskin,
Halperin und Karp [12] zuriick. Neu an dem Beweis zum folgenden Lemma ist die
Verwendung einer Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe, die die geringe Kom-
plexitit der Abbildung hervorhebt.

Lemma 3.6. ung-PPH <y, ger-PPH.

Beweis. Der Beweis zur Reduktion ist in drei Schritte aufgeteilt. Zuerst wird eine
Abbildung von Genotypmatrizen nach Genotypmatrizen angegeben und danach
gezeigt, dass die Abbildung eine Reduktion von ung-PPH auf ger-PPH darstellt.
AbschlieBend wird eine Anfrage in Pradikatenlogik erster Stufe formulieren, die
der Abbildung entspricht.

Konstruktion: Eine Genotypmatrix G wird folgendermallen auf eine gleich
groBe Genotypmatrix G’ abgebildet: In jeder Spalte von G wird nach der ersten
Zeile gesucht, die nicht den Eintrag 2 enthilt. Falls an dieser Stelle eine 1 steht,
wird in der Spalte jede O durch 1 und jede 1 durch O ersetzt.

Korrektheit: Folgende Behauptung wird nun gezeigt: Es existiert genau dann
eine PP-Losung der Grofe d fiir G, wenn eine gerichtete PP-Losung der GroBe d
fiir G’ existiert.

Nur-wenn-Teil: Sei G eine Genotypmatrix und (H,Bp) eine PP-Losung der
GroBe d. Es wird nun gezeigt, dass fiir G’ eine gerichtete PP-Losung der GroBe d
existiert. Hierzu entstehe die Haplotypmatrix H aus der Haplotypmatrix H, indem
H in den Spalten invertiert wird, in denen bei der Abbildung von G nach G’ die
Rollen von 0 und 1 vertauscht werden. Nun wird gezeigt, dass G’ durch H’ erklirt
wird, H' eine perfekte Phylogenie zulisst und H' genau d paarweise verschiedene
Haplotypen enthilt.

Wir zeigen zuerst, dass G’ durch H’ erklirt wird. Hierzu sei g ein beliebiger
Genotyp in G und Ay, h; die erklirenden Haplotypen zu g in H sowie g’ der ent-
sprechende Genotyp in G’ und A}, i), die entsprechenden Haplotypen in H’. Um
nun zu zeigen, dass g’ durch /) und £}, erklirt wird sei s eine beliebige Spalte, in
der bei der Transformation invertiert wird. Falls g[s] = a mit a € {0,1} gilt, dann
gilt nach Voraussetzung g[s| = h;[s] = ha[s] = a und mit der Konstruktion von H
ebenso g'[s| = K| [s] = M [s] = 1 — a. Falls andererseits g[s] = 2, dann gilt nach Vor-
aussetzung £ [s] # ha[s] und mit der Konstruktion von H ebenso &} [s] # hj[s]. In
jeder Spalte, in der nicht invertiert wird, sind die Eintrige jeweils identisch und es
folgt insgesamt, dass g’ durch /4 und A} erklirt wird. Da wir g’ beliebig gewihlt
haben folgt, dass G’ durch H’ erklart wird.

Als nichstes zeigen wir, dass H' eine gerichtete perfekte Phylogenie zulisst.
Dazu sei (s,s’) ein beliebiges Spaltenpaar und g die erste Zeile in G, fiir welche
go[s] # 2 oder go[s'] # 2 gilt. Schaut man sich nun die moglichen Eintrige fiir g|s]
und g;[s'] an, so lisst sich erkennen, dass einer der erklirenden Haplotypen fiir g,
in den Spalten s und s’ den Eintrag 0 enthilt. Analog zum Beweis von Lemma 3.4
ldsst sich zeigen, dass das Spaltenpaar (s,s’) in H' nicht die Untermatrix V enthiilt,
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da das Spaltenpaar (s,s") in H nicht die Untermatrix V enthilt. Erweitert man H
um einen Haplotyp 0. . .0, so enthilt weiterhin kein Spaltenpaar die Untermatrix V.
Fiir die erweiterte Haplotypmatrix existiert daher eine perfekte Phylogenie, die den
Haplotyp 0...0 enthilt und eine gerichtete perfekte Phylogenie fiir H darstellt.

AbschlieBend zeigen wir nun, dass H genau d paarweise verschiedene Hap-
lotypen enthilt. Zu diesem Zweck seien i; und hy zwei Haplotypen in H und 7}
und 7, die entsprechenden Haplotypen in H' sowie s eine beliebige Spalte. We-
gen der Abbildung von G nach G’ folgt, dass genau dann h;[s] = hy|s] gilt, wenn
h\ [s] = K, [s] gilt und somit sind zwei Haplotypen genau dann in H gleich, wenn sie
in H' gleich sind. Dies bedeutet, H und H' enthalten die gleiche Anzahl paarweise
verschiedener Haplotypen.

Wenn-Teil: Sei G’ eine Genotypmatrix, die durch die Abbildung aus der Geno-
typmatrix G hervorgeht und (H’, By) eine gerichtete PP-Losung der GroBe d fiir
G'. Wir zeigen nun, dass dann fiir G eine PP-Losung (H, By ) existiert. Hierzu ent-
stehe die Haplotypmatrix H aus der Haplotypmatrix H’, indem H’ in den Spalten
invertiert wird, in denen bei der Abbildung von G nach G’ invertiert wird. Analog
zur ersten Beweisrichtung wird G durch H erklért und H enthilt genau d paarweise
verschiedene Haplotypen. Des Weiteren enthilt H nicht die Untermatrix V, da H’
nicht die Untermatrix V enthélt und ldsst somit eine perfekte Phylogenie zu.

Komplexitit: Es wird nun gezeigt, dass sich die Abbildung von G nach G’
durch eine Anfrage Ayng—ger in Pridikatenlogik erster Stufe formulieren lédsst. Die
Anfrage Aung—ger bildet jede 7g-Struktur (1,Z,S,Go, G, G>) auf eine 7g-Struktur
(I',Z',S', Gy, Gy, G) ab und wird durch die Formeln ¢y (x), ¢z (2), 95 (5), 9, (2,5),
¢ (z,5) und g, (z,s) definiert. Folgende Formel wird dabei mehrfach als Teil-
formel verwendet und beschreibt eine Spalte, in der O und 1 bei der Abbildung
vertauscht werden:

(Ptausch(s) = (HZ/-Z(Z/))[GI (ZI,S) A\ (VZ-Z(Z))[G()(Z,S) —7 < ZH

Die Formeln fiir Ayng—ger sind wie folgt definiert:

oy (i) = wahr,

¢z (2) = wahr,

ds(s) = wahr,
6, (2:5) = (G1(2,5) A drausen (s)) V (Go(2,5) A —rausen(s)),
9, (2,5) = (Go(2,5) A Prauscn(5)) V (G1(2,5) A ~Prausen(s))

Nun ist Aung—ger = Az,5(9r, 92, 95,96, 96/, 9c,) eine Anfrage in Pradikatenlogik
erster Stufen, die der Abbildung von G nach G’ entspricht. O

Die Reduktion im vorangegangenen Beweis verdndert nicht die Gro3e von PP-
Losungen. Somit gilt auch ung-MPPH <, ger-MPPH.

Lemma 3.7. ger-PPH <, ung-PPH.
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Beweis. Fiir eine Reduktion von ger-PPH auf ung-PPH bilden wir eine Genotyp-
matrix G wie folgt auf eine Genotypmatrix G’ ab: Falls G die Zeile 0...0 enthiilt,
dann ist G’ gleich G und ansonsten entsteht G’ durch das Hinzufiigen der Zeile
0...0 zu G. Nun ist eine gerichtete PP-Losung fiir G auch eine PP-Losung fiir G/
und aus einer PP-Losung fiir G entsteht eine gerichtete PP-Losung fiir G, indem
der Knoten, der mit dem Haplotyp 0O...0 markiert ist, die Wurzel wird. Der Test,
ob eine Genotypmatrix die Zeile 0. ..0 enthilt und das Anfiigen einer Zeile 0.. .0,
das davon abhéngt, ldsst sich als Anfrage in Pradikatenlogik erster Stufe formulie-
ren. O

Die im Beweis zu Lemma 3.7 beschriebene Reduktion lésst sich zu einer Re-
duktion von ger-MPPH auf ung-MPPH erweitern, indem eine Genotypmatrix G
wie im Beweis zu Lemma 3.7 auf eine Genotypmatrix G’ abgebildet wird und
ein Budgetwert d folgendermaBen auf einen Budgetwert d’ abgebildet wird: Falls
die Zeile 0...0 in G enthalten ist, dann wird d’ = d gesetzt und ansonsten wird
d’ = d+1 gesetzt. Nun gilt, dass G genau dann eine gerichtete PP-Losung der Gro-
Be d besitzt, wenn G’ eine PP-Losung der GroBe d’ besitzt. Die gesamte Reduktion
lasst sich als Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe formulieren und folglich gilt
ger-MPPH <;, ung-MPPH.

3.3.3 Komplexitit von PPH

Dieser Abschnitt behandelt die Komplexitit von PPH und (k,/)-beschrinkten Va-
rianten von PPH. Zuerst wird ein Uberblick iiber bekannte Resultate zu PPH ge-
geben. Danach wird gezeigt, dass PPH L-hart ist und dass PPH in Mod,L liegt.
Die Beweisideen hierzu stammen von Arfst Nickelsen und Till Tantau, die diese
aber noch nicht schriftlich festgehalten haben. In dieser Arbeit werden erste aus-
fiihrliche Beweise zu diesen Resultaten gegeben. Im Anschluss wird gezeigt, dass
PPH(2,20) und PPH(eo, 1) in FO liegen. Diese Resultate sind neu und helfen, die
(k,1)-beschrinkten Varianten von PPH beziiglich ihrer Komplexitit zu ordnen.

Die Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien wurde von Gusfield [20]
vorgeschlagen und ein erster Algorithmus, der PPH in Polynomialzeit 16st, vorge-
stellt. Weitere Algorithmen, die PPH ebenfalls in Polynomialzeit 16sen, aber ein-
facher zu implementieren sind, wurden daraufhin verdffentlicht [12][3]. Die Zeit-
komplexitidt von PPH wurde weiter untersucht und es wurden Algorithmen vor-
gestellt, die PPH in Linearzeit entscheiden [11, 36, 30]. Von Gusfield [18] wurde
gezeigt, dass ein Algorithmus, der PP 16st, mindestens Linearzeit benotigt. Das
Problem PP ist ein Teilproblem von PPH, da man Haplotypmatrizen als Genotyp-
matrizen ohne heterozytische Eintrige ansehen kann. Folglich iibertrigt sich die
untere Schranke zur Zeitkomplexitit von PP auf PPH.

Im Weiteren werden induzierte Mengen fiir Spaltenpaare beschrieben. Indu-
zierte Mengen wurden zuerst von Eskin, Halperin und Karp [12] eingefiihrt, um
einen Zusammenhang zwischen einer Genotypmatrix und einer erkldrenden Haplo-
typmatrix herzustellen. Es sei nun G eine Genotypmatrix und H eine Haplotypma-
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trix, die G erklirt sowie (s,s’) ein beliebiges Spaltenpaar. Es lisst sich erkennen,
dass jede Untermatrix der Spalten s und s" in G, die nur Eintrige aus {0,1} ent-
hilt, eine Untermatrix der Spalten s und s" in H ist. Weiter gilt, dass H in den
Spalten s und s die Untermatrix [? ] enthilt, falls G in den Spalten s und s die
Untermatrix [2 0] enthélt. Analog enthdlt H die Untermatrix H (1)] in den Spal-
ten s und s’, falls G die Untermatrix [12] in den Spalten s und s" enthlt. Aus
einer Genotypmatrix konnen wir auf diese Weise Information iiber eine erklédren-
de Haplotypmatrix gewinnen. Diese Eigenschaft wird fiir eine Genotypmatrix und
ein Spaltenpaar (s,s’) durch die induzierte Menge I(s,s") formel gefasst, die wie
folgt definiert ist: Falls (s,s") die Untermatrix [a »] mit a,b € {0,1} enthilt, dann
gilt (a,b) € I(s,s'). Falls (s,s") die Untermatrix [« 2] mit a € {0,1} enthélt, dann
gilt {(a,0),(a,1)} C I(s,s'). Analog gilt {(0,a),(1,a)} C I(s,s), falls (s,s") die
Untermatrix [2 «] mit @ € {0, 1} enthilt. Induzierte Mengen fiir Haplotypmatrizen
sind auf gleiche Weise definiert. Es werden dabei nur die Fille mit heterozytischen
Eintrdgen ausgelassen. AbschlieBend konnen wir feststellen, dass die induzierte
Menge fiir ein Spaltenpaar (s,s’) in einer Genotypmatrix angibt, welche Eintriige
eine erklirende Haplotypmatrix mindestens in den Spalten (s,s’) enthilt. Es gilt
also folgende Bemerkung:

Bemerkung 3.8. Sei G eine Genotypmatrix und H eine Haplotypmatrix, die G er-
klirt sowie (s,s’) ein Spaltenpaar. Sei I(s,s") die induzierte Menge von (s,s’) in G
und J(s,s’) die induzierte Menge von (s,s’) in H. Dann gilt: I(s,s") C J(s,s").

Fiir einen Genotyp, der mehr als einen heterozytischen Eintrag besitzt, existie-
ren mehrere Paare erkldrender Haplotypen. Falls eine Genotypmatrix einen sol-
chen Genotyp enthilt, existieren fiir sie mehrere erkldrende Haplotypmatrizen. Fiir
einen Genotyp g, der in einem Spaltenpaar (s,s") die Untermatrix [2 2] enthilt, ent-
halten die beiden erkldrenden Haplotypen die Untermatrizen [(1) ﬂ oder [? (1)] in
(s,s'). Falls die erklirenden Haplotypen [? 9] enthalten, sagt man: g wird in (s,s')
gleich aufgeldst. Andernfalls sagt man: g wird in (s,s’) ungleich aufgeldst. Sucht
man fiir eine Genotypmatrix eine Haplotypmatrix, die diese nicht nur erklért son-
dern auch eine perfekte Phylogenie zulésst, dann konnen in einem Spaltenpaar alle
Genotypen entweder nur gleich oder nur ungleich aufgeldst werden, da sonst die
verbotene Untermatrix V aus Lemma 3.4 entsteht. Aus dhnlichem Grund kann die
Auflésung in einem Spaltenpaar auch schon durch die induzierte Menge vorgege-
ben sein. Falls {00,11} C I(s,s’) fiir eine Genotypmatrix G und ein Spaltenpaar
(s,s") gilt, dann wird in einer Haplotypmatrix, die G erklirt und eine perfekte Phy-
logenie zulidsst, jeder Genotyp in (s,s’) gleich aufgeldst und man sagt: (s,s") wird
gleich aufgelist. Bei {01,10} C I(s,s’) wird jeder Genotyp in (s,s’) ungleich auf-
geldst und man sagt: (s,s’) wird ungleich aufgeldst.

Nun wird gezeigt, dass sich UNGWEG, das Erreichbarkeitsproblem in unge-
richteten Graphen, mit einer Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe auf PPH re-
duzieren lésst.

Lemma 3.9. UNGWEG <, PPH(3, o).
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Beweis. Eine Instanz von UNGWEG setzt sich aus einem ungerichteten Graph
U = (V,E) und zwei ausgezeichneten Knoten s, € V zusammen. Das Problem
UNGWEG ist, zu entscheiden, ob in U ein Weg von s nach ¢ existiert.

Der Beweis zur Reduktion ist in drei Schritte aufgeteilt. Zuerst wird eine Ab-
bildung von einem Graph U mit zwei ausgezeichneten Knoten s und ¢ auf eine
Genotypmatrix G angegeben. Danach wird gezeigt, dass die Fragen, ob in U ein
Weg von s nach ¢ existiert und ob G keine perfekte Phylogenie zulésst, fiir U und
G immer auf gleiche Weise beantwortet werden. AbschlieBend wird die Abbildung
als Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe formuliert.

Konstruktion: Es sei eine Instanz von UNGWEG gegeben, die aus dem un-
gerichteten Graph U = (V,E) und zwei ausgezeichneten Knoten s,7 € V besteht.
Der Graph U wird in zwei Schritten auf eine Genotypmatrix G abgebildet. Im
ersten Schritt wird der Graph U folgendermaBen auf einen Graph U’ = (V' E’)
abgebildet: Jede Kante in U wird durch einen Pfad der Léange 2 ersetzt. Das heifit,
V C V' und fiir jede Kante e = {v,w} € E wird der Knoten u, zu V' hinzuge-
fiigt und die Kanten {v,u,} und {u,,w} werden zu E’ hinzugefiigt. Im zweiten
Schritt wird der Graph U’ wie folgt auf eine Genotypmatrix G abgebildet: Es sei
V' ={vi,...,v,} und E' = {ey,...,e,}. Die Genotypmatrix G besteht aus m + 2
Zeilen und n+ 1 Spalten. Die ersten m Zeilen entstehen dadurch, dass fiir jede Kan-
te ex = {v;,v;} € E’ der Genotyp g, mit g, [0] = g, [i]| = g¢,[j] = 2 und sonstigen
Eintréigen O erstellt wird. Sei nun v; = s und v; = ¢. Weitere zwei Zeilen entstehen
dadurch, dass die Genotypen g; mit g;[0] = g;[i{] = 1 und sonstigen Eintréigen 0
und g, mit g;[j] = 1 und sonstigen Eintrdgen O erstellt werden. Es ldsst sich er-
kennen, dass jeder Genotyp maximal drei heterozytische Eintrdge besitzt. Die auf
diese Weise konstruierte Genotypmatrix ist somit eine Instanz von PPH(3,e0). Im
vorangegangen Teil dieser Arbeit wurden fiir Zeilen und Spalten nur Indizes ver-
wendet, die grofler als O sind. Bei dieser Abbildung wird der Index 0 verwendet,
was keine Erweiterung darstellt, da der Inhalt der Spalte O genauso in Spalte n+ 1
eingefiigt werden kann.

Korrektheit: Folgende Behauptung wird nun gezeigt: Es existiert genau dann
ein Weg von s nach ¢ in U, wenn keine PP-Losung fiir G existiert.

Zwischen den Knoten von U’ und m Spalten von G gibt es nach der Konstrukti-
on eine 1 : 1 Beziehung. Genauso gibt es zwischen n Zeilen von G, die aus Kanten
konstruiert werden, und den Kanten von U’ eine 1 : 1 Beziehung. Im Folgenden
bezeichnen wir die Spalte, die zu einem Knoten v gehort, ebenfalls mit v und einen
Genotyp, der zu einer Kante e gehort, ebenfalls mit e.

Nur-wenn-Teil: Fiir diese Beweisrichtung nehmen wir an, dass in U ein Weg
von s nach ¢ existiert und zeigen, dass dann G keine perfekte Phylogenie zulisst.
Seien (wy,...,w;) mit w; = s und w; = ¢ die Knoten und (f7, ..., fi—1) die Kanten
auf einem Weg von s nach 7. Es gilt also {w;,w;;1} = f; € E' fiir jeden Index
i €{l,...,l—1}. Wegen der Abbildung von U nach U’ umfasst jeder Weg von s
nach 7 in U’ eine gerade Anzahl Kanten und / ist somit ungerade.

In G enthalten das Spaltenpaar (w;,w;) die Untermatrix [? %] , jedes Spalten-

paar (w;,w;y1) mit i € {2,...,] —2} die Untermatrix [% 8] und das Spaltenpaar
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Abbildung 4: Die Abbildung zeigt beispielhaft die Reduktion von UNGWEG auf PPH. Im
ersten Schritt wird aus dem Graph U der Graph U’ konstruiert und im zweiten Schritt wird
aus U’ eine Genotypmatrix G abgeleitet. Die letzten acht Spalten von G korrespondieren
zu den acht Knoten von U’. Die ersten sechs Zeilen von G korrespondieren zu den sechs
Kanten von U’. Zu sehen ist, dass das Spaltenpaar (0, s) gleich aufgelost wird und dass das
Spaltenpaar (0,¢) ungleich aufgeldst wird.

U: U’ G:
s Vi s Ovivavisvsvgvrt
el (%] 8e; 222000000
v v g€, 202200000
. . g, 200022000
2 N g, 200002200
t V3 V6 gs 200000220
es g 200000022
b g8 100010000
, &2 000000001
6

(wi—1,wy) die Untermatrix [ 9]. Folglich wird fiir jedes i € {1,...,/— 1} das Spal-
tenpaar (w;, w;11) in G ungleich aufgelost.

In jeder Haplotypmatrix, die G erklirt und eine perfekte Phylogenie zuldsst,
wird jedes Spaltenpaar entweder gleich oder ungleich aufgelost. Es wird nun ge-
zeigt, dass keine solche Haplotypmatrix fiir G existiert, indem die Genotypen zu-
sammen mit moglichen erkldrenden Haplotyppaaren Schritt fiir Schritt betrachtet
werden. Wir beginnen mit dem Genotyp fi, der genau in den Spalten O, w; und wo
den Eintrag 2 enthilt. Das Spaltenpaar (0, w;) wird gleich aufgeldst, da es die Un-
termatrix [ (1) (1)] enthilt und das Spaltenpaar (w;,w;) wird, wie schon beschrieben,
ungleich aufgelost. Seien nun A und /' die auf die Spalten 0, w; und w; einge-
schrinkten erkldrenden Haplotypen zu f;. Dann gilt £ = 001 und 4’ = 110 oder
h =110 und /' = 001. Hieraus folgt, dass in jeder PP-Losung fiir G das Spal-
tenpaar (0,w,) ungleich aufgelost wird. Als néchstes betrachten wir den Genotyp
f2, der genau in den Spalten 0, w; und w3 den Eintrag 2 enthilt. Das Spaltenpaar
(0,w,) wird, wie gerade gezeigt, ungleich aufgeldst und das Spaltenpaar (wa,w3)
wird ebenfalls ungleich aufgelost. Fiir die erklidrenden Haplotypen 2 und /' von f>,
eingeschriinkt auf die Spalten 0, wy und w3, ergibt sich 2 =010 und ' = 101 oder
h =101 und /' = 010. Folglich wird das Spaltenpaar (0, ws) in jeder PP-Losung fiir
G ungleich aufgelost. Diese Argumentation ldsst sich Schritt fiir Schritt fiir jeden
Genotyp, dessen zugehorige Kante auf dem Weg von s nach ¢ liegt, fortsetzen. Fiir
jedes Spaltenpaar (0,w;) wird dabei eine Auflosung hergeleitet, die das Spalten-
paar (0,w;) in jeder PP-Losung besitzt. Es lisst sich nun feststellen, dass das Spal-
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tenpaar (0,w;) gleich aufgelost wird, falls i ungerade ist und ungleich aufgeldst
wird, falls i gerade ist. Es gilt also, dass in jeder PP-Losung das Spaltenpaar (0, w;)
gleich aufgeldst wird, da [ ungerade ist. Da aber (0,w;) die Untermatrix [(1) (1)] ent-
hélt, muss (0,w;) ungleich aufgelost werden. Es existiert keine PP-Losung fiir G,
die beide Bedingungen erfiillt und somit lidsst G keine perfekte Phylogenie zu.

Wenn-Teil: Diese Beweisrichtung wird iiber Kontraposition gezeigt. Wir neh-
men dazu an, dass in U kein Weg von s nach ¢ existiert und zeigen, dass dann G
eine perfekte Phylogenie zulésst. Fiir jeden der Genotypen in G wird im Folgen-
den ein erkldrendes Haplotypenpaar erstellt und es wird gezeigt, dass sich die so
konstruierten Haplotypen als perfekte Phylogenie anordnen lassen. Zuerst stellen
wir fest, dass in U’ ebenfalls kein Weg von s nach ¢ existiert und U’ daher aus
mindestens zwei Komponenten besteht. Wir betrachten nun Schritt fiir Schritt die
verschiedenen Komponenten in U’ und leiten fiir Genotypen, die zu Kanten in der
jeweiligen Komponente korrespondieren, erkldrende Haplotypen ab.

Sei V; die Komponente in U’, die s enthélt und f = {v,w} eine Kante in V.
Nach Konstruktion von U’ kommt genau ein Endknoten von f in U vor und der
andere Endknoten wird erst bei der Abbildung hinzugefiigt. Sei v der Knoten, der
in U vorkommt und w der Knoten, der nicht in U vorkommt. Fiir den Genotyp f
setzen wir die erkldrenden Haplotypen /4 und /', eingeschrinkt auf die Spalten 0, v
und w, auf # =001 und 4’ = 110. In den iibrigen Spalten ist der Genotyp f homo-
zytisch und die Eintrdge in den erkldrenden Haplotypen sind folglich vorgegeben.
Es ldsst sich erkennen, dass die Spaltenpaare (v,w) und (0, w) ungleich aufgelost
werden und dass das Spaltenpaar (0,v) gleich aufgelost wird. Weiterhin gilt, dass
jeder Weg von s nach v in U’ eine gerade Linge besitzt und dass jeder Weg von s
nach w in U’ eine ungerade Linge besitzt.

Nun betrachten wir die Komponenten V;, die ¢ enthélt und eine beliebige Kante
f={v,w}inV;,. Wie im vorherigen Fall sei v ein Knoten, der auch in U vorkommt
und von ¢ nur auf Wegen gerader Linge erreichbar ist und w ein Knoten, der nicht
in U vorkommt und von ¢ nur auf Wegen ungerader Linge erreichbar ist. Fiir den
Genotyp f setzen wir die erkldrenden Haplotypen 4 und /', eingeschriinkt auf die
Spalten 0, v und w, auf 4 =010 und ' = 010. Dabei werden die Spaltenpaare (v, w)
und (0, v) ungleich aufgeldst und das Spaltenpaar (0, w) wird gleich aufgelost. An
den iibrigen Stellen ist der Genotyp f homozytisch und die Eintrdge sind somit
vorgegeben.

Sei K eine Komponente in U’, die nicht s und nicht 7 enthilt und sei v* ein belie-
biger fest gewihlter Knoten in K. Die erkldrenden Haplotypen fiir die Genotypen
der Kanten von K werden analog zur Komponente V; erstellt, wobei der Knoten v*
die Rolle von s tibernimmt.

Sei nun H eine Haplotypmatrix, die neben den oben erstellten Haplotypen nur
die homozytischen Genotypen g und g;, die aus der Konstruktion bekannt sind,
enthélt. Wir zeigen, dass H eine perfekte Phylogenie zuldsst. Dazu sei v ein Knoten
in V5. Falls ein Weg von s nach v gerader Linge existiert, dann wird jeder Genotyp,
der v umfasst, im Spaltenpaar (0,v) gleich aufgelost. Es gilt damit, dass (0,v) in
H nicht die Untermatrix [0 1] enthilt. Falls andererseits ein Weg von s nach v un-
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gerader Linge existiert, dann wird (0, v) ungleich aufgelost und H enthilt in (0,v)
nicht die Untermatrix [1 1]. Fiir jeden Knoten in V; und jeden Knoten einer beliebi-
gen Komponente ldsst sich diese Argumentation analog fiihren. Fiir zwei beliebige
Knoten v und w aus U’ wird das Spaltenpaar (v,w) ungleich aufgelost, falls eine
Kante {v,w} in U’ existiert und benétigt keine Auflosung, falls die Kante {v,w}
nicht in U’" vorkommt. In beiden Fillen enthilt (v,w) in H nicht die Untermatrix
[11]. Insgesamt gilt, dass kein Spaltenpaar in H die Untermatrix V aus Lemma 3.4
enthélt und H damit eine PP-Losung fiir G darstellt.

Komplexitdt: Im Folgenden wird eine Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe
angegeben, die der Abbildung vom Graph U auf die Genotypmatrix G entspricht.
Die Anfrage wird, wie die Abbildung, in zwei Schritten beschrieben.

Zuerst wird nun die Kodierung von Graphen als Struktur erldutert. Die Signa-
tur eines Graphen mit zwei ausgezeichneten Knoten ist 7y = (E2,s,t). Eine 7y-
Struktur U = (V, E,s,t) besteht aus der Knotenmenge V, der zweistelligen Kan-
tenrelation £ C V x V und zwei Knoten s, € V. Da die Relation E einer Menge
von gerichteten Kanten entspricht, wird im Weiteren gefordert, dass die Formel
(Vv,w)[E(v,w) < E(w,v)] fiir jede ty-Struktur gilt. Knoten, die durch eine Kan-
te verbunden sind, sind somit immer in beide Richtungen verbunden, was einem
ungerichteten Graphen entspricht. Wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, wird eine Ge-
notypmatrix durch eine tg-Struktur (1,Z,S, Gy, G1,G>) kodiert.

Die Elemente einer Struktur sind total geordnet. So lisst sich fiir eine Struktur
die Konstante max festlegen, die den Wert des maximalen Elements in der Struktur
angibt. Wir nehmen im Folgenden an, dass max ein Teil jeder Struktur ist, was der
Definition von Strukturen bei Immerman [25, Seite 13f] entspricht.

Nun wird die Anfrage Ay, die der Abbildung von U nach U’ entspricht,
durch die Formeln ¢y und ¢z definiert. Die Menge der Knoten V'’ von U’ wird
wie folgt beschrieben:

¢y (v) = v < max + max>.

Fiir jeden Knoten aus U und jede mogliche ungerichtete Kante existiert ein Knoten
in U’. Die Anzahl der Knoten in U’ ist quadratisch in der Anzahl der Knoten in U.

Zwei Knoten v und w sind in U’ adjazent, falls w aus einer Kante entsteht, die
in U mit v inzident ist oder v aus einer Kante entsteht, die in U mit w inzident ist.
Folgende Formel beschreibt die Kantenrelation E’ von U’, wobei der Index eines
Knotens, der fiir eine ungerichtete Kante steht, aus den Indizes der entsprechenden
inzidenten Knoten berechnet wird:

9 (viw) = (Fu) [(E(v,u)
v<u—w=max+ (v—1) -max+u—1)A

v>u—w=max+ (u—1)-max+v—1))V

(, w)A

u<w—v=max+(u—1) -max+w—1)A

(E
(
(
(E
(
(u>w—v=max+ (w—1) -max+u—1))].
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Somit ist Ay = A(@yr, Pp) eine Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufen, die
der Abbildung von U nach U’ entspricht.

Nun wird die Anfrage Ay g, die der Abbildung von U’ nach G entspricht,
formuliert. Die Anfrage Ay/_ bildet auf Genotypmatrizen ab und ist durch die
folgenden sechs Formeln definiert:

v, W
c#vAc#wAc<max]V

max”+ 1 Ac#sAc < max)V
z=max’+2Ac#tAc<max+1)]

¢r(i) = i < max>+2,
0z(z) = (A )[v<w/\E(v w)Az=(v—1)-max+ (w—1)]V
z=max?>+1Vz=max>+2
¢s(c) = c <max—+1
0,(z,c) = (Fvw)[v<wAE(v,w)Az=(v—1) -max+ (w—1)A
(c:v\/c—w\/c_max—l—l)]
06,(z,¢) = (z=max’> + 1A (c=sVc=max+ 1))V
(z=max*>+2Ac=t),
0G,(z,¢) = (Fv,w)y <wAE(v,w)Az= (v—1)-max+ (w—1)A
(
(

Eine Genotypmatrix, die aus der Anfrage entsteht, kann leere Zeilen enthalten. Ge-
nau heift dies, falls zwei Knoten v und w mit v < w in U nicht adjazent sind oder
v > w gilt, dann ist die Zeile z = (v — 1) - max + (w — 1) leer. Keine Spalte ent-
hilt in diesen Zeilen den Eintrag O, 1 oder 2. Dies wird aber durch die Relation
Z, die genau die Indizes enhiilt, die Zeilenindizes sind, abgefangen. Die Relation
Z umfasst nur die Zeilenindizes, die keine leeren Zeilen indizieren. Die Anfra-
ge Ayr—g = Azs(91, 0z, 9s, 96, , 96, , PG, ) in Pradikatenlogik erster Stufen entspricht
der Abbildung von U’ nach G und die Komposition der Anfragen Ay _y» und Ayr_g
entspricht der Abbildung von U nach G. Die gesamte Abbildung ldsst sich somit
als Anfrage in Priadikatenlogik erster Stufe formulieren, da Anfragen in Pradika-
tenlogik erster Stufe unter Komposition abgeschlossen sind. O

Die Klasse L enthilt genau die Entscheidungsprobleme, die von einer determi-
nistischen Turingmaschine auf logarithmischem Platz gelost werden kénnen. Ein
Problem ist L-hart und damit mindestens so schwer wie jedes Problem in L, falls
jedes Problem aus L auf dieses reduziert werden kann. Damit nicht schon durch
die Reduktion selbst das zu reduzierende Problem gelost wird, beschrinkt man die
Komplexitit von Reduktionen. Im Folgenden wird gezeigt, dass PPH(3, o) beziig-
lich Reduktionen, die sich als Anfrage in Priadikatenlogik erster Stufe formulieren
lassen, L-hart ist.

Satz 3.10. PPH(3,c0) ist L-hart.
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Beweis. Das Problem UNGWEG, welches hidufig auch UPATH oder USTCON
genannt wird, ist beziiglich <g,-Reduktion hart fiir die Klasse L [25]. Mit Lem-
ma 3.9 gilt UNGWEG <y, PPH(3,). Anfragen in Pridikatenlogik erster Stufe
sind unter Komposition abgeschlossen und somit folgt, dass PPH(3, o) beziiglich
<fo-Reduktion L-hart ist. Dies gilt ebenfalls fiir PPH(3,00), da L unter Komple-
ment abgeschlossen ist. O

Das Problem PPH(3,) ist eine Teilmenge von PPH. Mit der Reduktion in
Lemma 3.9 gilt somit auch, dass PPH L-hart ist.

Lemma 3.11. PPH ldsst sich mit einer Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe auf
das Losen linearer Gleichungssysteme iiber 7./27. reduzieren.

Beweis. Die Reduktion wird, wie im Beweis zu Lemma 3.9, in drei Schritten be-
schrieben.

Konstruktion: Es wird im Folgenden beschrieben, wie eine Genotypmatrix G
auf ein lineares Gleichungssystem abgebildet wird: Falls ein Spaltenpaar (s,s’)
existiert, fiir das |I(s,s")] = 4 in G gilt, dann ldsst G keine perfekte Phylogenie
zu, da jede erkldarende Haplotypmatrix fiir G die Untermatrix V aus Lemma 3.4 in
den Spalten s und s’ enthilt. In diesem Fall wird das Gleichungssystem 0 = 1 er-
stellt, welches keine Losung besitzt. Falls andererseits fiir jedes Spaltenpaar (s, s")
die Ungleichung |I(s,s")| < 3 erfiillt ist, wird ein lineares Gleichungssystem aus
G abgeleitet, indem fiir jeden Genotyp, der an mindestens drei Stellen heterozy-
tisch ist, wie folgt Gleichungen erstellt werden: Sei g ein Genotyp mit minde-
stens drei heterozytischen Eintrdgen und s, die kleinste Spalte fiir die g[s,] =2
gilt. Die Spalte s, nennen wir die Referenzspalte von g. Fiir jedes Spaltenpaar
(s1,82) mit s, < 57 < s und g[s;] = g[s2] = 2 wird die Gleichung A(sy,sy) =
A(sr,51) +A(sy,s2) tiber Z /27 erstellt. In dem so konstruierten Gleichungssystem
werden einige Variablen folgendermaBen konstant gesetzt: Sei (s1,s2) ein beliebi-
ges Spaltenpaar. Falls {(0,0), (1,1)} CI(sy,s2) gilt, dann wird A(s;,s2) = 0 gesetzt
und falls {(0,1),(1,0)} C I(sy,s2), dann A(sy,s2) = 1. Die Variable A(sy,s2) gibt
auf diese Weise an, ob (s1,s2) gleich (A(sy,s2) = 0) oder ungleich (A(sy,s2) = 1)
aufgelost wird. Abbildung 5 zeigt die Reduktion an einem Beispiel.

Korrektheit: Folgende Behauptung wird nun gezeigt: G ldsst genau dann eine
perfekte Phylogenie zu, wenn das lineare Gleichungssystem eine Losung besitzt.

Nur-wenn-Teil: Im Folgenden nehmen wir an, dass G eine PP-Losung (H,By)
besitzt und leiten daraus eine Losung des linearen Gleichungssystems ab. Hierfiir
sei g ein Genotyp, der an mindestens drei Stellen heterozytisch ist und s, die Re-
ferenzspalte von g. Weiter seien s und s, zwei Spalten, so dass s, < s < s, und
gls1] = g[s2] = 2 gilt sowie h und /' die erklirenden Haplotypen zu g, eingeschriinkt
auf die Spalten s, s; und s». Nun werden die Variablen der zugehorigen Gleichung
A(s1,52) = A(sy,s1) +A(s,,s2) folgendermaBen belegt:

1. Falls h =000 und 2’ = 111, dann A(s,,s1) = A(s1,52) = A(s,,s2) = 0.
2. Falls h =001 und 4’ = 110, dann A(s,,s1) = 0 und A(s,s2) = A(s,,s2) = 1.
3. Falls h =010 und ' = 101, dann A(s,,s;) = A(s,s2) = 1 und A(s,,s2) = 0.
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Abbildung 5: Die Abbildung zeigt beispielhaft die Reduktion von PPH auf das Losen
linearer Gleichungssysteme iiber Z/2Z. Die induzierte Menge jedes Spaltenpaares in G
enthilt weniger als vier Elemente und somit werden fiir jeden Genotyp, der mehr als drei
heterozytische Eintrdge besitzt, Gleichungen erstellt. Die Genotypen g3, g4 und g¢ enthal-
ten jeweils drei oder mehr heterozytische Stellen. Fiir diese Genotypen werden Gleichun-
gen aufgestellt. In dem Beispiel gehort zu g3 die Gleichung L; mit Referenzspalte 51, zu
g4 gehort die Gleichung L, mit Referenzspalte s, und zu g¢ gehoren die Gleichungen Ls,
L4 und Ls mit Referenzspalte s1. Da {(0,1),(1,0)} C I(sy,s2), wird A(s1,s2) = 1 gesetzt.
AuBerdem werden A(sy,s3) =0, A(s1,s3) = 1 und A(s1,s4) = | gesetzt. An dem Beispiel
kann man sehen, dass mehrere Gleichungen die gleiche Variable umfassen konnen (zum
Beispiel enthalten die Gleichungen L; und L3 die Variable A(sy, 7)) und dass Gleichungen
identisch sein konnen (zum Beispiel die Gleichungen L; und L;). Die abgebildet Genotyp-
matrix G ldsst eine perfekte Phylogenie zu und das Gleichungssystem ist 1sbar.

G: LGLS :

S1 82 83 854 §
& 10000 Li Als2.s3) = Als1.s2) + Als1,53)
: 01100 Ly  A(s3,54) = A(s2,53) + A(52,54)
§2 22200 L3 A(S27S3) :A(slaSZ) +A(S17S3)
gi 02220 Ly A(s3,s4) = A(s1,83) + A(s1,54)
gs 01202 5 (s2,54) (s51,52) + A(s1,54)
g 22220
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4. Falls h =011 und &’ = 100, dann A(s,,s1) = A(s,,s2) = 1 und A(s1,s2) = 0.
Weitere vier Fille ergeben sich, wenn wir 4 und /' in den einzelnen Fillen vertau-
schen.

Da (H,Bp) eine PP-Losung fiir G ist, wird jedes Spaltenpaar entweder gleich
oder ungleich aufgelost und somit wird bei dem obigen Vorgehen keine Variable
mit zwei verschiedenen Werten belegt. Aus dem gleichen Grund ist die Belegung
der Variablen konsistent mit den Variablen, die in der Konstruktion konstant gesetzt
werden. Die Variablen werden in den Fillen 1 bis 4 immer so belegt, dass die
Gleichung erfiillt ist und jede Variable im Gleichungssystem wird auf diese Weise
belegt. Zusammen gilt, dass durch die Belegung der Variablen eine Losung des
linearen Gleichungssystems gegeben ist.

Wenn-Teil: Fiir diese Beweisrichtung nehmen wir an, dass das lineare Glei-
chungssystem eine Losung besitzt. Die Losung entspricht einer Belegung der Va-
riablen mit 0 und 1. Aus dieser Belegung leiten wir eine PP-Losung (H,By) fiir
G ab. Da das lineare Gleichungssystem eine Losung besitzt, gilt |I(s;,s2)| < 3 fiir
jedes Spaltenpaar (s;,s2) in G. Zuerst wird die Menge der Variablen erweitert,
indem wir fiir jedes Spaltenpaar (s1,s7), dessen zugehorige Variable nicht im Glei-
chungssystem vorkommt, die Variable A(s,s;) einfithren. Die neu eingefiihrten
Variablen werden wie folgt mit Werten belegt: Falls {(0,1),(1,0)} C I(s1,s2) in G
gilt, dann wird A(s1,s2) = 1 gesetzt und ansonsten wird A(sy,s2) = 0 gesetzt. Fiir
jedes Spaltenpaar existiert nun eine zugehorige Variable, die belegt ist.

Aus der Variablenbelegung werden fiir jeden Genotyp zwei erkldarende Haplo-
typen abgeleitet. Hierzu sei g ein beliebiger Genotyp aus G. Die erkldrenden Hap-
lotypen h und /' fiir g werden wie folgt konstruiert: Fiir jede homozytische Stelle s
in g wird h[s] = '[s] = g[s] gesetzt. Falls g nur homozytische Stellen besitzt, dann
erkliren die Haplotypen / und /' den Genotyp g. Falls g genau eine heterozytische
Stelle s besitzt, wird A[s] = 0 und 4'[s] = 1 gesetzt und die Haplotypen / und /' er-
kldren g. Falls g genau zwei heterozytische Stellen s; und s, besitzt, werden diese
entsprechend der Belegung von A(sy,s;) gesetzt: Falls A(s;,s2) = 0, dann werden
h[s1] = h[s2] =0und #'[s;] = I'[s2] = 1 gesetzt und falls A(sy,s2) = 1, dann werden
h[si] =Hh'[s2] =0und /'[s1] = 1 = h[sy] = | gesetzt. Es lésst sich nun erkennen, dass
das Spaltenpaar (s1,s;) entsprechend der Belegung von A(sy,s,) aufgelost wird.

Falls g mindestens drei heterozytische Stellen besitzt, sei s, die Referenzspalte
von g und wir setzen A[s,] = 0 und #/[s,] = 1. Fiir jede andere heterozytische Stel-
le s von g werden i und /' entsprechend der Belegung von A(s,,s) gesetzt: Falls
A(sy,s) =0, dann werden h[s] = 0 und /'[s] = 1 gesetzt und falls A(s,,s) = 1, dann
werden h[s] = 1 und #[s] = O gesetzt. Es wird nun gezeigt, dass jedes Spalten-
paar (s1,s2), in dem g heterozytisch ist, entsprechend der Belegung von A(sy,s2)
aufgelost wird. Fiir ein Spaltenpaar, welches die Referenzspalte enthilt, gilt die
Behauptung nach Konstruktion von 4 und /. Fiir jedes andere Spaltenpaar wird
die Behauptung nun mit einer Fallunterscheidung beziiglich der vier Moglichkei-
ten A(sy,s1) und A(s,,s;) zu belegen gezeigt. Falls A(s,,s1) = A(sy,s2) = 0, dann
gilt A(s1,52) = A(sr,s1) +A(sr,52) =0 und (s1,s2) wird in g gleich aufgeldst. Der
Fall fiir A(s,,s1) = A(sy,52) = 1 ist analog. Falls A(s,,s;) = 0 und A(s,,s2) = 1,
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dann gilt A(s1,s2) = A(sr,51) +A(sr,52) = 1 und (s1,s2) wird in g ungleich aufge-
16st. Der Fall fiir A(s,,s1) = 1 und A(s,,s2) = 0 ist analog. Insgesamt folgt, dass
jedes Spaltenpaar entsprechend der Variablenbelegung aufgelost wird.

Fiir jeden Genotyp liegen nun erklarende Haplotypen vor. Eine Haplotypma-
trix H, die aus diesen Haplotypen zusammen gestellt wird, erkldrt G und wir zei-
gen nun, dass H auch eine perfekte Phylogenie zulésst. Dazu sei (s;,s2) ein be-
liebiges Spaltenpaar, I(s;,s2) bezeichne die induzierte Menge in G und J(s1,52)
bezeichne die induzierte Menge in H. Falls in G kein Genotyp existiert, der in
s1 und s, heterozytisch ist, dann gilt I(sy,s2) = J(s1,52) und mit |I(s1,s2)] <3
folgt |J(s1,s2)| < 3. Falls andererseits ein Genotyp existiert, der in s; und s he-
terozytisch ist, unterscheiden wir zwischen Spaltenpaaren, deren Variablen bei der
Konstruktion konstant gesetzt werden, und Spaltenpaaren, deren Variablen bei der
Konstruktion nicht konstant gesetzt werden. Falls die Variable A(sy,s2) in der Kon-
struktion konstant gesetzt wird, dann gilt I(sy,s2) = J(s1,52) und mit |/(s1,s2)| <3
folgt |J(s1,s2)| < 3. Falls die Variable A(s;,s2) nach der Konstruktion noch keinen
Wert besitzt, also ihr Wert erst durch das Losen des linearen Gleichungssystems
festgelegt wird, dann gilt {(0,0), (1,1)} & I(s1,s2) und {(0,1),(1,0)} € I(s1,s2).
Die Haplotypmatrix H 16st die Genotypen in einem Spaltenpaar auf gleiche Wei-
se auf. Dies entspricht entweder einer Erweiterung der induzierten Menge um
{(0,0),(1,1)} oder um {(0,1),(1,0)}. Somit gilt |J(s,s)| < 3. Fiir ein Spalten-
paar (s1,s2), dessen Variable im Beweis neu eingefiihrt wird, lésst sich auf dhnliche
Weise argumentieren, dass |J(s1,s2)| < 3 gilt. Insgesamt folgt, dass H in keinem
Spaltenpaar die Untermatrix V aus Lemma 3.4 enthilt und somit eine perfekte
Phylogenie zulésst.

Komplexitdt: Nun wird die oben beschriebene Abbildung von einer Genotyp-
matrix auf ein lineare Gleichungssystem als Anfrage in Pridikatenlogik erster Stu-
fe formuliert. Als Erstes wird beschrieben, wie sich ein lineares Gleichungssys-
tem als Struktur kodiert ldsst. Die Gleichungen, die durch die Abbildung erstellt
werden, lassen sich so dquivalent umformen, dass eine Seite der Gleichung im-
mer konstant 0 ist. Zum Beispiel konnen wir die Gleichung A(2,3) = A(1,2) +
A(1,3) zur Gleichung 0 = A(1,2) +A(1,3) +A(2,3) umformt. Auf diese Weise
entsteht ein homogenes Gleichungssystem. Im Folgenden ist 7, = (L?, K}, K}, K1)
die Signatur fiir lineare homogene Gleichungssysteme iiber Z/2Z. Eine 7, -Struktur
(I,L,Ky, K1, K>) besteht aus der Menge der verwendeten Indizes I, einer zweistel-
ligen Relation L C I x I und drei einstelligen Relationen Ky, K, K> C I. Die Re-
lationen haben folgende Bedeutung: Es gilt L(g,v) = wahr, falls die Gleichung
mit Index g die Variable mit Index v enthilt und Ko(v) = wahr, falls die Varia-
ble v den festen Wert O besitzt. Weiter ist ein Index v in K, falls die zugehorige
Variable konstant 1 ist und ein Index v ist in K5, falls der Wert der zugehorigen
Variable nicht bekannt ist. Zum Beispiel kann das Gleichungsystem, welches aus
den Gleichungen 0 =x+y+ 1, 0 =x+ 1 und 0 = y 4 0 besteht, durch eine 7;-
Struktur (1,L,Ko,K;,K>) mit I = {1,2,3}, Ko = {3}, K; = {4}, Ky = {1,2} und
L={(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,4),(3,2),(3,3) } kodiert werden.

Eine Gleichung 0 = A(sy,s2) +A(sy,s1) +A(s,,52) wird durch die beschriebene
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Konstruktion genau dann erstellt, wenn ein Genotyp existiert, dessen Referenzspal-
te s, ist und der in zwei weiteren Spalten s; und sy, fiir die insgesamt s, < s1 < 52
gilt, heterozytisch ist. Folgende Formel beschreibt, dass eine Gleichung mit Refe-
renzspalte s, und zwei weiteren Spalten s; und s, im Gleichungssystem vorkommt:

O (sr,51,82) = 5, < 51 A51 < $2A
(32.2(2))[G2(z,5/) A Ga(z,51) A Ga(z,52) A
(Vs.8(s))[s < s, — =Ga(z,5)]].

Fiir ein Spaltenpaar (s,s’) beschreiben folgende Formeln die Elemente, die in
der induzierten Menge (s,s’) vorkommen:

00.0)(5,5") = (F2.2(2))[(Go(z,5) A Go(z,5"))V
(Go(z,8) A Ga(z,s"))V
<G2(Z7s) /\GO(Z7S/))]>
P0.1)(5,8") = (32.2(2))[(Go(z,5) N Gi(z,5))V
(Go(z,8) NGa(z,5"))V
(Ga(z,5) NGi(z,5'))];
P1.0)(5,8") = (32.2(2))[(G1(2,5) N Go(z,5))V
(G1(z,5) ANGa(z,s"))V
(GZ(sz) /\GO(Z’SI))L
O1.1)(s,5") = (32.2(2))[(G1(z,5) A Gi(2,8)V
(G1(z,8) AGa(z,5"))V
(Ga(z,5) AGi(z,5'))].

Zum Beispiel ist die Formel ¢q o) (s, s") fiir ein Spaltenpaar (s,s’) genau dann wahr,
wenn (0,0) € I(s,s") gilt. Hierauf aufbauend beschreibt folgende Formel ein Spal-
tenpaar, fiir das |I(s,s")| < 3 gilt:

PND<3(5,8") = —(D0,0)(5,5") A P0.1) (5,58 A
B1,0)(8,8") A P11y (5,57))-
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Die Anfrage Ag_; wird nun durch folgende Formeln definiert:

01(59) = (VoS0 S (anderes o) —
(3s,.8(s7),5.5(s),5".S(5")) [@g1 (57, 5,8 )N
g=(s,—1)-max’+ (s — 1) -max+s — 1A
( )-max + (s' — 1)V
v=(s,— 1) -max+(s—1)V

=( )-max+ (s — 1))])A
(3s5.5(s),5".8(s')) [7Pmp<3(s,8)]) — (g=1A(v=1Vv=2))),
Vs.8(s),s".S(s")) [dmp<3(s,5')]) —
(3s5.8(s),5".S(s))[s < s'A
= (s—1)-max+(s"— 1) A d(0,0)(5,5") A P11y (s,5)])A
(35.5(5),5".S(5")) [~9mp<3(s,5)]) — v = )
(Vs5.5(s),5".5(s")) [9mp<3(s,s)]) —
(3s.S(s),s".S(s'))[s < s'A
v={(s—1) max+(s"= 1) A1)(s,5") A 91,0)(s,5))A
(((3s-S(s),5".S(s")) [=¢mp<3(s,5")]) = v=1),

Ok, (V) = =0k, (v) A=k, (v).

Die Formel ¢y (i) beschreibt die Element der Indexmenge des Gleichungssystems,
die Formel ¢ (g,v) beschreibt, ob eine Variable v in einer Gleichung g vorkommt
und die Formeln ¢k, (v), ¢, (v) und ¢k, (v) beschreiben, ob eine Variable mit ei-
nem Wert konstant gesetzt ist oder der Wert noch offen ist. Auf die Gleichung 0 =
A(s1,52) +A(sr,51) +A(sy,s2) wird durch (s, — 1) -max?+ (s; — 1) -max + (s — 1)
referenziert und eine Variable A(s,s’) wird durch (s — 1) - max + (s’ — 1) referen-
ziert. Die Konstante max ist gleich dem maximalen Element in einer Struktur. Fiir
Tg-Strukturen ist dies der Wert vom maximalen Element in /. Wie im Beweis zu
Lemma 3.9 nehmen wird an, dass die Konstante max in jeder Struktur vorkommt.
Nun entspricht die Anfrage Ag_1 = A, (91, 91, 9k,, Ok, , Px,) der Abbildung von G
auf das lineare Gleichungssystem. Zu beachten ist, dass das lineare Gleichungs-
system, welches durch die Anfrage erstellt wird, Liicken in der Indizierung der
Gleichungen und der Indizierung der Variablen enthalten kann. O

¢K1 (V) =

Satz 3.12. PPH € Mod,L.

Beweis. Die Klasse Mod,L ist unter NC!-Reduktion abgeschlossen [6]. Hieraus
folgt, dass Mod,L. auch unter Reduktionen abgeschlossen ist, die sich als Anfra-
ge in Pridikatenlogik erster Stufe formulieren lassen. Lemma 3.11 besagt, dass
PPH mit einer Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe auf das Losen linearer Glei-
chungssysteme iiber Z /27 reduzierbar ist. Da das Problem, zu entscheiden, ob ein
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lineares Gleichungssystem iiber Z /27 16sbar ist, in Mod,L liegt ist folglich auch
PPH in Mod,L enthalten. ]

Das Problem PP ist eine Teilmenge von PPH, da man Haplotypmatrizen als
Genotymatrizen ansehen kann, die keinen heterozytischen Eintrag enthalten. Das
Problem PP liegt in FO (Satz 3.5) und ist somit besonders einfach. Die Haplotypi-
sierung mittels perfekten Phylogenien wird schwerer, wenn man mehrere hetero-
zytische Eintrdge zuldsst. So ist schon das Problem PPH(3,e0) L-hart. Um einen
Zusammenhang zwischen der Anzahl heterozytischer Eintrdge in der Eingabe und
der Komplexitit der entsprechenden {k,/}-beschrinkten Variante von PPH herzu-
stellen, wird im Folgenden gezeigt, dass PPH(2,0) und PPH(eo, 1) in FO liegen.

Lemma 3.13. Sei G eine Genotypmatrix, in der jeder Genotyp an maximal zwei
Stellen heterozytisch ist. Dann ldsst G genau dann eine perfekte Phylogenie zu,
wenn fiir jedes Spaltenpaar (s,s") die Ungleichung |I(s,s)| < 3 erfiillt ist.

Beweis. Die Beweisrichtung, die als erstes gezeigt wird, gilt fiir beliebige Geno-
typmatrizen. Im zweiten Beweisteil schrinken wir die Menge der Genotypmatrizen
auf solche ein, die maximal zwei heterozytische Eintrdge in einem Genotyp enthal-
ten.

Nur-wenn-Teil: Sei G eine beliebige Genotypmatrix, (H,By) eine PP-Ldsung
fiir G und (s,s’) ein beliebiges Spaltenpaar. Weiter sei /(s,s’) die induzierte Menge
von (s,s) in G und J(s,s’) die induzierte Menge von (s,s’) in H. Mit Lemma 3.4
enthélt H nicht die Untermatrix V und somit gilt |J(s,s")| < 3. Mit I(s,s’) C J(s,s)
gilt folglich |I(s,s")| < |J(s,s")| <3, was zu zeigen war.

Wenn-Teil: Fiir diese Beweisrichtung betrachten wir eine Genotypmatrix G,
die maximal zwei heterozytische Eintrige pro Genotyp enthilt und nehmen an,
dass |I(s,s")| < 3 fiir jedes Spaltenpaar (s,s’) gilt. Nun wird folgendermaBen eine
PP-Losung fiir G konstruiert: Sei g ein beliebiger Genotyp in G. An jeder homozy-
tischen Stelle von g werden die erklidrenden Haplotypen 4 und 4’ auf den entspre-
chenden Wert von g gesetzt. Falls g nur homozytische Eintrige besitzt, erklaren A
und /' den Genotyp g. Falls g genau eine homozytische Stelle besitzt, wird die-
se Stelle in & und 4’ verschieden gesetzt. Auf diese Weise entstehen erklirende
Haplotypen 4 und /' fiir g. Falls g in genau zwei Spalten s und s’ heterozytisch
ist, werden diese Stellen entsprechend der induzierten Menge I(s,s’) gesetzt. Dies
bedeutet, falls {(0,0),(1,1)} C I(s,s’), wird g in (s,s") gleich aufgelost und falls
{(0,1),(1,0)} CI(s,s’), wird g in (s,s") ungleich aufgelst. Falls keiner der beiden
Fille zutrifft, wird g gleich aufgelost. Die Haplotypmatrix H, die auf diese Weise
konstruiert wird, 1dsst aus folgendem Grund eine perfekte Phylogenie zu: Ein belie-
biges Spaltenpaar (s,s’) ist entweder in einem Genotyp heterozytisch, dann werden
alle Genotypen in dem Spaltenpaar nach dem selben Schema aufgeldst und die in-
duzierte Menge wird nicht bis auf 4 Elemente erweitert oder (s,s’) ist in keinem
Genotyp heterozytisch und die induzierten Mengen in H und G sind gleich. Ins-
gesamt folgt, dass kein Spaltenpaar in H die verbotene Untermatrix V enthélt und
somit G eine perfekte Phylogenie zuldsst. 0
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Satz 3.14. PPH(2,) € FO.

Beweis. Folgende Formel in Priadikatenlogik erster Stufe entspricht der rechten
Seite der Aussage von Lemma 3.13 und beschreibt somit PPH(2,0):

PepH(2,00) = (V5.5(5),5".S(s)) [inp<3 (5, 5)]-

Die Formel ¢inp<3(s,s”) wird im Beweis zu Lemma 3.11 eingefiihrt und beschreibt
ein Spaltenpaar, dessen induzierte Menge weniger als vier Elemente enthélt.  []

Sei G eine n x m Genotypmatrix und g ein Genotyp in G. Die Genotypmatrix
G, ist eine Untermatrix von G und besteht genau aus den Spalten, in denen g den
Eintrag 2 enthilt. Falls beispielsweise ein Genotyp g in 9 Spalten heterozytisch ist,
dann ist G, eine n x 9 Genotypmatrix.

Lemma 3.15. Sei G eine Genotypmatrix, in der jede Spalte maximal einen hetero-
zytischen Eintrag besitzt. Dann lisst G genau dann eine perfekte Phylogenie zu,
wenn fiir jedes Spaltenpaar (s,s") die Ungleichung |1(s,s")| < 3 erfiillt ist und fiir
Jeden Genotyp g die Genotypmatrix G, eine perfekte Pfadphylogenie zuldisst.

Beweis. Ahnlich dem Beweis zu Lemma 3.13 wird die erste Beweisrichtung fiir
beliebige Genotypmatrizen und die zweite Beweisrichtung fiir Genotypmatrizen,
die in jeder Spalte maximal einen heterozytischen Eintrag enthalten, gezeigt.

Nur-wenn-Teil: Sei G eine beliebige Genotypmatrix und (H,By) eine PP-L6-
sung fiir G. Weiter seien (s,s’) ein beliebiges Spaltenpaar, (s,s’) die induzierte
Menge von (s,s") in G und J(s,s") die induzierte Menge von (s,s’) in H. Es gilt
I(s,s") C J(s,s") und mit |J(s,s")| < 3 folgt der erste Aussagenteil: |/(s,s")| < 3.

Nun zeigen wir, dass fiir jeden Genotyp g die Untermatrix G, eine perfekte
Pfadphylogenie zulisst. Sei dazu g ein beliebiger Genotyp in G sowie & und /' die
erkldrenden Haplotypen zu g in H. Nach Definition 2.1 liegen auf dem Pfad von &
nach /' in By genau die Spalten, in denen g heterozytisch ist. Diesen Pfad nennen
wir den 2er-Pfad von g. Nun erstellen wir eine PP-Losung (Hg, By,) fiir G, indem
wir (H,Bpy) wie folgt auf den 2er-Pfad von g reduzieren: Die Haplotypmatrix H,
entsteht aus H, indem jede Spalte, die nicht auf dem 2er-Pfad von g liegt, geloscht
wird. Die perfekte Phylogenie By, entsteht aus By, indem fiir jede Spalte s, die
nicht auf dem 2er-Pfad von g liegt, die Kante s aus By geloscht wird, die End-
knoten von s verschmolzen werden und jede Knotenmarkierung um die Stelle s
reduziert wird. Nun gilt, dass G durch H, erklirt wird, dass By, jeden Haplotypen
aus Hy enthilt und dass Punkt 4 von Definition 2.1 weiterhin fiir jedes Paar von
Haplotypen und jede Spalte erfiillt ist. Der Baum By, hat nach Konstruktion die
Form eines Pfades und damit gilt, dass (H,, By,) eine PPP-Losung fiir G darstellt.
Insgesamt folgt, dass die Aussage auf der rechten Seite fiir jede Genotypmatrix,
die eine perfekte Phylogenie zulésst, gilt.

Wenn-Teil: Sei G eine n X m Genotypmatrix, in der jede Spalte maximal einen
heterozytischen Eintrag besitzt und gelte die Aussage auf der rechten Seite. Sei-
en nun gp,...,g, die Genotypen in G und Hy,,...,H,, die PPP-Losungen zu den

44



Untermatrizen Gy, ..., Gg,. Eine 2n x m Haplotypmatrix H, die G erklirt und eine
perfekte Phylogenie zulédsst, wird nun folgendermallen spaltenweise zusammen-
gesetzt: Sei s eine beliebige Spalte aus G. Falls ein Genotyp g existiert, fiir den
g[s] = 2 gilt, wird die Spalte s in G gleich der entsprechenden Spalte in H, gesetzt.
Falls andererseits die Spalte s keinen heterozytischen Eintrag besitzt, wird die Spal-
te s in H gleich der Spalte s in G gesetzt. Hierbei wird jeder Eintrag der Spalte s aus
G verdoppelt, da H aus 2n Zeilen und G aus n Zeilen besteht. Die so konstruierte
Haplotypmatrix erkldrt G. Um den Beweis zu vervollstindigen wird nun gezeigt,
dass H auch eine perfekte Phylogenie zulésst. Dazu sei (s,s’) ein beliebiges Spal-
tenpaar in G. Falls (s,s') fiir einen Genotyp g in H, liegt, dann enthilt (s,s’) in
H, und damit auch in H nicht die verbotene Untermatrix V. Falls (s,s”) fiir keinen
Genotyp g in H, liegt, dann enthilt G keinen Genotyp, der in s und s heterozytisch
ist. In diesem Fall gilt I(s,s") = J(s,s’), wobei I(s,s") die induzierte Menge von
(s,5') in G bezeichnet und J(s,s") die induzierte Menge von (s,s’) in H bezeich-
net. Nach Voraussetzung gilt |1(s,s)| < 3 und somit folgt |[J(s,s")| = |I(s,s")] < 3.
Insgesamt folgt, dass kein Spaltenpaar in H die Untermatrix V enthilt und G somit
eine perfekte Phylogenie zulésst. O

Satz 3.16. PPH(<, 1) € FO.

Beweis. Die Formeln, die im Weiteren vorgestellt werden, machen unter anderem
Aussagen iiber perfekte Pfadphylogenie und verwenden Begriffe und Konzepte,
die erst in Abschnitt 3.3.4 eingefiihrt werden. Fiir das Verstindnis dieses Beweises
ist es daher sinnvoll erst Abschnitt 3.3.4 zu lesen und dann an diese Stelle zuriick
zu kehren.

Zum Beweis wird nun eine Formel @ppy .. 1) in Pridikatenlogik erster Stufe an-
gegeben, die PPH (oo, 1) beschreibt. Die Formel entspricht der Aussage von Lem-
ma 3.15 und besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil wird beschrieben, dass die
induzierte Menge von jedem Spaltenpaar in einer Genotypmatrix nicht mehr als
drei Elemente enthilt. Im zweiten Teil wird beschrieben, dass fiir jeden Genotyp
g die Genotypmatrix G, eine perfekte Pfadphylogenie zulésst. Falls eine Genotyp-
matrix G aus mehr als einer Zeile besteht, dann enthilt jede nichtleere Genotyp-
matrix G, eine Zeile, die nur homozytische Eintréige besitzt. Dies ist der Fall, da
nach Voraussetzung jede Spalte hochstens einen heterozytischen Eintrag enthilt
und der Genotyp g in G, gleich dem Genotyp 2...2 ist. Um zu entscheiden, ob
G, eine perfekte Pfadphylogenie zulésst, wird G, durch eine Anfrage, die dhnlich
zu der aus Lemma 3.19 ist, auf eine Genotypmatrix G’g abgebildet. Die Anfrage
entspricht dabei einer Reduktion auf die gerichtete Problemvariante, die mit einer
Formel, dhnlich zu der in Satz 3.18, beschrieben werden kann.

Es wird nun schrittweise die Formel @ppppaumer(g) hergeleitet, die eine Ge-
notypmatrix beschreibt, in der die Untermatrix G, eine perfekte Pfadphylogenie
zulésst.

Durch folgende Formel wird eine Zeile, die in G, nur homozytische Eintrige
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besitzt, eindeutig bestimmt:

(pkleinste(g’Z) =Z ?é gnN (VZ/-Z(Zl))[ZI 7é g — Z/ > Z].

Die nun folgende Formel ist dhnlich zur Formel @ysch (s) aus Lemma 3.19 und
beschreibt eine Spalte, in der bei der Reduktion auf den gerichteten Fall die Rollen
von 0 und 1 vertauscht werden:

¢tausch(gas) = (HZ-Z(Z))[@deinste(gaZ) NGy (Z,S)].

Nun folgen zwei Formeln, die die Reduktion auf den gerichteten Fall formu-
lieren:

¢G0(g,Z,S) = (Gl (Z7s) /\(Ptausch(gas)) V (G()(Z,S) /\ﬁq)tausch(g’s))a
¢G1 (g7zas) = (GQ(Z,S) /\(Ptausch(gvs)) V (Gl (sz) /\_‘¢tausch(gys))'

Die Formel ¢¢,(g,z,s) wird im Weiteren anstatt der Relation Gy(z,s) verwendet.
Sie gibt an, ob in Zeile z an Stelle s in G'g der Eintrag O steht. Die Bedeutung
der Formel ¢g, (g,z,s) ist analog. Durch die Reduktion auf den gerichteten Fall
werden Eintridge mit dem Wert 2 nicht verdndert. Die Relation G»(z,s) wird daher
nicht durch eine Formel ersetzt, sondern weiterhin verwendet.

Durch die vorangegangenen Formeln wird eine Abbildung von G, nach G;, be-
schrieben, die einer Reduktion von ung-PPPH auf ger-PPPH entspricht. Nun wird
die Formel hergeleitet, die entscheidet, ob G;, eine gerichtete perfekte Pfadphylo-
genie zulédsst und G, eine perfekte Pfadphylogenie zulésst.

Folgende Formel ist dhnlich zu Formel ¢ (s,7) aus Satz 3.18 und beschreibt
die partielle Ordnung > auf Spalten:

¢t(gasﬂt) = (VZ‘Z(Z))WGO(&Z?[) \/¢G1 (g,z,s) v (GQ(sz) /\GZ(th))]'

Sei S;, die Menge der Spalten in der Genotypmatrix G;,. Folgende Formel ist
dhnlich zu Formel @zyeiketten aus Satz 3.18 und beschreibt, dass sich Sg, mit zwei
Ketten tiberdecken ldsst:

Ozweiketen(8) = (V51.5(s1) A Ga(g,51),52.5(52) A Ga(g,52),53.5(s3) AGa(g,53))[
0= (51,52) V @ (52,51)V
O (52,53) V 9= (53,52)V
0= (s3,51) V 9= (s1,53)].

Die folgenden Formeln beschreiben eine Spalte s*, fiir die hma (S},) = {s*}
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gilt bzw. zwei Spalten s; und s, fiir die hmay (S’ ) {s1,52} gilt:

Phma, (8,5°) = (V5.5(s) A Ga(g,5))[9= (57, 5)],

Phmas (8,51,52) = (P=(51,52) V @ (52,51))A
(Vs.8(s) A G2(8,5))[9=(s1,5) V §= (s,51)V
0= (52,5) V @ (5, 52)] A
(Vs.5(s) A Ga(g,5))]
((0=(s,51) As #s1) V(9= (s,52) As # 52)) —
(V2.5(2) A G2(g,1))[9=(s,1) V = (2,5)]].

Folgende Formel ist dhnlich zur Formel @y (s,s’) aus Satz 3.18 und beschreibt
zwei Spalten, die separierbar sind:

Psep(8,5,5") = (V2.2(2)) (9, (8:2,5) — PG,(8:2,5"))A
(¢G1 (g,z,s’) - ¢G0(g,Z,S))}-

Nun werden analog zum Beweis von Satz 3.18 drei Formeln angegeben, so dass
eine der Formeln wabhr ist, falls G;, eine gerichtete perfekte Pfadphylogenie zulasst
und keine Formel wahr ist, falls G'g keine gerichtete perfekte Phylogenie zulésst.
Die drei Formeln entsprechen dabei drei Mdoglichkeiten zum Aufbau von Sé,. Das
heiflt, entweder eine der Mengen hma; (S,) und hmay(S}) ist leer oder beide sind
nicht leer. Die Formeln sind folgendermafen definiert:

Pran, (8) = (357.5(s") A Ga(g,57)) [Phma, (8,57)]A
(V51.5(s1) A Ga(g,5),52.8(s2) A G2(8,5)) [~ 9hma, (8, 51,52)];
Pran, (8) = (Vs™.S(s") A Ga(g,5")) [ Phma, (g,57)]A
(Is1.S(s1) A Ga(g,51),52.5(s2) A Ga(g,s52))]

Ohma, (&,51,52) A ¢sep(gaslas2)]’
Orai; (&) = (35*.S(s*) A Ga(g,s*),51.5(s1) A Ga(g,s1),52.5(52) A Ga(g,52))]
Ohma (8:5") A (thaz(gaSl’SZ)/\
(Psep(851,5™) V Poep(8,52,57) V (35.5(s) A Ga(g,5)) |
0= (8:5,51) N O=(8,5,52) N5 # 5" A Pep (8, 5,57)])]-

Folgende Formel beschreibt nun eine Genotypmatrix, in der die Untermatrix
G, eine perfekte Phylogenie zulésst:

(PPPPHaufZer (g) = ¢ZweiKetten (g) A (¢Falll (g) \ (PFallz (g) \ ¢Fall3 (g)) .

Wie im Beweis zu Satz 3.18 muss auch diese Formel noch so erweitert werden,
dass von doppelten Spalten nur genau eine betrachtet wird.

Eine Genotypmatrix mit maximal einem heterozytischen Eintrag pro Spalte
lasst eine perfekte Phylogenie zu, falls jedes Spaltenpaar maximal drei Elemen-
te induziert und auBerdem die Genotypmatrix nur eine Zeile enthilt oder fiir jeden
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Genotyp g die Untermatrix G, eine perfekte Pfadphylogenie zulésst. Folgende For-
mel beschreibt diese Eigenschaft und somit PPH(eo, 1):

PppH (1) = (V5.S(s),5".5(s")) [onp<3 (s, 5')]A

((3z2.Z2(2)) V7 .Z()[z = ]|V
(V2.Z(2))[(3s5.5(s))[G2(2,5)] — PpppHAuf2er(2)])-

—~~ —

Die Formel ¢inp<3(s,s’) wird im Beweis zu Lemma 3.11 eingefiihrt und be-
schreibt ein Spaltenpaar (s,s’), dessen induzierte Menge maximal 3 Elemente ent-
hélt. O

3.3.4 Komplexitit von PPPH

In diesem Abschnitt wird die Komplexitit der Haplotypisierung mittels perfek-
ten Pfadphylogenien betrachtet. Gramm et al. [17] fithrten diesen Ansatz zur Hap-
lotypisierung ein und zeigten, dass ger-PPPH in Linearzeit 16sbar ist. In diesem
Abschnitt wird gezeigt, dass ger-PPPH in FO liegt. Dieses Ergebnis ist bereits be-
kannt, aber einen ersten Beweis hierzu gibt diese Arbeit.

Im Folgenden werden die Spalten einer Genotypmatrix nicht durch einen In-
dex benannt, sondern die Spalten werden durch Spaltenvektoren dargestellt, die
den Inhalt einer Spalte enthalten. Falls beispielsweise G eine n x m Genotypmatrix
ist und wir iiber eine Spalte s aus G sprechen, dann bezeichnet si] fiiri € {1,...,n}
den Eintrag von s in Zeile i. Nun werden zwei partielle Ordnungen auf den Spalten
von Genotypmatrizen eingefiihrt und einige Begriffe aus der Ordnungstheorie er-
lautert. Im Kontext perfekter Pfadphylogenien wurden diese Konzepte zuerst von
Gramm et al. [17] eingefiihrt und verwendet.

Seien G eine n x m Genotypmatrix, (H,Bp) eine gerichtete PP-Losung fiir G
und S die Menge der Spaltenvektoren von G. Zwei partielle Ordnungen auf S wer-
den folgendermallen definiert:

e Die Nachfolgerelation —, die sich aus den Kantenmarkierungen von By er-
gibt. Fiir 5,5’ € S gilt s — ¢/, falls in By die Spalte s auf dem Weg von der
Wurzel zu s’ liegt.

e Die partielle Ordnung . Sei 1 > 2 > 0. Die Ordnung wird folgendermaf3en
auf die Spalten einer Genotypmatrix erweitert: Fiir 5,5’ € S gilt s = ', falls
s[i] = s'[i] fiir jedes i € {1,...,n} gilt.

Nun wird folgende Aussage gezeigt: Fiir zwei Spalten s,s” € S gilt s = s/, falls
s — s gilt. Sei G eine n x m Genotypmatrix und (H,Bp) eine PP-Losung fiir G.
Weiter sei i eine beliebige Zeile in G, die den Genotyp g enthélt sowie seien s und
s" zwei Spalten, fiir die s — s’ gilt. Seien & und /’ die erkldrenden Haplotypen zu g
in (H,Bpy). Falls nun s[i] = 1, dann gilt s[i] = s'[{]. Falls s[i] = 2, dann liegt genau
einer der Haplotypen % und /' in (H, By ) unterhalb von s. Folglich liegt maximal
einer der Haplotypen / und /' unterhalb von s” und es gilt s'[i] = 2 oder s'[i{] = 0 und
damit s[i] = s'[i]. Falls s[i] = 0, liegt keiner der Haplotypen 4 und 4’ unterhalb von
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s und damit auch nicht unterhalb von s'[i]. In diesem Fall gilt s'[i{] = 0 und somit
s[i] = s'[i]. Insgesamt folgt, dass s = s" gilt. Die Vergleichbarkeit zweier Spalten
ist somit eine notwendige Bedingung dafiir, dass in einer gerichteten perfekten
Phylogenie ein Weg von der Wurzel zu einem Blatt existiert, auf dem die beiden
Spalten vorkommen und kein Knoten mehrfach besucht wird.

Die durch > partiell geordnete Spaltenmenge S wird mit (S,>) bezeichnet.
Eine Teilmenge S’ C S heit Kette, falls die Element in S’ paarweise vergleichbar
sind. Das heiBt, fiir zwei beliebige Spalten s,s” € &’ gilt s = 5" oder s’ = s. Eine Teil-
menge S’ C S heiBt Anrikette, falls die Elemente in S’ paarweise nicht vergleichbar
sind. Das heiBt, fiir zwei beliebige Spalten s,s" € §' gilt s % s’ und s’  s. Eine An-
tikette S ist maximal, wenn fiir jedes s € S\ " die Menge {s} US’ keine Antikette
bildet. Eine maximale Antikette mit Groe k ist die hochste maximale Antikette
der Grofie k, wenn kein Element einer anderen Antikette der Grofle genau k echt
groBer als ein Element aus S’ ist. In (S, =) gibt es fiir jedes k nicht mehr als eine
hochste maximale Antikette der GroBe k, die wir mit hmay(S) bezeichnen. Falls
keine hochste maximale Antikette der GroBe k existiert, sei hmag (S) = 0.

Ein Spaltenpaar (s,s’) heiBt separierbar, falls folgende zwei Implikationen gel-
ten: wenn s[i] = 1, dann s'[i] = 0 und wenn s[i] = 1, dann s'[{]] = 0. Zum Beispiel
sind die Spalten [%} und [%} separierbar und die Spalten [(H und [é} nicht sepa-
rierbar.

Gramm et al. [17] stellten einen Algorithmus vor, der ger-PPPH in Linearzeit
16st. Der Algorithmus priift, ob eine Genotypmatrix die Bedingungen 1 und 2 aus
dem folgenden Lemma erfiillt.

Lemma 3.17 (Gramm et al. [17]). Sei G eine Genotypmatrix und S die Menge
der Spalten von S. Die Genotypmatrix G ldsst genau dann eine gerichtete perfekte
Pfadphylogenie zu, wenn

1. sich (S,>) mit maximal zwei Ketten iiberdecken lisst, so dass
2. die maximalen Elemente der beiden Ketten separierbar sind.
Satz 3.18. ger-PPPH < FO.

Beweis. Im Folgenden wird eine Formel ¢gerpppy schrittweise hergeleitet, so dass
genau dann (1,Z,S,Go,G1,G2) = Peer-pppu gilt, wenn die durch (1,Z, S, Gy, G, G»)
kodierte Genotypmatrix eine gerichtete perfekte Pfadphylogenie zulésst.

Nachfolgende Formel beschreibt die partielle Ordnung s >~ ¢ auf den Spalten
einer Genotypmatrix:

9-(s,1) = (V2.2(2))[Go(z,1) V G1(2,5) V (Ga(z,8) A Ga(z,1))]-

Folgende Formel beschreibt, dass sich die partiell geordnete Menge von Spal-
ten (S, >) einer Genotypmatrix mit maximal zwei Ketten iiberdecken ldsst:

Ozweiketten = (V51.8(51),52.5(52),53.5(53) ) [0 (51,52) V @ (52,51)V
O (52,53) V @ (53,52)V
O (53,51) V ¢ (s1,53)]-

1Y

Y
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Formel ¢zyeiketten beschreibt, dass (S, =) keine Antikette der Grofe 3 enthilt. Die
Weite von (S, >) ist damit maximal 2. Die Korrektheit von @zyeiketen folgt mit
dem Satz von Dilworth, der besagt, dass die Weite einer partiell geordneten Menge
gleich der minimalen Anzahl von Ketten ist, mit der man die Menge iiberdecken
kann. Die Formel ¢zyeiketten €ntspricht somit genau der Bedingung 1 von Lem-
ma 3.17. Wenn eine Struktur (1,Z,S,Go,G1,G>) ein Modell von ¢zyeiketten 1St
dann besitzt die zugehorige partielle Ordnung (S, >) eine Weite von maximal 2
und fiir £ > 3 ist die Menge hmay(S) leer.

Im Folgenden wird unterschieden, ob fiir eine partielle Ordnung (S, >) genau
eine der Menge hma; (S) oder hma,(S) leer ist oder beide Mengen nicht leer sind.
Auf diese Weise ergeben sich drei Fille zum Aufbau von (S, ). Fiir jeden dieser
Fille wird eine Formel eingefiihrt, die beschreibt, ob sich unter den moglichen
Partitionierungen von (S, > ) in maximal zwei Ketten eine Partitionierung befindet,
die Bedingung 2 von Lemma 3.17 erfiillt.

Die folgenden zwei Formeln beschreiben, dass eine Spalte in hma, (S) enthal-
ten ist bzw. dass zwei Spalten in hma, (S) enthalten sind:

Ohmay (57) = (V5.5(5))[9= (5", 5)],
Ohmas (51,52) = (9= (s1,52) V @ (52,51))A
(V5.5(5))[@=(51,8) V 9= (5,51) V @ (52,5) V §= (5, 52)] A
(Vs.S(s))[((9=(s,51) As 7 51) V(D= (s,52) As # 52)) —

Die Formel @pmy, (s*) besagt, dass das Element in hma, (S) groer als jedes andere
Element ist. Die Formel @pma, (s1,52) beschreibt hmay(S) wie folgt: Die Elemente
von hmay(S) sind nicht vergleichbar und hma,(S) ist eine maximale Antikette der
GroBe 2. Das heifit, kein Element kann zu hma, (S) hinzugefiigt werden, so dass die
resultierende Menge eine Antikette ist. Zudem ist hma,(S) die hochste maximale
Antikette der Grof3e 2. Das heif3t, es existiert keine Antikette der Grofie 2 mit einem
Element, welches echt groBer als ein Element aus hma; (S) ist.
Folgende Formel beschreibt, dass ein Spaltenpaar separierbar ist:

Puep(s,8') = (V2.Z(2))[(G1(2,5) = Go(z,5)) A (Gi(z,5") = Go(z,9))]-

Falls hma; (S) = {s*} und hma,(S) = 0, dann ist (S, ) eine Kette. Diese Ei-
genschaft ldsst sich per Induktion iiber die Grofle von S zeigen. Man steigt dabei
Schritt fiir Schritt die Ordnung (S, >) hinab und erkennt, dass keine Verzweigung
zu zwei nicht vergleichbaren Elementen existiert. Fiir die Uberdeckung (Ki,K>)
mit K; = S und K, = 0 ist somit Bedingung 2 von Lemma 3.17 erfiillt. Diesen Fall
beschreibt folgende Formel:

Pran; = (357.S(5")) [ Phma, (57)]A
(VS] .S(S] ), Sz.S(Sz)) [ﬁ(bhmaz (S] ,Sz)] .
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Falls hma; (S) = 0 und hmay(S) = {s1,s2}, dann liegen s; und s, in verschie-
denen Ketten jeder Partitionierung von (S, >) in Ketten. Sei (K}, K>) eine beliebige
Partitionierung von (S, >) in zwei Ketten mit s; in K und s; in K. Nach Voraus-
setzung gilt, dass s; das maximale Element von K ist und dass s, das maximale
Element von K ist. Daraus folgt, dass eine Uberdeckung mit Bedingung 2 von
Lemma 3.17 genau dann existiert, wenn s; und s, separierbar sind. Dieser Fall
wird durch folgende Formel beschrieben:

Opa, = (Vs*.S(5™)) [~ Phma, (s°)]A
(Fs51.5(s51),52.5(52)) [Phma, (51,52) A Psep(51,52)].

Falls hma;(S) = {s*} und hmay(S) = {s1,s2}, dann liegen s; und s, in ver-
schiedenen Ketten jeder Uberdeckung von (S, =) in Ketten und s* ist maximales
Element einer Kette. Sei (Kj, K») eine beliebige Partitionierung von (S, >) in zwei
Ketten mit s; in K} und s; in K;. Die Spalte s* liegt entweder in K| oder in K.
Wir nehmen an, dass s* in K; liegt. Dann ist s* das maximale Element von K. Die
Spalten, die GroBer als s; und s, und kleiner als s* sind, konnen unter Einhaltung
der Ordnung > beliebig auf K| und K, verteilt werden. Das oberste Element in K>
ist somit s, oder eines dieser Elemente. Nun existiert eine Uberdeckung mit Be-
dingung 2 von Lemma 3.17, falls eine Spalte existiert, die groer oder gleich s
ist und mit s* separierbar ist. Diese Spalte wird bei der Aufteilung der Elemente
nach K; und K, als maximales Element von K, gesetzt. Die Argumentation l4sst
sich analog fiir Partitionierungen fithren, in denen s* und s, in einer gemeinsamen
Kette liegen. Nachfolgende Formel beschreibt diesen Fall:

OFan; = (35.S(s5%),51.5(51),52.5(52) ) [Phma, (5°) A Phma, (51,52)A
(¢sep(sl 75*) \ ¢sep(327s*)\/
(35.5(5)) [0 (5,51) A P (5,52) A5 # 5% A Pep(s,5%)])].

Die nachfolgende Formel besagt, dass sich (S, >) mit zwei Ketten iiberdecken
lasst und einer der drei Fille zutrifft:

Qoer-PPPH = PzweiKetten A (Prall, V PFail, V Oy )-

Zu beachten ist noch, dass eine Genotypmatrix, fiir die die Formel ¢gerpppH aus-
gewertet wird, mehrere Spalten mit gleichem Inhalt enthalten kann. Fiir eine sol-
che Genotypmatrix kann es zum Beispiel mehrere Spalten geben, die gleich dem
Element aus der Menge hma; (S) sind. Um dies zu umgehen, kann man mit einer
Anfrage in Pradikatenlogik erster Stufe so Spalten in einer Genotypmatrix 16schen,
dass von gleichen Spalten nur genau eine erhalten bleibt. Durch Kombination die-
ser Anfrage und der oben beschriebenen Formel ergibt sich eine vollstindige Be-
schreibung von ger-MPPPH. O

Bei der Haplotypisierung mittels perfekten Phylogenien lisst sich die unge-
richtete Problemvariante ung-PPH mit einer Anfrage in Pridikatenlogik erster Stu-
fe auf die gerichtete Problemvariante ger-PPH reduzieren (sieche Lemma 3.6). Es
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ist aber nicht klar, ob eine solche Reduktion auch von ung-PPPH auf ger-PPPH
moglich ist. Ebenfalls ist nicht klar, ob die Reduktion aus Lemma 3.6 schon eine
Reduktion von ung-PPPH auf ger-PPPH darstellt. Das Folgende Lemma zeigt, dass
sich ung-PPPH mit einer Anfrage in Pradikatenlogik erster Stufe auf ger-PPPH re-
duzieren lisst, falls man nur Genotypmatrizen zulésst, die einen Genotyp enthalten,
der an maximal einer Stelle heterozytisch ist.

Lemma 3.19. Sei G eine Genotypmatrix, die einen Genotyp enthdlt, der an ma-
ximal einer Stelle heterozytisch ist. Es existiert eine Abbildung A von Genotypma-
trizen auf Genotypmatrizen, die sich als Anfrage in Prddikatenlogik erster Stufe
beschreiben liisst und fiir die gilt: G € ung-PPPH gdw. A(G) € ger-PPPH.

Beweis. Im Folgenden betrachten wir eine Genotypmatrix G, die einen Genotyp
enthilt, der an maximal einer Stelle heterozytisch ist. Es wird nun zuerst die Ab-
bildung A angegeben. Dann wird die obige Aussage zur Existenz ungerichteter
und gerichteter perfekter Pfadphylogenien bewiesen und abschlieBend wird A als
Anfrage in Pridikatenlogik erster Stufe formuliert.

Die Abbildung A bildet eine Genotypmatrix G wie folgt auf eine Genotypma-
trix A(G) ab: Sei go ein Genotyp in G, der nur an maximal einer Stelle heterozy-
tisch ist. Die Genotypmatrix A(G) entsteht aus G, indem in jeder Spalte s, fiir die
gols] = 1 gilt, die Rollen von 0 und 1 vertauscht werden. Es ldsst sich erkennen,
dass diese Abbildung @hnlich der Reduktion im Beweis zu Lemma 3.3 ist.

Ebenfalls analog zu Lemma 3.3 wird nun gezeigt, dass G genau dann eine per-
fekte Pfadphylogenie zulésst, wenn G’ = A(G) eine gerichtete perfekte Pfadphylo-
genie zuldsst. Hierzu sei einerseits (H, By ) eine PPP-Losung fiir G. Eine gerichtete
PPP-Losung (H',By) fiir G’ entsteht dadurch, dass in jeder Spalte, in der bei der
Abbildung getauscht wird, auch in H und den Knotenmarkierungen von By die
Rollen von 0 und 1 vertauscht werden. Der Genotyp g in G, der aus dem Ge-
notyp go in G entsteht, verwendet den Haplotyp 0...0 zur Erkldrung und folglich
kommt der Haplotyp 0...0 in By vor. Dies ist gleichbedeutend mit der Eigen-
schaft, dass By gerichtet ist. Auf der anderen Seite sei (H',By) eine gerichtete
PPP-Losung fiir G'. Analog zum ersten Beweisschritt entsteht eine PPP-Losung
fiir G aus (H',By), indem in den Spalten, in denen bei der Abbildung getauscht
wird, zuriick getauscht wird.

Die obige Abbildung wird durch eine Anfrage beschrieben, die bis auf eine
kleine Anderung der Anfrage Aung-ger aus dem Beweis zu Lemma 3.6 gleicht. Es
andert sich nur die Definition der Formel @,ysch(s), die angibt, ob in einer Spalte s
die Rollen von 0 und 1 vertauscht werden. Die tibrigen Formeln ¢y, ¢z, ¢s, ¢c;,
¢g, und ¢¢; sind wie im Beweis zu Lemma 3.6 definiert. Aus diesem Grund wird
an dieser Stelle nur die Formel @ysch (s) neu formuliert und fiir den restlichen Teil
der Anfrage auf den Beweis zu Lemma 3.6 verwiesen.

Folgende Formel beschreibt eine Zeile, die maximal einen heterozytischen Ein-
trag enthalt:

Omaxgine2 (2) = (35.8(5))[(Vs'.S(5))[Ga(z,5') — s = 5]].
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Die nachfolgende Formel beschreibt die kleinste Zeile, die einen Genotyp ent-
hilt, der an maximal einer Stelle heterozytisch ist:

¢kleinsterlndex (Z) = ¢mainne2 (Z) A (VZI-Z(Z/)) W’mainneZ (Z/) —7 > Z]-

Nun folgt die neue Formulierung der Formel @yscn(s), die angibt ob in einer
Spalte getauscht wird:

d’tausch (S) = (HZ.Z(Z) ) w’kleinsterlndex (Z) NG (27 S)] .

Satz 3.20. PPP < FO.

Beweis. Lemma 3.19 sagt aus, dass sich fiir Genotypmatrizen, die einen Genotyp
enthalten, der maximal einen heterozytischen Eintrag besitzt, das Problem PPPH
auf ger-PPPH mit einer Anfrage in Préadikatenlogik erster Stufe reduzieren lésst.
Satz 3.18 sagt aus, dass sich das Problem ger-PPPH durch eine Formel ¢gerpppH
in Pradikatenlogik erster Stufe beschreiben ldsst. Das Problem PPP umfasst nur
Haplotypmatrizen und wie schon erwéhnt, kann man Haplotypmatrizen als Geno-
typmatrizen ohne heterozytische Eintrige auffassen. Wenn man die Eingabe auf
Genotypmatrizen ohne heterozytische Eintridge einschrinkt (das heil3t, die Relati-
on G ist in den betrachteten Strukturen leer), dann stellt die Reduktion aus Lem-
ma 3.19 auch eine Reduktion von PPP auf ger-PPP dar und die Formel @ge-pppu
beschreibt auch ger-PPP. Die Anfrage aus Lemma 3.19 und die Formel @ge-pppH
lassen sich nun folgendermaf3en zu einer Formel fiir PPP kombinieren: In der For-
mel ¢gerpppy Wird jede Relation durch die entsprechende Formel aus der Anfrage
von Lemma 3.19 ersetzt. Zum Beispiel wird die Relation Gy(z,s) durch die For-
mel ¢g; (z,s) ersetzt. Auf diese Weise werden die Relationen der Genotypmatrix,
auf die durch die Anfrage abgebildet wird, verwendet. Fiir beliebige Anfragen und
passende Formeln (solche, die iiber der Bildsignatur der Anfrage formuliert wer-
den) wird dieses Verfahren von Immerman [25, Seite 46f] beschrieben und als
duale Abbildung von Anfragen bezeichnet. O

3.4 Haplotypisierung mittels kombinierten Ansitzen

In diesem Abschnitt wird auf die Komplexitit von kombinierten Ansitzen zur
Haplotypisierung eingegangen. Der Abschnitt 3.4.1 behandelt die Komplexitit der
Haplotypisierung mittels minimalen perfekten Phylogenien. Dieses Problem ist
NP-vollstindig und es wird ein Beweis hierzu aus der Literatur vorgestellt. Der
Abschnitt 3.4.2 behandelt die Komplexitit der Haplotypisierung mittels minima-
len perfekten Pfadphylogenien. Die genaue Komplexitit dieses Problems war bis-
her unbekannt. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass MPPPH in der Klasse L liegt.

53



3.4.1 Komplexitit von MPPH

In diesem Abschnitt werden bekannte Ergebnisse zur Komplexitit von MPPH und
(k,1)-beschriankten Varianten von MPPH vorgestellt. Weiter wird ein Beweis zur
NP-Vollstindigkeit von MPPH aus der Literatur vorgestellt.

Fiir das Problem MPPH zeigten zuerst Bafna et al. [2] die NP-Vollstandigkeit.
Van Iersel et al. [35] stellten Resultate zu (k,7)-beschréinkten Variante von MPPH
vor. Sie zeigten, dass MPPH(2,e0) und MPPH(eo, 1) in Polynomialzeit 16sbar sind
und dass MPPH(3,3) NP-vollstindig und APX-hart ist. Auerdem wurde gezeigt,
dass MPPH(e,2) in Polynomialzeit 1sbar ist, falls der Kompatibilitdtgraph der
Genotypmatrix vollstindig ist. Die bekannte Komplexitit (k,/)-beschrinkter Va-
rianten von MPPH ist damit analog zur Komplexitit (k,/)-beschrénkter Varianten
von MH. Ein Uberblick iiber die Komplexitit der Varianten von MPPH isst sich
analog zu dem Uberblick iiber die Varianten von MH in Abbildung 2 auf Seite 21
darstellen. Auch das Problem MPPH wurde als ganzzahliges lineares Programm
formuliert. Eine erste Formulierung findet sich bei Brown und Harrower [5].

Im Folgenden wird gezeigt, dass MPPH NP-vollstiandig ist. Der hier vorgestell-
te Beweis basiert auf dem ersten Beweis zur NP-Vollstindigkeit von MPPH [2].

Satz 3.21. MPPH ist NP-volistindig.

Beweis. Zum Beweis der NP-Vollstindigkeit von MPPH wird gezeigt, dass MPPH
in NP liegt und dass MPPH NP-hart ist.

MPPH liegt in NP: Eine nichtdeterministische Turingmaschine, die MPPH in
Polynomialzeit akzeptiert, arbeitet analog zu der Turingmaschine im Beweis zu
Satz 3.1. Die Turingmaschine priift zusitzlich, ob die geratene Haplotypmatrix ei-
ne perfekte Phylogenie zuldsst. Dieses Problem lésst sich als Formel in Pridika-
tenlogik erster Stufe beschreiben (siehe Satz 3.5) und ist somit deterministisch in
Polynomialzeit 16sbar.

MPPH ist NP-hart: Fiir den Beweis der NP-Hirte wird eine Reduktion von
KNOTENUBERDECKUNG angegeben. KNOTENUBERDECKUNG ist im Beweis zu
Satz 3.1 beschrieben. Der Beweis zur Reduktion teilt sich, wie im Beweis zu
Satz 3.1, in drei Schritte auf und die Spalten von Genotyp- und Haplotypmatri-
zen werden wieder durch Indizes i und j referenziert.

Konstruktion: Es sei ein ungerichteter Graph U = (V,E) mit Knotenmenge
V ={vi,...,v,} und Kantenmenge E = {ey,...,e,} gegeben. Der Graph U wird
wie folgt auf eine Genotypmatrix G mit n+m+ 1 Zeilen und 2n + m Spalten abge-
bildet: Fiir jeden Knoten v; € V enthilt G den Genotyp g,, mit g, [i] = g,[n+i] =1
und sonstigen Eintrdgen 0. Ein solcher Genotyp wird im Weiteren Knotengeno-
typ genannt. Fiir jede Kante ¢, = {v;,v;} € E enthilt G den Genotyp g, mit
8e.li] = 8e,[J] = &e.[2n+ k] = 2 und sonstigen Eintrigen 0. Ein solcher Genotyp
wird im Weiteren Kantengenotyp genannt. Abschlielend wird ein Genotyp einge-
fiigt, der an jeder Position den Eintrag 0 besitzt. Dieser Genotyp wird im Weiteren
mit gg bezeichnet. Die Konstruktion wird in Abbildung 6 an einem Beispiel ge-
zeigt.
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Abbildung 6: Die Abbildung zeigt an einem Beispiel die Reduktion von
KNOTENUBERDECKUNG auf MPPH. Fiir den Graph U mit vier Knoten und vier
Kanten wird ein Genotypmatrix G mit neun Zeilen und zwolf Spalten erstellt.
Die oberen vier Zeilen enthalten Knotengenotypen. Danach folgen vier Kanten-
genotypen und ein weiterer Genotyp, der an jeder Position den Eintrag 0 ent-
hilt. Die Menge V' = {v,,v3} ist eine Knoteniiberdeckung minimaler GroBe fiir
U. Dazu korrespondiert eine erkldrende Haplotypmatrix fiir G, die die Haploty-
pen aus Hy, Hg = {100000001000,010000000100,000100000010,000100000001},
Hy = {010000000000,001000000000} und den Haplotyp O...0 enthilt, wobei Hy die
Menge der Knotengenotypen in G bezeichnet.

g, 100010000000

Vi g, 010001000000

U: e G: g, 001000100000
g, 000100010000

v g, 220000002000

g, 022000000200

“ &4 g 002200000020

’s vy g, 020200000002
e3 g 000000000000

Korrektheit: Es wird nun gezeigt, dass genau dann eine Knoteniiberdeckung
V' CV mit |V'| <d fiir U existiert, wenn eine PP-Lsung mit maximal n + m +
d + 1 paarweise verschiedenen Haplotypen fiir G existiert.

Nur-wenn-Teil: Fiir die erste Beweisrichtung sei V/ C V mit |V’| = d eine Kno-
teniiberdeckung fiir U. Wir zeigen, dass dann eine PP-Losung (H,By) der Gro-
e n+m+d+1 fir G existiert. Dazu wird im Folgenden eine Haplotypmatrix
H, die G erklirt, schrittweise aufgebaut. Zuerst lisst sich erkennen, dass jeder
Knotengenotyp nur O oder 1 als Eintrag enthélt und damit als Haplotyp in H vor-
kommt. Sei Hy die Menge der Haplotypen, die aus den Knotengenotypen entste-
hen. Nach Konstruktion der Knotengenotypen besitzt jeder Haplotyp in Hy genau
zweimal den Eintrag 1 und Hy enthilt n Haplotypen. Fiir jeden Kantengenotyp
wird folgendermaBen ein Haplotyp erstellt: Es sei g, ein Kantengenotyp in G und
ex = {vi,v;} die entsprechende Kante in U. Weiter sei ein Endknoten von e, der
in V' liegt, fest gewihlt. Wir wihlen v; € V' fest. Fiir g,, wird dann der Haplotyp
h mit h[j] = h[n+ k] = 1 und sonstigen Eintrdgen O erstellt. Sei Hr die Menge
der Haplotypen, die auf diese Weise aus den Kantengenotypen entstehen. Jeder
Haplotyp in Hg besitzt genau zweimal den Eintrag 1 und Hg enthilt m Haploty-
pen. AbschlieBend wird fiir jeden Knoten v; € V' ein Haplotyp A mit A[i] = 1 und
sonstigen Eintridgen O erstellt. Sei Hy» Menge der Haplotypen, die aus der Kno-
teniiberdeckung entstehen. Nach Konstruktion besitzt jeder Haplotyp in Hys genau
einmal den Eintrag 1 und Hy enthilt d Haplotypen. Es lédsst sich erkennen, dass
keiner der erstellten Haplotypen in mehr als einer der drei Mengen vorkommt. So-
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mit enthélt Hy U Hg U Hy genau n + m+ d Haplotypen.

Es gilt nun, dass jeder Knotengenotyp durch den entsprechenden Haplotyp
aus Hy erklirt wird und dass jeder Kantengenotyp g., durch den entsprechenden
Haplotyp aus Hg und einen Haplotyp aus Hy erklért wird. Der Haplotyp, den g,
aus Hy» verwendet, entspricht dabei einem Knoten, mit dem e abgedeckt wird. Es
lasst sich nun eine Haplotypmatrix H mit n+m +d + 1 paarweise verschiedenen
Haplotypen konstruieren, die G erklirt und neben den Haplotypen aus Hy, Hg und
Hy' nur den Haplotyp O...0 enthilt.

Es verbleibt zu zeigen, dass H einer perfekte Phylogenie zuldsst. Seien hier-
zu i und j mit i < j zwei Spalten, die in H die Untermatrix [1 1] enthalten. Ein
Haplotyp, der zweimal den Eintrag 1 enthilt, kommt nach Konstruktion der Hap-
lotypen aus Hy oder Hg. Falls wir einerseits annehmen, dass ein Haplotyp aus Hy
an Position i und j den Eintrag 1 enthilt, dann gilt, dass kein anderer Haplotyp in
H an Position j den Eintrag 1 enthilt. Falls wir andererseits annehmen, dass ein
Haplotyp aus Hg an Position i und j den Eintrag 1 enthilt, dann gilt j = 2n+k und
ebenfalls, dass kein anderer Haplotyp in H an Position j den Eintrag 1 enthilt. Ins-
gesamt folgt, dass kein Spaltenpaar in H die Untermatrix [(1) H enthélt und somit
auch nicht die Untermatrix V aus Lemma 3.4 enthilt. Die Haplotypmatrix H ladsst
folglich eine perfekte Phylogenie zu.

Wenn-Teil: Fiir diese Beweisrichtung nehmen wir an, dass eine PP-Ldsung
(H,By) der GroBe n+m+d + 1 fir G existiert und konstruieren eine Knoten-
tiberdeckung V/ C V mit [V’'| < d fiir U.

Wie schon in der ersten Beweisrichtung angemerkt lédsst sich erkennen, dass
die Knotengenotypen in G nur den Eintrag O oder 1 enthalten und daher als Hap-
lotypen in H vorkommen. Sei Hy die Menge dieser n vielen Haplotypen. Nun sei
8e, ein beliebiger Kantengenotyp aus G und gelte e, = {v;,v;}. Seien weiter 4 und
' die erklirenden Haplotypen zu g,, aus H. Da der Kantengenotyp g, in Spalte
n+m-+k den Eintrag 2 besitzt, enthilt entweder 4 oder /" an Position n+m+k den
Eintrag 1. Wie nehmen im Weiteren an, dass i[n+m+ k] = 1 gilt. Nur der Kan-
tengenotyp g., besitzt an Position n + m + k den Eintrag 2 und folglich wird 4 nur
von g, zur Erkldrung verwendet. Sei Hr die Menge dieser m Haplotypen fiir die
Kantengenotypen von G. Fiir den Haplotyp & gilt weiter, dass er nicht an Position
iund j den Eintrag 1 enthélt, da ansonsten H in den Spalten i und j die Unterma-
trix V aus Lemma 3.4 enthilt. Gleiches gilt fiir #’. Folglich besitzt 4’ an genau einer
Position aus {1,...,n} den Eintrag 1. Sei Hys die Menge dieser Haplotypen.

Nun wird eine Knoteniiberdeckung V' folgendermaBen aus Hy- erstellt: Falls
Hy einen Haplotyp enthilt, der an Position i den Eintrag 1 besitzt, dann ist v; Teil
der Knoteniiberdeckung V’. Die Haplotypen aus Hy, Hg und der Haplotyp 0...0
sind paarweise verschieden und umfassen genau n 4 m + 1 Haplotypen. Folglich
umfasst Hys maximal d Haplotypen und es gilt |V’| < d. AuBerdem ist jede Kante
in U mit einem Knoten aus V' inzident, da jeder Kantengenotyp einen Haplotyp aus
Hy zur Erklarung verwendet. Somit ist V'’ eine Knoteniiberdeckung mit maximaler
GroBe d fiir U’

Komplexitdt: Eine Turingmaschine, die die Abbildung von U nach G berechnet,
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arbeitet analog zur Turingmaschine aus dem Beweis zu Satz 3.1. Es d@ndern sich nur
die Berechnungsvorschrift zum Erstellen der Knoten- und Kantengenotypen.
Insgesamt folgt, dass MPPH NP-vollstindig ist. O

Bei der Reduktion aus dem vorangegangenen Beweis wird jeder Graph auf
eine Genotypmatrix mit maximal drei heterozytischen Stellen pro Genotyp abge-
bildet. Es wurde also auch gezeigt, dass MPPH(3,00) NP-vollstindig ist. Wie oben
bemerkt zeigten van lersel et al. [35], dass schon MPPH(3,3) NP-vollstindig ist.
Fiir diesen Beweis wurde die obige Reduktion verwendet, aber es wurde von einer
Variante von KNOTENUBERDECKUNG reduziert. Bei dieser Variante des Problems
der Knoteniiberdeckung sucht man fiir einen Graphen mit maximalem Grad drei
nach der kleinsten Knoteniiberdeckung. Wenn jeder Knoten in U mit maximal drei
Kanten inzident ist, dann enthélt jede Spalte in G maximal in drei Genotypen den
Eintrag 2.

3.4.2 Komplexitit von MPPPH

In diesem Abschnitt wird die Komplexitét der Haplotypisierung mittels minimalen
perfekten Pfadphylogenien betrachtet. Es wird gezeigt, dass ger-MPPPH in L liegt.
Die Argumentation dazu teilt sich in mehrere Schritte auf. Zu Beginn wird eine
Vorverarbeitung fiir Genotypmatrizen beschrieben, durch die bestimmte Spalten in
Genotypmatrizen geloscht werden. Die GroBe kleinster perfekter Pfadphylogenien
dndert sich durch diese Vorverarbeitung nicht. Danach wird der prinzipielle Auf-
bau und die Grofle von Genotypmatrizen untersucht, die aus der Vorverarbeitung
hervorgehen. Abschlieend wird gezeigt, dass sich ger-MPPPH durch eine loga-
rithmisch platzbeschrinkte deterministische Turingmaschine entscheiden ldsst.

Vorverarbeitung von Genotypmatrizen. Im weiteren Teil dieser Arbeit wird
angenommen, dass die Genotypmatrizen keine 0-Spalte enthalten. Sei G eine Ge-
notypmatrix mit einer O-Spalte und (H,By) eine gerichtete PPP-Losung fiir G.
Kein Knoten, der in By unterhalb einer O-Spalte liegt, wird von einem Haplotyp
aus H markiert. Sei G eine Genotypmatrix mit einer O-Spalte und G’ entstehe aus
G durch 16schen der 0-Spalten. Mit der beschriebenen Eigenschaft konnen PPP-
Losungen fiir G und G’ ineinander iiberfiihrt werden ohne die Anzahl der paarwei-
se verschiedenen Haplotypen in der Losung zu veridndern. Es folgt, dass O-Spalten
ausgespart werden konnen ohne die Grofe kleinster gerichteter PPP-Losungen zu
verdndern.

Falls eine Genotypmatrix zwei identische Spalten s und " enthélt, dann kon-
nen diese in einer PPP-Losung durch identische oder verschiedene Spalten erklart
werden. Eine PPP-Losung mit verschiedenen Spalten s und s’ kann dabei nur exi-
stieren, falls ein Genotyp in s und s’ heterozytisch ist, der dann ungleich aufgeldst
wird. Durch den Beweis zum nachfolgenden Lemma wird klar, dass man sich bei
der Suche nach kleinsten PPP-Losung auf solche Losungen beschrinken kann, in
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denen identische Spalten in G immer durch identischen Spalten in H erklart wer-
den.

Lemma 3.22. Sei G eine Genotypmatrix und Genotypmatrix G' entstehe aus G, in-
dem von zwei gleichen Spalten eine geloscht wird. Dann existiert eine PPP-Losung
der Grofle maximal d fiir G genau dann, wenn eine PPP-Losung der Grifse maxi-
mal d fiir G’ existiert.

Beweis. Falls alle Spalten in G paarweise verschieden sind, dann ist G gleich G’
und die Aussage ist richtig. Falls G zwei gleiche Spalten enthilt, seien s und s
zwei solche Spalten und G’ entstehe aus G durch Loschen der Spalte s'.

Nur-wenn-Teil: Da G’ eine Untermatrix von G darstellt, ist diese Beweisrich-
tung einfach zu zeigen. Aus einer PPP-Losung (H,By) fiir G lésst sich durch Lo-
schen der Spalte s’ in H und By eine PPP-Losung fiir G’ erstellen. Die Anzahl der
paarweise verschiedenen Haplotypen kann sich dabei nicht erhohen.

Wenn-Teil: Wir nehmen nun an, dass fiir die Genotypmatrix G’ eine PPP-
Losung (H',By) der GroBe d existiert. Eine PPP-Losung (H,By) fiir G entsteht
nun folgendermaBen: Die Haplotypmatrix H entsteht aus H’, indem die Spalte s
nach Spalte s’ kopiert wird und der Baum By entsteht aus By, indem die Kante,
welche mit s markiert ist, zusitzlich mit s’ markiert wird und jede Knotenmarkie-
rung um Spalte s’ erweitert wird. Es gilt nun, dass G durch H erklirt wird und
dass By eine perfekte Pfadphylogenie fiir H ist, da sich Eigenschaft 4 aus Defini-
tion 2.1 von Spalte s auf Spalte s iibertrigt. AuBerdem erhoht sich die Anzahl der
paarweise verschiedenen Haplotypen nicht, da zwei Haplotypen, die in Spalte s’
verschieden sind, auch in Spalte s verschieden sind. 0

Der Beweis zu Lemma 3.22 lasst sich analog fiir perfekte Phylogenien fiihren.

Mit Lemma 3.22 folgt, dass sich die Grofle einer minimalen gerichteten PPP-
Losung nicht d@ndert, wenn von gleichen Spalten alle bis auf eine geloscht werden.
Im Folgenden wird daher angenommen, dass die Spalten einer Genotypmatrix G
paarweise verschieden sind. Insgesamt ergibt sich eine Vorverarbeitung, die jede
0-Spalte und von gleichen Spalten alle bis auf eine 16scht. Eine Genotypmatrix,
die durch diese Vorverarbeitung entsteht, wird im Weiteren eine vorverarbeitete
Genotypmatrix genannt.

Aufbau und Grofle gerichteter perfekter Pfadphylogenien. Fiir Genotypma-
trizen, die aus der vorgestellten Vorverarbeitung entstehen, wird nun der prinzipi-
elle Aufbau und die GroBe gerichteter PPP-Losung untersucht. Lemma 3.23 trifft
eine Aussage iiber den Aufbau gerichteter PPP-Losungen und Lemma 3.24 trifft
darauf aufbauend eine Aussage iiber die Grofle gerichteter PPP-Losungen.

Lemma 3.23. Sei G eine vorverarbeitete n x m Genotypmatrix und (H,Bpy) eine
gerichtete PPP-Losung fiir G. Dann gilt:

1. Jede Kante von By ist mit genau einer Spalte markiert und
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2. By besteht aus m Kanten, deren Markierungen paarweise verschieden sind.

Beweis. Wir nehmen nun an, dass in By eine Kante existiert, die mit zwei Spalten
markiert ist und fiihren dies zu einem Widerspruch. Seien hierzu s und s’ zwei Spal-
ten, die eine gemeinsame Kante in By markieren. Da By eine gerichtete perfekte
Phylogenie ist, gilt mit Punkt 4 von Definition 2.1, dass ein Haplotyp in By genau
dann in einer Spalte den Eintrag 1 besitzt, wenn diese Spalte auf dem Weg von der
Wurzel zu dem Haplotyp vorkommt. Da s und s die selbe Kante markieren, gilt
somit fiir jeden Haplotyp & die Gleichung A[s] = h[s']. Die Spalten s und s’ sind da-
her in H identisch. Sei nun g ein Genotyp in G sowie seien 4 und /' die erklirenden
Haplotypen zu g aus H. Mit obiger Eigenschaft gilt i[s] = A[s']| und A'[s] = i[5/
und folglich g[s] = g[s]. Somit sind die Spalten s und s" in G identisch. Dies steht
aber im Wiederspruch zu der Annahme, dass G vorverarbeitet ist. Es folgt, dass
By keine Kante besitzt, die mit mehr als einer Spalte markiert ist. Nach Punkt 3
von Definition 2.1 ist zudem jede Kante in By markiert. Insgesamt folgt, dass jede
Kante in By mit genau einer Spalte markiert ist.

Mit Punkt 2 von Definition 2.1 kommt jede Spalte aus G als Kantenmarkie-
rung in jeder PPP Losung fiir G vor. Dies sind m paarweise verschiedene Spalten.
Mit dem oben bewiesenen Punkt 1 existiert nun eine 1 : 1-Zuordnung zwischen
Spalten und Kanten. Es folgt, dass By aus m Kanten besteht, deren Markierungen
paarweise verschieden sind. 0

Genotypen, die den Eintrag 1 enthalten, werden im Weiteren 1-Genotypen ge-
nannt. Beispielsweise ist 0122 ein 1-Genotyp. Es ldsst sich direkt erkennen, dass
kein 1-Genotyp den Haplotyp O...0 zur Erkldrung verwendet. Genotypen, die nur
Eintriige aus {0,2} enthalten, werden im Weiteren {0,2}-Genotypen genannt. Zum
Beispiel ist 0220 ein {0,2}-Genotyp.

Lemma 3.24. Sei G eine vorverarbeitete n x m Genotypmatrix und (H,By) eine
gerichtete PPP-Losung der Grofie d fiir G. Dann gilt m < d < m+ 1 und folgende
Aussagen sind dquivalent:

1. H enthdilt genau m paarweise verschiedene Haplotypen.

2. Die Wurzel von By ist nicht mit einem Haplotyp aus H markiert.

3. Der Haplotyp O...0 kommt nicht in H vor.

4. Jeder {0,2}-Genotyp in G umfasst Spalten aus beiden Zweigen von By.

Beweis. Es sei G eine vorverarbeitete n X m Genotypmatrix und (H,By) eine ge-
richtete PPP-Losung der Grofie d fiir G. Wir zeigen nun eine obere und eine untere
Schranke fiir die GréBe von (H,By) und beginnen mit der oberen Schranke. Mit
Lemma 2 gibt es in By genau m viele Kanten und damit genau m + 1 viele Knoten.
Somit enthilt By maximal m 4 1 paarweise verschiedene Haplotypen, da Haplo-
typen nur verschieden sein konnen, wenn sie verschiedene Knoten markieren. Da
jeder Haplotyp aus H auch in By vorkommit, ist die Menge der paarweise verschie-
denen Haplotypen in H durch m + 1 nach oben beschridnkt. Nun beschrinken wir
die Anzahl der paarweise verschiedene Haplotypen in (H, By ) nach unten. Hierzu
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sei w die Wurzel von By und v ein beliebiger Knoten in By, der nicht die Wurzel
ist. Wir zeigen nun, dass v mit einem Haplotyp aus H markiert ist und unterschie-
den dazu zwei Fille zur Lage von v in By:

Fiir den ersten Fall sei der Knoten v mit genau einer Kante, die mit der Spalte
s markiert ist, inzident. Wir nehmen nun an, dass v mit keinem Haplotyp aus H
markiert ist. Dann gilt A[s] = O fiir jeden Haplotyp & aus H und somit ist s eine 0-
Spalte in H und daher eine 0-Spalte in G. Dies steht im Widerspruch dazu, dass G
eine vorverarbeitete Genotypmatrix ist und insbesondere keine O-Spalte enthilt. Es
folgt, dass in einer gerichtete PPP-Losung fiir G jedes Blatt, das nicht die Wurzel
ist, mit einem Haplotyp aus H markiert ist. Abbildung 7a zeigt diesen Fall.

Fiir den zweiten Fall sei der Knoten v mit genau zwei Kanten inzident. Eine der
Kanten sei mit Spalte s und die andere mit Spalte s' markiert. Wir nehmen nun an,
dass v mit keinem Haplotyp aus H markiert ist. Sei & ein beliebiger Haplotyp in H.
Die Spalte s liegt in By genau dann auf dem Weg von der Wurzel zu A, wenn dies
fiir 5" gilt und mit Punkt 4 von Definition 2.1 folgt somit A[s| = h[s]. Die Spalten
s und " sind daher in H und in G identisch. Dies steht im Widerspruch dazu, dass
G vorverarbeitet ist. Es folgt, dass in einer gerichteten PPP-Losung fiir G jeder
innere Knoten, der nicht die Wurzel ist, mit einem Haplotyp aus H markiert ist.
Abbildung 7b zeigt diesen Fall.

Auf m Knoten einer perfekten Pfadphylogenie treffen der erste oder der zweite
Fall zu. Jeder dieser Knoten ist mit einem Haplotyp aus H markiert und somit um-
fasst H mindestens m paarweise verschiedene Haplotypen. Hieraus folgt insgesamt
m<d<m+1.

Nun wird die Aquivalenz der Aussagen 1 bis 4 gezeigt: Hierzu sei G wieder ei-
ne vorverarbeitete n x m Genotypmatrix und (H, By ) eine PPP-Losung der Grofie d
fiir G.

(I = 2) Mit der obigen Argumentation folgt, dass jeder der m Knoten, der in
By nicht Wurzelknoten ist, mit einem Haplotyp aus H markiert ist. Falls nun d = m
gilt, so verteilen sich die m Haplotypen auf die Knoten, die nicht die Wurzel sind
und die Wurzel ist nicht markiert.

(2 = 3) Da By eine gerichtet ist, kann der Haplotyp 0...0 nur die Wurzel
markieren. Falls die Wurzel in By nicht mit einem Haplotyp aus H markiert ist,
kommt in H somit nicht der Haplotyp O...0 vor.

(3 = 4) Fiir diesen Beweisteil nehmen wir an, dass in G ein {0,2}-Genotyp g
existiert, der nur Spalten umfasst, die im Zweig By ; von By liegen. Seien 4 und /'
die Haplotypen in H, die g erkliren. Es gilt dann, dass 4 und /" in By ; liegen und
wir nehmen 0.B.d.A. an, dass h auf dem Weg von der Wurzel zu /' liegt. Da g ein
{0,2}-Genotyp ist, existiert keine Spalte in der 2 und A’ den Eintrag 1 enthalten.
Somit folgt, dass h gleich dem Haplotyp O...0 ist.

(4 = 1) Es gelte Aussage 4 und g sei ein beliebiger Genotyp in G. Wir zeigen
in einem ersten Schritt, dass keiner der erklarenden Haplotypen zu g der Haplotyp
0...0 ist und unterscheiden dazu zwischen {0,2}-Genotypen und 1-Genotypen.
Falls g ein {0,2}-Genotyp ist, dann umfasst g nach Voraussetzung Spalten in bei-
den Zweigen von By und die erklarenden Haplotypen zu g enthalten jeweils min-
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destens einmal den Eintrag 1. Falls g ein 1-Genotyp ist, dann enthalten die er-
kldrenden Haplotypen an mindestens einer gemeinsamen Stelle den Eintrag 1. Die
Haplotypmatrix H, welche G erklart, enthilt somit nur Haplotypen, die den Eintrag
1 enthalten. Eine gerichtete perfekte Pfadphylogenie mit m Kanten enthilt maxi-
mal m Haplotypen, die eine 1 enthalten und somit enthdlt H maximal m paarweise
verschiedene Haplotypen, also gilt d < m. Mit obiger Argumentation gilt auBerdem
m < d und folglich enthilt H genau m paarweise verschiedenen Haplotypen.

Abbildung 7: Die Abbildung zeigt die beiden Fille, die sich ergeben, wenn man die Lage
von Knoten in einer perfekte Pfadphylogenie betrachtet. Der Knoten w ist die Wurzel und
der Knoten v ist ein Knoten, der nicht die Wurzel ist. Die Spalten s und s markieren
Kanten. Der Knoten v ist entweder ein Blattknoten (a) oder ein innerer Knoten (b).

Im Beweis zu Lemma 3.24 wird bei der Fallunterscheidungen nicht der Wur-
zelknoten einer gerichteten perfekten Pfadphylogenie betrachtet. So ergibt sich,
dass die GroBe jeder gerichteten perfekten Pfadphylogenie fiir eine vorverarbeite-
te Genotypmatrix mit m Spalten nicht kleiner als m und groBer als m + 1 ist. Es
lassen sich Genotypmatrizen konstruieren, fiir die eine gerichtete PPP-Lsung der
GroBe m und eine gerichtete PPP-Losung der GroB3e m + 1 existiert. Es lassen sich
aber auch Genotypmatrizen konstruieren, bei denen die GroBe einer minimalen
gerichteten PPP-Losung m + 1 betrédgt. Beispiele hierzu zeigt Abbildung 8.

Algorithmus fiir minimale gerichtete perfekte Pfadphylogenien. Nun wird
untersucht, unter welchen Bedingungen eine vorverarbeitete Genotypmatrix eine
gerichtete PPP-Losung der Grofle m besitzt und daraus eine logarithmisch platz-
beschrinkte Turingmaschine fiir MPPPH abgeleitet. Hierzu werden Spalten nicht
durch Indizes referenziert sondern, wie im Abschnitt 3.3.4, durch Spaltenvektoren
dargestellt. Wenn wir also im Folgenden von einer Spalte s aus einer Genotypma-
trix G sprechen, dann kann man die einzelnen Eintriige der Spalte durch s]i] erhal-
ten. Aulerdem werden auch die Ordnung auf Spaltenvektoren >~ und Begriffe aus
der Ordnungtheorie, die in Abschnitt 3.3.4 eingefiihrt wurden, weiter verwendet.
Analog zur entsprechenden Definition in Abschnitt 2.3 umfasst die Zeile i in einer
Genotyp- oder Haplotypmatrix die Spalte s, falls s[i] # 0 gilt. Anstatt von Zeilen
sprechen wir bei Genotypmatrizen auch von Genotypen und bei Haplotypmatrizen
auch von Haplotypen. Sei G eine Genotypmatrix, die eine gerichtete perfekte Pfad-
phylogenie zuldsst und S die Menge der Spaltenvektoren in G. Aus Abschnitt 3.3.4
ist bekannt, dass dann (S,>) maximal die Weite 2 besitzt und fiir jedes k > 3
die Menge hmay(S) leer ist. Fiir die Mengen hma; (S) und hma;(S) ergeben sich
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Abbildung 8: Die Abbildung zeigt zwei vorverarbeitete Genotypmatrizen mit gerichteten
PPP-Losungen. Fiir die Genotypmatrix G ist (H;,Bg,) eine gerichtete PPP-Losung der
GroBe 3 und (H»,Bpn,) eine gerichtete PPP-Losung der GroBe 2. Eine minimale Losung
fiir G hat somit die GroBe 2. Fiir die Genotypmatrix G’ ist (H', By) eine gerichtete PPP-
Losung der GroBe 3. Fiir G existiert keine gerichtete PPP-Losung der GroBe 2 und somit
hat eine minimale Losung fiir G die GroBe 3. In den PPP-Losungen der GréBe 3 sind
alle Knoten markiert und fiir die PPP-Losung der GroBe 2 gelten die Aussagen 1 bis 4
von Lemma 3.24. Die Wurzeln der perfekten Phylogenien werden in der Abbildung durch
senkrechte Balken angezeigt.

1 2 1 2
G [0 1] , [0 2]
2 2 G=l2 o
I 1 2
-0 1- ] 2 -0 1- 1 2
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folgendermalien drei Félle: Entweder genau eine der beiden Mengen ist leer oder
beide Menge sind nicht leer. Der Aufbau von (S, >) ist fiir diese Fille schematisch
in Abbildung 9 dargestellt. In den folgenden drei Lemmata wird fiir jeden Fall eine
Aussage angegeben, die genau dann wabhr ist, wenn fiir G eine PPP-Losung der
Grolle m existiert.

Lemma 3.25. Sei G eine vorverarbeitete n x m Genotypmatrix, die eine gerichtete
perfekte Pfadphylogenie zuldsst und (S,>) die partiell geordnete Menge der Spal-
ten in G, fiir die hma, (S) = {s*} und hmay(S) = 0 gilt. Es existiert genau dann
eine PPP-Losung der Grifie m fiir G, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt
ist:

1. Die Genotypmatrix G enthdilt keinen {0,2}-Genotyp.
2. Esexistiert eine Spalte, die jeder {0,2}-Genotyp umfasst und kein 1-Genotyp
umfasst.

Beweis. Wie schon im Beweis zu Satz 3.18 festgestellt, ist (S,>) in diesem Fall
eine Kette. Abbildung 9b zeigt diesen Fall.

Nur-wenn-Teil: Nun nehmen wir an, dass fiir G eine gerichtete PPP-Losung
(H,Bp) der Grofe m existiert. Falls ein {0,2}-Genotyp g in G vorkommt, dann
umfasst g mit Punkt 4 von Lemma 3.24 Spalten in beiden Zweigen von By und so-
mit ist kein Zweig leer. Wie nehmen nun 0.B.d.A. an, dass die Spalte s* in By ; liegt
und sehen, dass sie die oberste Spalte in By ; ist. Sei nun g ein beliebig gewihlter
1-Genotyp und s eine Spalte, in der g den Eintrag 1 enthilt. Da hma; (S) = {s*} und
somit s* > s gilt, hat g auch in Spalte s* den Eintrag 1. Also hat jeder 1-Genotyp
in Spalte s* den Eintrag 1. Zusammen folgt, dass jeder Haplotyp, der fiir einen 1-
Genotyp zur Erkldrung verwendet wird, in Zweig By ; liegt und daher auch jede
Spalte, die von einem 1-Genotyp umfasst wird, in Zweig By ; liegt. Sei nun s das
oberste Element des nichtleeren Zweiges By . Jeder 1-Genotyp umfasst nicht die
Spalte " und jeder {0,2}-Genotyp umfasst die Spalte s, der er Spalten aus beiden
Zweigen umfasst.

Wenn-Teil: Fiir diese Beweisrichtung unterscheiden wir, ob eine Genotypma-
trix nur 1-Genotypen oder auch {0,2}-Genotypen enthilt. Falls einerseits G kei-
nen {0,2}-Genotyp enthilt, dann gilt mit Lemma 3.24, dass eine gerichtete PPP-
Losung der GroBe m fiir G existiert. Falls andererseits G einen {0,2}-Genotyp
enthilt, dann sei s” die groBte Spalte in (S, =), in der jeder 1-Genotyp den Eintrag
0 und jeder {0,2}-Genotyp den Eintrag 2 enthilt. Da hma; (S) = {s*} und somit
s* = s gilt, enthilt jeder {0,2}-Genotyp in der Spalte s* den Eintrag 2. Nun be-
trachten wir eine beliebige PPP-Losung (H,By) fiir G. Falls einerseits s’ und s* in
verschiedenen Zweigen von By liegen, dann umfasst jeder {0,2}-Genotyp Spal-
ten in beiden Zeigen und (H, By ) hat die GroRe m. Falls andererseits s’ und s* im
Zweig By ; liegen, ldsst sich eine PPP-Losung (H',By) der GroBe m aus (H,By)
folgendermaBen konstruieren: Die Spalte s’ wird zur obersten Spalte von By , ge-
setzt und fiir jeden {0,2}-Genotyp werden die beiden erkldrenden Haplotypen an
der Stelle s’ invertiert. Dadurch wird jeder {0, 2 }-Genotyp weiterhin von zwei Hap-
lotypen erklért aber der Haplotyp 0. .. 0 verschwindet. Die erkldrenden Haplotypen
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fiir einen 1-Genotyp veridndern sich nicht, da sie im Zweig By ; und oberhalb von
s’ liegen. Die so konstruierte gerichtete PPP-Losung (H’,By) enthilt nicht den
Haplotyp 0...0 in H und hat daher mit Lemma 3.24 die Groé8e m. O

Lemma 3.26. Sei G eine vorverarbeitete n x m Genotypmatrix, die eine gerich-
tete perfekte Pfadphylogenie zuliisst und (S,>) die partiell geordnete Menge der
Spalten in G, fiir die hma,(S) = 0 und hmay(S) = {s1,s2} gilt. Es existiert genau
dann eine PPP-Losung der Grofie m fiir G, wenn jeder {0,2}-Genotyp die Spalten
s1 und so umfasst.

Beweis. Nach Voraussetzung sind die Spalten s; und s; nicht vergleichbar. Folglich
liegen sie in verschiedenen Zweigen jeder PPP-Losung (H,By) fiir G. Sei s; in
By und s in By, (der umgekehrte Fall ist symmetrisch). Da hmay (S) = {s1,s2}
wissen wir, dass sy die oberste Spalte von By ; ist und ebenso, dass s die oberste
Spalte von By , ist. Abbildung 9b zeigt diesen Fall der partiell geordneten Menge
(S.2).

Mit Lemma 3.24 gelten folgende zwei Aussagen: 1) Falls jeder {0,2}-Genotyp
s1 und s, umfasst, hat eine PPP-Losung fiir G die GroBle m. 2) Falls eine PPP-
Losung (H,By) fiir G die Grofie m besitzt, umfasst jeder {0,2}-Genotyp Spalten
in beiden Zweigen und damit die Spalten s, und s,. ]

Lemma 3.27. Sei G eine vorverarbeitete n x m Genotypmatrix, die eine gerich-
tete perfekte Pfadphylogenie zuliisst und (S,>) die partiell geordnete Menge der
Spalten in G, fiir die hma, (S) = {s*} und hmay(S) = {s1,s2} gilt. Es existiert eine
PPP-Losung der Grofie m fiir G, wenn eine der folgenden Fille eintritt:

1. Ein 1-Genotyp umfasst die Spalte s\ und jeder {0,2}-Genotyp umfasst die
Spalte s;.

2. Ein 1-Genotyp umfasst die Spalte sy und jeder {0,2}-Genotyp umfasst die
Spalte 5.

3. Es existiert eine Spalte s' mit s' = s1, s' = s und s' # s*, so dass jeder {0,2}-
Genotyp die Spalte s' umfasst und kein 1-Genotyp die Spalte s' umfasst.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt hma, (S) = {s*} und hma,(S) = {s1,s2}. Abbil-
dung 9c zeigt diesen Fall der partiell geordneten Menge (S, ), die die Weite 2
besitzt.

Nur-wenn-Teil: Wie nehmen an, dass G eine gerichtete PPP-Losung (H,Bp)
besitzt und zeigen, dass dann eine der Aussagen 1 bis 3 gilt. Nach Voraussetzung
liegen die Spalten s; und s, in verschiedenen Zweigen von By und somit besteht
By aus zwei nichtleeren Zweigen, die wir mit By ; und By , bezeichnen. Wir neh-
men an, dass s* und sy in By, liegen und dass s> in By, liegt (fiir s* und s, in
einem gemeinsamen Zweig lésst sich die nun folgende Argumentation analog fiih-
ren). Wie im Beweis zu Lemma 3.25 ldsst sich erkennen, dass s* die oberste Spalte
in By ist, jeder Genotyp die Spalte s* umfasst und jede Spalte, die von einem 1-
Genotyp umfasst wird, im Zweig By ; liegt. Im Weiteren bezeichne S; die Menge
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der Spalten, die von einem 1-Genotyp umfasst werden. Wir unterscheiden nun, ob
die Spalte s in S| liegt oder nicht in Sy liegt.

Falls 51 in S liegt, dann liegt jede Spalte, die groBer als s; ist, ebenfalls in
S1. Wegen hmay(S) = {s1,s2} ist folglich s, die oberste Spalte im Zweig By ;.
Da (H,By) die GroBe m besitzt, umfasst mit Lemma 3.24 jeder {0,2}-Genotyp
Spalten in beiden Zweigen und insbesondere s,.

Falls andererseits s1 nicht in S liegt, nehmen wir an, dass s, das oberstes Ele-
ment von By , ist. Wieder umfasst jeder {0,2}-Genotyp die Spalte s,, da (H,Bp)
die GroBe m besitzt. Da jede Spalte aus Sy im Zweig By liegt, ist s nicht in §
enthalten. Es umfasst also kein 1-Genotyp die Spalten s; oder s;. Da s; und s;
nach Voraussetzung nicht vergleichbar sind, muss G somit in den Spalten s; und
sy die Untermatrix [(2) %] enthalten. Dies steht im Widerspruch dazu, dass jeder
{0,2}-Genotyp die Spalte s, umfasst. Folglich kann die Spalte s, in diesem Fall
nicht oberstes Element von By , sein. Es existiert daher eine Spalte s’ mit s’ > s,
s’ = 51 und s’ # s*, die oberstes Element von By , ist. Diese Spalte wird von jedem
{0,2}-Genotyp umfasst und von keinem 1-Genotyp umfasst.

Wenn-Teil: Wir nehmen nun nacheinander an, dass eine der Aussagen 1 bis 3
gilt und zeigen jeweils, dass dann eine gerichtete PPP-Losung der Grofe m fiir G
existiert.

Fiir die erste Aussage nehmen wir an, dass mindestens ein 1-Genotyp die Spal-
te s; umfasst und jeder {0,2}-Genotyp die Spalte s, umfasst. Sei nun (H, By ) eine
beliebige gerichtete PPP-Losung fiir G und Spalte s* liege im Zweig By ;. Nach
Voraussetzung gilt hma; (S) = {s*} und somit umfasst jeder Genotyp die Spalte s*.
Hieraus folgt, dass jede Spalte, die von einem 1-Genotyp umfasst wird, im Zweig
By ; liegt. Insbesondere gilt dies also auch fiir s;. Da 51 in By ; liegt und s; und
57 nicht vergleichbar sind, liegt s, folglich in By ,. Zusammen gilt, dass s* und s,
in verschiedenen Zweigen von By liegen und von jedem {0,2}-Genotyp umfasst
werden. Mit Lemma 3.24 hat (H,By) daher GroBe m. Fiir den Fall, dass minde-
stens ein 1-Genotyp die Spalte s, umfasst und jeder {0,2}-Genotyp die Spalte s;
umfasst, ldsst sich der Beweis analog fiihren.

Fiir die dritte Aussage nehmen wir an, dass eine Spalte s’ mit s’ > sy, s = 52
und s’ # s* existiert, die jeder {0,2}-Genotyp umfasst und kein 1-Genotyp umfasst.
Dieser Beweisteil ist dhnlich zum Beweis von Lemma 3.25. Zuerst stellen wir, ana-
log zu den schon gefiihrten Beweisen fest, dass jeder {0,2}-Genotyp die Spalte s*
umfasst. Jetzt betrachten wir eine beliebige gerichtete PPP-Losung (H,By) und
unterscheiden zwei Fille. Falls einerseits s* und s” in verschiedenen Zweigen lie-
gen, dann umfasst jeder {0,2}-Genotyp Spalten in beiden Zweigen und (H,Bp)
hat die GroBe m. Falls andererseits s* und s’ im gleichen Zweig By ; liegen, dann
ldsst sich eine gerichtete PPP-Losung (H', By:) der GroBe m fiir G wie im Beweis
zu Lemma 3.25 konstruieren: Die Spalte s wird zur obersten Spalte von By , ge-
setzt und fiir jeden {0, 2}-Genotypen werden die erklidrenden Haplotypen in Spalte
s' invertiert, wobei der 0...0 verschwindet. Fiir jeden 1-Genotyp bleiben die er-
kldrenden Haplotypen erhalten. Die so konstruierte gerichtete PPP-Losung enthilt
nicht den Haplotyp 0. ..0 und hat damit nach Lemma 3.24 die Gro3e m. O
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Abbildung 9: Falls eine partielle geordnete Menge (S, =) die Weite 2 besitzt, dann ist fiir
jedes k > 3 die Menge hmay (S) leer. Betrachtet man die Mengen hma; (S) und hma;(S),
so ist entweder genau eine der Mengen leer oder beide sind nicht leer. Hieraus ergeben
sich drei Moglichkeiten zum Aufbau von (S, =), die in dieser Abbildung schematisch dar-
gestellt werden. Eine durchgezogene Linie zwischen einem Element 7 und einem dariiber-
liegenden Element ' bedeutet, dass ¢’ >= ¢ gilt und in der Ordnung kein drittes Element
existiert, welches groBer als ¢ und kleiner als ¢/ ist. Eine gestrichelte Linie bedeutet, dass
sich eine Kette beliebiger Linge zwischen den Elementen befinden kann. Diese Kette kann
auch leer sein, dann sind die angrenzenden Elemente identisch. Gekreuzte gestrichelte Li-
nien zeigen eine beliebige Ordnung der Weite 2 an, die an zwei oberste Elemente angefiigt
ist. In den Lemmata 3.25 und 3.27 werden die Eigenschaften einer Spalte s’ beschrieben,
die kein 1-Genotyp aber jeder {0,2}-Genotyp umfasst. Falls eine solche Spalte s existiert,
dann liegt sie wie abgebildet in der partiellen Ordnung.

hma; (S) = {s*}, hma; (S) = 0, hma; (S) = {s*},
hmaz(S) =0 hmag(S) = {51,52} hmaz(S) = {Sl,s2}
*s" e 5] 52 *s"
+s/ //\\\ +S/
! (b)
(a)
\Sl 7/ S2

Satz 3.28. ger-MPPPH < L.

Beweis. Es wird nun gezeigt, dass das Problem ger-MPPPH, dessen Eingabe aus
einer Genotypmatrix G und einem Budgetwert d besteht und das nach der Exi-
stenz einer gerichteten PPP-Losung mit maximaler Grofle d fiir G fragt, durch
eine logarithmisch platzbeschréinkte deterministische Turingmaschine geldst wer-
den kann. Hierzu wird im Folgende ein Algorithmus beschrieben, der das Problem
ger-MPPPH 16st und sich mit einer Turingmaschine implementieren lésst.

Der Algorithmus erhilt als Eingabe eine n x m Genotypmatrix G und einen
Budgetwert d. Die Entscheidung, ob G eine gerichtete PPP-Losung der Grole d
besitzt, teilt sich folgendermallen in mehrere Schritte auf:

Zuerst wird getestet, ob G eine gerichtete PPP-Losung besitzt. In Satz 3.18
wurde gezeigt, dass sich das Problem ger-PPPH durch eine Formel in Priadikaten-
logik erster Stufe beschreiben ldsst. Jedes Problem, das sich durch eine Formel in
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Pridikatenlogik erster Stufe beschreiben lésst, ldsst sich auch mit einer determi-
nistischen logarithmisch platzbeschrinkten Turingmaschine entscheiden [25, Seite
45f]. Falls G keine PPP-L&sung besitzt, wird an dieser Stelle im Algorithmus mit
,»hein® geantwortet und beendet. Andernfalls wird folgendermalen fortgefahren:

Es sei G’ die n’ x m’ Genotypmatrix, die aus G durch Vorverarbeitung entsteht.
Mit der Vorverarbeitung folgt, dass die GroBe einer kleinsten PPP-Losung fiir G
und G’ gleich ist. Die Frage, ob G eine PPP-Losung der GroRe maximal d besitzt,
ist also gleichbeutend mit der Frage, ob G’ eine PPP-Losung der GroRe maximal
d besitzt. Es reicht also aus die Frage fiir G’ korrekt zu beantworten. Wir wissen
an dieser Stelle im Algorithmus, dass die Genotypmatrix G’ eine gerichtete PPP-
Losung besitzt, da G eine gerichtete PPP-Losung besitzt. Lemma 3.24 sagt aus,
dass jede PPP-Losung fiir G’ maximal die GroBe m’ + 1 besitzt. Falls d > m’ gilt,
wird daher an dieser Stelle ,,ja* ausgegeben und beendet. Falls d < m’ gilt, besitzt
G’ mit Lemma 3.24 keine gerichtete PPP-Losung der GroRe d und es wird an dieser
Stelle ,,nein* ausgegeben und beendet. Der Wert m/, die Anzahl der Spalten in der
Genotypmatrix G’, lisst sich folgendermaBen mit logarithmischem Platzaufwand
bestimmen: Es wird Schritt fiir Schritt jede Spalte der Genotypmatrix G betrach-
tet. Falls eine Spalte keine O-Spalte ist und Spalten, die mit ihr identisch sind, nur
einen kleineren Index besitzen, wird ein Zihler um den Wert 1 erhoht. Auf diese
Weise wird von gleichen Spalte jeweils eine gezéhlt und die O-Spalten werden aus-
gespart. Nachdem alle Spalten betrachtet wurden, entspricht der Zdhler der Anzahl
von Spalten in G'. Der Vergleich von d und m’ ist ebenfalls mit logarithmischem
Platzaufwand mdéglich und somit benétigt der gesamte Schritt nur logarithmischen
Platz.

Fiir den Fall, dass d = m gilt, besitzt G’ genau dann eine gerichtete PPP-Losung
der Grofle d, wenn eines der Lemmata 3.25, 3.26 oder 3.27 zutrifft. Das heifit,
es muss jeweils neben der Voraussetzung die entsprechende Aussage gelten. Wie
wissen, dass G’ eine gerichtete perfekte Pfadphylogenie zulisst. Die weiteren Vor-
aussetzungen und die Aussagen fiir die Lemmata 3.25, 3.26 und 3.27 werden nun
Schrittweise durch Formeln beschrieben. Ziel ist es, dadurch zu zeigen, dass sich
die Voraussetzungen und Aussagen durch eine deterministische Turinmaschine mit
logarithmischem Platz testen lassen.

Um nur die Spalten zu betrachten, die bei der Vorverarbeitung von G nach G’
nicht geldscht werden, beschreibt folgende Formel eine Spalte, die in der Vorver-
arbeitung nicht geloscht wird:

Sver(5) = (30 2(2))[G1(2:5) V Gz, )]
(=35.S(s")[s" < s A (V2.Z2(2))[Go(z,5") A Go(z,s)V
Gi(z,s") NGy(z,5)V
G2(z,5") NGa(z,5)]].

Die Voraussetzungen der Lemmata 3.25, 3.26 und 3.27 betreffen unter anderem
die hochsten maximalen Antiketten der Grofle 1 und 2. Um diese Voraussetzungen
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zu testen, beschreiben folgende Formeln, dass eine Spalte in der hochsten maxima-
len Antikette der GroBe 1 liegt bzw. dass zwei Spalten in der hochsten maximalen
Antikette der GroBe 2 liegen:

Phma, (57) = (V5.5(5) A Pvor(5))[9= (5™, 5)],
Phma, (51,52) = (= (51,52) V @ (52,51))A
(V5.5(s) A dvor(s5)) [
O (51,5) V @ (5,51) V @ (52,5) V 9= (5, 52)] A
(Vs.8(s) A dvor(s))

((9=(s;51) As 7 51) V (9 (5,52) A5 # 52)) —
(V2.S() A ¢vor (1)) [0 (5,2) V 9 (2, 5)]].

Nachfolgende Formel wird als Teilformel verwendet und beschreibt eine Spal-
te, die in G’ jeder {0,2}-Genotyp umfasst und jeder 1-Genotyp nicht umfasst:

Giedernz(s') = (V2.Z(2))[((35-5(5) A dvor (5))[G1 (2, 5)] = Go(z, ')A
((V5.5(s) A dvor (5))[2G1 (2, 5)] = Ga(z,5))].
An dieser Stelle im Algorithmus wissen wir, dass G’ eine gerichtete perfek-

te Pfadphylogenie zuldsst. Die folgenden drei Formeln beschreiben die restlichen
Teile der Vorraussetzungen von Lemmata 3.25, 3.26 und 3.27:

Pvorr, = (I5™.S(5™) A Pvor (s™)) [ Pma (s™)]A

(Vs1.8(s1) A Ovor (1), 52-5(52) A Ovor (52)) [=Phma, (51, 52)]
WvorrL, = (V5™.S(5™) A @vor (s7)) [ Phma, (s7)]A

(F51.8(s1) A Dvor (51),52-5(52) A Pvor (52)) [Phmay (51,52)],
PvorrLy = (I5™.S(5™) A Pvor (s™)) [ Phma (s™)]A

(351.8(s1) A Pvor (1), 52-8(52) A Ovor(52) ) [ Phma, (51,52)]-

Nachfolgende Formeln beschreiben die Aussagen von Lemmata 3.25, 3.26 und
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3.27:

PAussage 1 = = (35™.S(5™) A Ovor(s™)) [Phuma, (5™)A
((V2.Z(2))(3s.5(5) A dvor(5))[G1 (z,5) ]V
(F5.5(s) A dvor(s))[s # 5" A Bjedernz (5)])];
Paussage 2 = (I51.5(51) A Pvor(51),52.5(52) A Ovor (52)) [Phma, (S1,52) A
(Vz2.Z(2))[
(Vs.5(s) A dvor(s)) [2G1(2,8)] = (Ga(z,51) A Ga(z,52))]],
DAussage 3 = = (3Is*.S(s") A dvor(s*),51.5(s1) A Pvor(51),52.5(s52) /\(])Vor(SZ))[
Phmay (5™) A Phimay (51,52) A
(((F2.Z(2),5.5(s) A dvor(s))[G1(2,5) A (Gi(z,51) V Ga(2,51))| A
(V2.Z(2))[(Vs5.5(5) A dvor () [2G1 (2, 5)] = Ga(z,52)])V
((32.Z(2),5.5(5) A dvor(s))[G1(2,8) A (G (2,52) V Ga(z,52) )| A
(V2.Z(2))[(Vs5.5(5) A dvor(5)) [2G1 (2, 8)] — Ga(z,51)])V
(35".8(s") A dvor(s")) [
0= (5", 51) A 9= (s, 52) A" # 57 A jedernz(s')])]-

Da sich die Voraussetzungen und die Aussagen von Lemmata 3.25, 3.26 und
3.27 als Formeln in Préddikatenlogik erster Stufe beschreiben lassen, konnen sie
auch mit logarithmischem Platzaufwand von einer deterministischen Turingma-
schine gepriift werden. Falls nun fiir ein Lemma die Voraussetzung und die Aus-
sage erfiillt ist, so besitzt G’ eine gerichtete PPP-Losung der GroBe d = m und
es wird ,,ja* ausgegeben und beendet. Andernfalls wird ,,nein“ ausgegeben und
beendet. Das beschriebene Verfahren lisst sich insgesamt durch eine deterministi-
sche Turingmaschine berechnen, deren Platzbedarf logarithmisch in der Eingabe
ist. O

Neben dem Auswerten der verschiedenen Formeln berechnet der Algorithmus
im Beweis zu Satz 3.28 nur die Anzahl der Spalten in der Genotypmatrix G’, die
durch Vorverarbeitung aus der Eingabe entsteht. Die Anzahl der Spalten in G’ kann
man auch durch einen Schaltkreis logarithmischer Tiefe berechnen und die For-
meln von einem Schaltkreis logarithmischer Tiefe auswerten lassen. Durch Kom-
bination dieser Schaltkreise erhélt man einen Schaltkreis logarithmischer Tiefe fiir
ger-MPPPH und es ldsst sich erkennen, dass ger-MPPPH auch in der Schaltkreis-
komplexititsklasse NC! liegt.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Komplexitit von Haplotypisierungsverfahren, die auf
perfekten Phylogenien und kleinsten Haplotypmengen basieren, untersucht. Indem
neben neuen Resultaten auch Resultate aus der Literatur vorgestellt wurden, er-
gab sich ein Uberblick iiber die bisherige Forschung in diesem Bereich. Wie die
Probleme im einzelnen bearbeitet wurden, wird nun zusammenfassend dargestellt.

4.1 Ergebnisse der Arbeit

Fiir das Problem MH und {k,/}-beschrinkte Varianten von MH wurden in Ab-
schnitt 3.2 Resultate aus der Literatur zusammengetragen, die aussagen, dass schon
MH(3,3) NP-vollstindig ist, aber die Probleme MH(2, ) und MH(ee, 1) in P lie-
gen.

In Abschnitt 3.3 wurden erste Beweise dazu gegeben, dass PPH in Mod, L liegt
und L-hart ist. Diese Beweise basieren auf miindlich tiberlieferten Beweisskizzen
von Arfst Nickelsen und Till Tantau. Mit der Aussage PPH € Mod,L folgte, dass
PPH in der Klassen NC? liegt. Aus der L-Hirte von PPH folgte zum Beispiel,
dass sich PPH nicht durch eine Formel in Priadikatenlogik erster Stufe beschrei-
ben lisst. Da fiir die Probleme PPH(2,) und PPH(eo, 1) gezeigt wurde, dass sie
in FO liegen, konnten wir feststellen, dass die Haplotypisierung mittels perfekten
Phylogenien einfach ist, wenn die Eingabe nur sehr wenige heterozytische Eintra-
ge besitzt und schwerer wird, wenn die Anzahl der heterozytischen Eintrdge in der
Eingabe zunimmt. Durch Resultate aus der Literatur hat sich gezeigt, dass man
ein solches Verhalten nicht nur bei der Komplexitit (k,/)-beschriankter Varianten
von PPH sondern auch bei der Komplexitit (k,/)-beschriankter Varianten MH und
MPPH beobachten kann.

In Abschnitt 3.3 wurde neben der Haplotypisierung mittels perfekten Phyloge-
nien auch die Haplotypisierung mittels perfekten Pfadphylogenien betrachtet. Auf-
bauend auf der Arbeit von Gramm et al. [17] wurde in diesem Abschnitt gezeigt,
dass ger-PPPH und PPP in FO liegen und festgestellt, dass im gerichteten Fall die
Komplexitit der Haplotypisierung mittels perfekten Pfadphylogenien (ger-PPPH in
FO) echt kleiner als die Komplexitit der Haplotypisierung mittels perfekten Phy-
logenien (ger-PPH ist L-hart) ist.

Zu MPPH wurden in Abschnitt 3.4 Resultate aus der Literatur aufgezeigt,
die aussagen, dass schon MPPH(3,3) NP-vollstindig ist, aber MPPH(2,0) und
MPPH(eo, 1) in P liegen. An dieser Stelle zeigte sich, dass fiir die {k,/}-beschrin-
kten Varianten von MH und MPPH die gleichen komplexititstheoretischen Resul-
tate bekannt sind.

AbschlieBend wurde in Abschnitt 3.4 das Hauptresultat dieser Arbeit, dass
ger-MPPPH in L liegt, bewiesen. Der Beweis hierzu baute auf einer Idee von
Gramm et al. [17] auf, eine partielle Ordnung iiber den Spalten einer Genotyp-
matrix so mit zwei Ketten zu iiberdecken, dass sich eine PPP-Losung ergibt. Die-
ser Ansatz wurde in Abschnitt 3.4 um die Idee, die Genotypmatrizen beziiglich
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der Struktur der zugehdrigen partiellen Ordnung zu unterscheiden, erweitert. Auf
diese Weise konnten genaue Aussagen iiber den Aufbau und die GroBe perfekter
Pfadphylogenien getroffen werden.

Abbildung 4.1 gibt einen Uberblick iiber die Komplexitit der vorgestellten
Haplotypisierungsprobleme. In der Abbildung sind sowohl die neuen Resultate
dieser Arbeit als auch die bekannten Resultate aus der Literatur dargestellt.

4.2 Ausblick

Durch die Ergebnisse dieser Arbeit kann die eingangs gestellte Frage nach der
genauen Komplexitit der Haplotypisierungsprobleme weiter eingeschrinkt, aber
noch nicht abschlieend beantwortet werden. Es lassen sich neue Teilfragen zur
Komplexitit der Haplotypisierungprobleme stellen.

Als eines der Resultate dieser Arbeit wurde gezeigt, dass PPH in Mod,L liegt
und hart fiir die Klasse L ist. Dies wirft die Frage auf, ob PPH auch hart fiir Mod, L
ist oder vielleicht in L liegt.

Als ein weiteres Resultat wurde gezeigt, dass ger-MPPPH in L liegt. Es ist
aber nicht klar, ob auch die ungerichtete Variante MPPPH in L liegt. Eine @hnliche
Frage stellt sich fiir die Haplotypisierung mittels perfekten Pfadphylogenien. Die
gerichtete Variante ger-PPPH ist zwar in FO, aber es ist nicht klar, ob auch die
ungerichtete Variante PPPH in FO liegt. Durch eine Reduktion von PPPH auf PPH
(Hinzuftigen von Genotyp 2...2 zur Genotypmatrix) wissen wir bisher nur, dass
PPPH in Mod;L liegt. Die Frage ist nun: Lésst sich fiir die Haplotypisierung mittels
perfekten Pfadphylogenien beweisen, dass die ungerichtete Variante in FO liegt
(zum Beispiel durch eine Reduktion auf die gerichtete Problemvariante) oder ist
die ungerichtete Variante echt schwerer (zum Beispiel L-hart).

Durch die Resultate, die aus der Literatur angegeben wurden, lassen sich wei-
tere Fragestellungen ableiten. Zwar sind MH und MPPH NP-vollsténdig aber viel-
leicht lassen sich die Probleme auch durch Approximationsalgorithmen oder Fest-
parameteralgorithmen (zusammen mit einer sinnvollen Parametrisierung der Pro-
bleme) geeignet 16sen. Erste Ergebnisse in diese Richtungen sind bereits vorhanden
(fiir das Problem MH in [28, 29, 34, 35] und fiir das Problem MPPH in [35]).

Ein weiteres Problem, das nicht in dieser Arbeit behandelt wurde, ergibt sich,
wenn die Eingaben fiir die Haplotypisierung unvollstindig sind. Dies kann in der
Praxis auftreten, wenn die Methoden, die im Labor zum Auslesen der Erbinforma-
tion verwendet werden, nicht die Allele an jeder Basenposition bestimmen kénnen.
Fiir die Eingabe der Haplotypisierungsprobleme bedeutet dies, dass ein Eintrag
nicht nur den Wert O, 1 oder 2 besitzen kann sondern zusitzlich einen vierten Wert
annehmen kann, welcher angibt, dass fiir diesen Eintrag keine Information vor-
handen ist. Betrachtet man beispielsweise die Haplotypisierung mittels perfekten
Phylogenien und ldsst unvollstdndige Eingaben zu, dann lédsst sich die Problem-
stellung folgendermafBen definieren: Lassen sich die unbekannten Eintrdge in einer
unvollstindigen Genotypmatrix so mit 0, 1 oder 2 auffiillen, dass die aufgefiill-
te Genotypmatrix eine perfekte Phylogenie zulédsst? Es wurde bisher gezeigt, dass
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Abbildung 10: Die Abbildung zeigt eine Ubersicht iiber die Komplexitit der Haplotypi-
sierungsprobleme, die in dieser Arbeit behandelt wurden. Die verschiedenen Komplexi-
tatsklassen FO, L, Mod, L, P und NP wurden in Abschnitt 3.1 beschrieben. Es lasst sich er-
kennen, dass sich die Komplexitit (k,/)-beschrinkter Varianten von MH, PPH und MPPH
unterscheidet. Beispielsweise ist PPH(3,3) L-hart, aber PPH(2,0) und PPH(eo, 1) liegen
in FO. Die Komplexitidt nimmt also zu, wenn heterozytische Eintrdge in der Eingabe vor-
kommen. Analog lisst sich dies fiir MH und MPPH erkennen, wobei die dargestellten
(k,1)-beschriinkten Varianten hier NP-vollstindig sind oder in P liegen.

MH(3,3) ist MPPH(3,3) ist
NP-vollstindig. NP NP-vollstindig.

| . . |

PPH ist in Mod,LL
und PPH(3, )
ist L-hart.

|

« ger-MPPPH

FO

« PPH(o0, 1)
« PPH(2, )

o ger-PPPH
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dieses Problem NP-vollstindig ist [26] und dass die entsprechende Pfadvariante
ebenfalls NP-vollstiandig ist [17]. In Bezug auf diese Arbeit stellt sich nun die Fra-
ge, wie sich die Komplexitit der verschiedenen Haplotypisierungprobleme und der
(k,1)-beschrinkten Varianten im Detail verdndert, wenn man unvollstindige Daten
zuldsst.
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