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B ZUSAMMENFASSUNG

Die parametrisierte Komplexitdtstheorie befasst sich mit der komplexitatstheoreti-
schen Untersuchung von Problemen unter besonderer Beachtung ihrer inharenten
Parameter. Historisch bedingt liegt der Fokus dabei auf der Untersuchung der
Zeitkomplexitdten von Problemen. In dieser Arbeit wird ein Framework einge-
fihrt, welches die parametrisierte Komplexitatstheorie um Komplexitdtsklassen
und einen passenden Reduktionsbegriff erweitert, die erste systematische Unter-
suchungen beztiglich der Platzkomplexitaten von Problemen ermdglichen. Weiter
wird eine Auswahl von klassischen Problemen unter Verwendung dieses Frame-
works analysiert. Dies beinhaltet verschiedene Varianten, vor allem Zédhlvarianten,
von Zahlenproblem, dem Erfiillbarkeitsproblem fiir aussagenlogische Formeln
sowie Graphen- und Mengenproblemen, die mittels der Logspace-Versionen der
Sitze von Bodlaender und Courcelle bezuglich ihrer Platzkomplexitat klassifi-
ziert werden. AbschlieSend gibt diese Arbeit einen Ausblick auf weiterfithrende
Entwicklungen der parametrisierten Platzkomplexitat.
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B KAPITEL 1

EINLEITUNG

Die Komplexitat vieler Probleme dndert sich stark, wenn die Klasse der betrachte-
ten Probleminstanzen so eingeschrankt wird, dass Annahmen gemacht werden
konnen, die im Allgemeinen nicht giiltig sind. So existieren Graphenprobleme,
die auf Baumen oder planaren Graphen in polynomieller Zeit berechenbar sind,
wiahrend eine Berechnung des Problems auf beliebigen Graphen bisher nur in
exponentieller Zeit moglich ist und nach bisherigen Erkenntnissen und Einschat-
zungen von Experten beziiglich der P-NP-Frage auch bleiben wird (23).

Ein oft betrachtetes Konzept zur Einschrdankung von Probleminstanzen eines Gra-
phenproblems ist die beschrankte Baumweite, die zusammen mit dem Konzept der
Baumzerlegung von Robertsen und Seymour (39) eingefiihrt wurde. Die Baumweite
eines Graphen beschreibt, wie dhnlich dieser einem Baum ist; die Klasse der Gra-
phen mit beschriankter Baumweite beinhaltet diejenigen Graphen, die eine grofe
Ahnlichkeit zu Baumen haben. Die Baumzerlegung eines Graphen ist ein Baum,
der durch Zerlegung des betrachteten Graphen entsteht und die baumahnliche
Struktur eines Graphen darstellt. Aus der bestmoglichen Baumzerlegung eines
Graphen ergibt sich dessen Baumweite.

Fir Graphen mit beschrankter Baumweite lassen sich viele Probleme mittels
dynamischer Programmierung unter Verwendung einer zu der Baumweite kor-
respondierenden Baumzerlegung effizient berechnen, wie beispielsweise das NP-
vollstandige Farbbarkeitsproblem mit drei Farben, das sich so in linearer Zeit
entscheiden lasst (18). Die Berechnung der Baumzerlegung, die hierfiir benotigt
wird, lasst sich nach dem Satz von Bodlaender (6) fiir Graphen mit beschriankter
Baumweite ebenfalls in linearer Zeit berechnen, wahrend die Berechnung der
Baumweite und damit der Baumzerlegung fiir Graphen, deren Baumweite nicht
beschrankt ist, ein NP-vollstandiges Problem darstellt (2).

Werden Probleme betrachtet, deren Instanzen auf Graphen mit beschriankter
Baumweite begrenzt sind, so lassen sich Aussagen iiber deren Komplexitit treffen,
indem Algorithmen formuliert werden, die unter Verwendung der Baumzerlegung
und der problemabhingigen Eigenschaften eine Losung berechnen. Die Analyse
des Ressourcenverbrauchs solcher Algorithmen ermoglicht Aussagen tber die
Komplexitat des betrachteten Problems. Die Formulierung und Analyse dieser
Algorithmen ist jedoch oftmals sehr komplex. Durch den Satz von Courcelle (14)
ist es moglich, diese Vorgédnge zu vereinfachen, denn dieser besagt unter der Ver-
wendung des Satzes von Bodlaender, dass Aussagen in monadischer Logik zweiter
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Stufe iiber Graphen mit beschrankter Baumweite in linearer Zeit entscheidbar

sind.

Elberfeld, Jakoby und Tantau zeigten, dass die Sdtze von Bodlaender und Courcelle
auch gelten, wenn jeweils die lineare Zeitschranke durch eine logarithmische
Platzschranke ersetzt wird (17). Weiter zeigt sie, dass fiir monadische Formeln
zweiter Stufe mit freien Variablen zweiter Stufe ein Histogramm berechnet werden
kann, welches fiir die moglichen Kardinalitdten der freien Variablen angibt, wie
viele erfiillende Belegungen existieren. Durch das Histogramm kann fiir viele
Probleme nicht nur berechnet werden, ob eine Losung existiert, sondern auch, wie
viele Losungen existieren. In dieser Arbeit wird ein Framework zur Anwendung
der genannten Ergebnisse erstellt und verschiedene Probleme unter Verwendung

dieses Frameworks untersucht.

Das Framework besteht aus einer Erweiterung der parametrisierten Komplexitdits-
theorie, in der komplexitdtstheoretische Untersuchungen unter besonderer Be-
achtung von Problemparametern durchgefiihrt werden. Die Erweiterung erganzt
die parametrisierte Komplexitatstheorie, die sich bisher an der Untersuchung
von Zeitklassen orientiert hat, um Platzklassen und einen passenden Reduktions-
begriff. Anhand dieser Platzklassen wird anschliefend eine erste systematische
Untersuchung von parametrisierten Problemen beziiglich ihrer platzeffizienten
Berechnung durchgefiihrt. Dabei werden verschiedene Techniken zur Anwendung

der Sétze von Bodlaender und Courcelle in ihren Logspace-Versionen vorgestellt.

Eine Untersuchung von Problemen beziiglich ihrer platzeffizienten Berechenbar-
keit ist von grofser praktischer Relevanz. Eines der heutzutage meistverwendeten
Programmierparadigmen ist das der dynamischen Programmierung (4). Dieses Pa-
radigma wird zur Berechnung von Optimierungsproblemem unter Beachtung
des Optimalitatsprinzips von Bellman verwendet. Das Optimalitatsprinzip sagt
aus, dass sich bei einigen Optimierungsproblemen jede optimale Losung aus
optimalen Teillosungen des Problems ergibt. Das Paradigma der dynamischen
Programmierung greift dieses Prinzip auf, indem ein Problem in viele kleinere
Teilprobleme zerlegt wird und fiir diese optimale Teillosungen berechnet werden.
Aus diesen Teillosungen werden iterativ optimale Losungen fir grofiere Teilpro-
bleme und schlieilich das Gesamtproblem berechnet. Hierbei miissen bereits
ermittelte Teillosungen gespeichert werden, da auf diese bestindig zuriickgegrif-
fen wird. Konzeptionell ldsst sich ein Algorithmus, der nach dem Paradigma der
dynamischen Programmierung arbeitet, als eine Kombination aus einer Tabelle
und einem Algorithmus betrachten, bei dem der Algorithmus die Tabelleneintrage
berechnet.

Ein klassisches Problem, welches mittels dynamischer Programmierung berechnet
werden kann, ist suBseT-sum. Hierbei soll fiir eine gegebene Menge von natiir-
lichen Zahlen S = {wq,w»,...,w,} ermittelt werden, ob eine Teilmenge S’ ¢ S



existiert, sodass die Summe ihrer Elemente einem gegebenen Zielwert w ent-
sprechen. Ein einfacher Algorithmus zur Berechnung von suBseT-sum benoétigt
Zeit O(nw) und Speicherplatz O(w) (37). Da w binar kodiert ist, handelt es sich
hierbei um einen Exponentialzeitalgorithmus mit exponentiellem Platzverbrauch.
Ahnliche Algorithmen existieren fiir Probleme wie KNAPSACK, BIN-PACKING oder
TRAVELLING-SALESMAN. Solche Algorithmen sind oftmals nicht praxistauglich, da
der exponentiell grofle Speicherplatzbedarf nicht zur Verfiigung steht. Es ist daher
wichtig, platzeffizientere Algorithmen zu finden, falls solche existieren. Erste Un-
tersuchungen (31) befassen sich bereits mit diesem Problem; eine systematische
Untersuchung wird mit dieser Arbeit begonnen.

Kapitel 2 beinhaltet die fiir die Arbeit benotigten Grundlagen aus der Logik und
der Graphentheorie. In Kapitel 3 wird nach einer Einfithrung in die parametrisier-
te Komplexitatstheorie das zur anschlieSenden Untersuchung von parametrisier-
ten Problemen benotigte Framework vorgestellt. Kapitel 4 enthalt systematische
Untersuchungen von unterschiedlichen Problemen, die anhand des Frameworks
durchgefithrt wurden. Kapitel 5 gibt eine Zusammenfassung und einen Ausblick
fiir weitere Untersuchungen beziiglich der parametrisierten Platzkomplexitat.
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B KAPITEL 2

DIE SATZE VON BODLAENDER UND COURCELLE UND IHRE

VARIANTEN

Dieses Kapitel enthilt die logischen, graph- und komplexitatstheoretischen Grund-
lagen fiir diese Arbeit. Die logischen Grundlagen enthalten eine Einfithrung in die
Logiken erster und zweiter Stufe sowie die monadische Logik zweiter Stufe. Der
anschlieBende Abschnitt umfasst die graphtheoretischen Grundlagen, definiert
insbesondere die zentralen Begriffe der Baumzerlegung und -weite und fihrt
in diesem Zusammenhang einige wichtige Klassen von Graphen auf. Das Kapi-
tel schlief3t mit den Satzen von Bodlaender und Courcelle in den von Elberfeld,
Jakoby und Tantau formulierten Logspace- und Kardinalitdts-Versionen.

Die Ausfiihrungen zu den logischen Grundlagen orientieren sich an den ersten
Kapiteln des Buches von Immerman (24). Fiir eine tiefergehende Einfithrung in
die Logik eignen sich die entsprechenden Kapitel aus den Biichern von Papadimi-
triou (37) und Flum und Grohe (18). Einfithrungen in die Graphentheorie bieten
Harary (21) und Diestel (15) an. Einfithrungen in die Komplexitatstheorie finden
sich bei Reischuk (38) und Papadimitriou (37).

H 2.1 MONADISCHE LOGIK ZWEITER STUFE

Logik, so formuliert es Immerman (24), ist die mathematische Modellierung der
Mathematik. Immerman zeigt, dass die Komplexitat logischer Beschreibungen
von Problemen der Informatik mit der Berechnungskomplexitit dieser Probleme
korrespondiert. In dieser Arbeit werden logische Beschreibungen der monadischen
Logik zweiter Stufe verwendet, um auf die Platzkomplexitit von Problemen
schlieffen zu konnen. Die monadische Logik zweiter Stufe wird daher in diesem
Abschnitt eingefiihrt.

Um tber Sachverhalte, die durch logische Strukturen modelliert werden, Aussagen
machen zu konnen, werden zundchst Bezeichner bendtigt, denen anschliefend
eine Bedeutung gegeben werden kann. Diese Bezeichner werden in der logischen

Signatur zusammengefasst.

m DEFINITION 2.1. Eine logische Signatur t besteht aus einer Menge von Relations-
und Konstantensymbolen und einer Stelligkeitsfunktion, die jedem Relationssymbol
eine echt positive natiirliche Zahl, ihre Stelligkeit, zuordnet. ]
Typischerweise sind die Relationssymbole lateinische Grofibuchstaben und die

Konstantensymbole lateinische Kleinbuchstaben. In dieser Arbeit werden die
Stelligkeiten als Exponenten des Symbols notiert, falls diese nicht klar aus dem
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Kontext ersichtlich sind. Konstantensymbole erhalten dabei den Exponenten 0.
Um im Folgenden zu notieren, dass ein Relationssymbol R ein Element einer
Signatur 7 ist, wird R € 7 geschrieben. Die Symbole einer Signatur T werden in
Form einer Liste notiert. Ein Beispiel eine Signatur ist 7 = (E2,s%,t°) mit dem
zweistelligen Relationssymbol E und den beiden Konstanten s und ¢. Die Symbole
einer solchen Signatur haben so noch keine Bedeutung. Eine Bedeutung erhalten

sie durch eine zu der Signatur passende logische Struktur.
m DEFINITION 2.2. Flr eine gegebene logische Signatur 7 ist eine logische Struktur,

eine sogenannte t-Struktur, ein Tupel S aus

1. einer nichtleeren Menge U, dem Universum,

2. einer Relation RS € U” fiir jedes Relationssymbol R € T mit der Stelligkeit
r>1und

3. jeweils einem Element ¢® des Universums, einer Konstanten, fiir jedes Kon-
stantensymbol c € 7.

Die Menge der 7-Strukturen wird mit Struc(t) bezeichnet. (]

Fiir die obige Beispielsignatur 7 = (E?,s°,9) ist eine mogliche Beispielstruktur S e
Struc(t)

S=(V,ES,sS,15),

V={1,2,3,4},
ES ={(1,2),(2,3),(2,4),(3,4),(4,3)},
s = 1,

t5=4.
Diese Struktur lasst sich als Graph darstellen, wie in Abbildung 2.1 gezeigt.

s O—

/.

OW=O

B ABBILDUNG 2.1. Die Grafik zeigt die Darstellung der logischen Struktur S durch
Knoten und Kanten. Ein Element u des Universums wird als Knoten @, die
Relation E® fiir Elemente (1,v) € ES durch Kanten @—»@ dargestellt. Die
Konstanten s und #° sind beschriftet.

Durch logische Signaturen und Strukturen konnen Sachverhalte verschiedenster
Art modelliert werden. Interessant werden diese Modelle jedoch erst dann, wenn
Aussagen iiber diese formuliert und auf ihre Giiltigkeit hin tiberpriift werden
konnen. Die Formulierung solcher Aussagen geschieht durch logische Formeln, die
nun eingefithrt werden. Zunéchst werden logische Formeln erster Stufe, darauf
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aufbauend die logischen Formeln zweiter Stufe und als Spezialfall die monadi-
schen logischen Formeln zweiter Stufe definiert. Anschliefend wird die Giiltigkeit

von logischen Strukturen beziiglich dieser Formeln betrachtet.

m DEFINITION 2.3. Die Klasse der logischen Formeln erster Stufe mit Gleichheit,
der FO-Formeln, ist fiir eine Signatur 7 induktiv definiert. Hierbei sind Variablen-
symbole erster Stufe Symbole, in der Regel lateinische Kleinbuchstaben, die noch
nicht in der Signatur verwendet worden sind. Sind f,...,t, Konstantensymbole
oder Variablensymbole erster Stufe und ist R € 7 ein Relationssymbol mit der
Stelligkeit r, so ist R(ty,...,#,) eine logische Formel erster Stufe. Sind a und b
Konstanten- oder Variablensymbole erster Stufe, so ist (a = b) eine logische For-
mel erster Stufe. Sind ¢ und ¢ zwei logische Formeln erster Stufe und ist x ein
Variablensymbol erster Stufe, so sind (—~¢), (¢ A ) und (Ix.¢) ebenfalls logische
Formeln erster Stufe.

Ist (3x.¢) eine logische Formel erster Stufe, so heif$t der Teil von ¢, der verbleibt,
wenn alle Teilformeln der Form (3x.¢") aus ¢ entfernt wurden, der Bindungsbereich
der Variable x beziiglich des Quantors 3. Diese Variable heifit dann auch gebunden.
Eine nicht gebundene Variable heif3t frei.

Die Operatoren haben unterschiedliche Bindungsstirken und lauten in abnehmen-

der Reihenfolge nach der Bindungsstérke sortiert -, A, 3. ]

Die Bindungsstarke dient der uibersichtlicheren Darstellung von Formeln. So
konnen Klammern weggelassen werden, wenn dadurch die Eindeutigkeit einer
logischen Formel nicht beeintriachtigt wird. Beispielsweise gilt ¢ = (Fa.((anb) v
(cnd)))na=(Ja.anbvend)ra.

B DEFINITION 2.4. Die induktive Definition der Klasse der logischen Formeln
zweiter Stufe, der SO-Formeln, entspricht der Definition der Klasse der logischen
Formeln erster Stufe mit folgenden Ergdnzungen: Sind t4,...,t, Variablen erster
Stufe oder Konstantensymbole, so ist R(¢1,...,t,) eine logische Formel zweiter
Stufe, wenn das Relationssymbol R die Stelligkeit # hat und nicht in der Signatur
vorkommt. Das Symbol R wird dann auch als Variable zweiter Stufe bezeichnet. Ist
R eine Variable zweiter Stufe und ¢ eine logische Formel zweiter Stufe, so ist auch
3R.¢ eine logische Formel zweiter Stufe. m

m DEFINITION 2.5. Die Klasse der monadischen logischen Formeln zweiter Stu-
fe, der MSO-Formeln, ist die Klasse der logischen Formeln zweiter Stufe, deren
Variablen zweiter Stufe die Stelligkeit 1 haben. ]

Sind vy, ..., vy die freien Variablen einer logischen Formel ¢, so wird dies auch mit
¢ (v1,...,v¢) notiert.

Abhidngig von der betrachteten logischen Struktur sind Aussagen, die durch
logische Formeln und die zugehorige Signatur gebildet worden sind, giiltig oder
nicht gultig.
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m DEFINITION 2.6. Eine Belegung einer gegebenen Struktur ist eine Abbildung «,
die jeder freien Variablen erster Stufe ein Element aus dem Universum und jeder
freien Variablen zweiter Stufe mit Stelligkeit n eine n-stellige Relation iiber dem
Universum zuweist. Aus technischen Griinden ist in dieser Arbeit die Abbildung «
weiter so definiert, dass a(c) = ¢® fiir eine Konstante ¢® und a(R) = R® fiir eine
Relation R® der betrachteten Struktur S gilt. m

® DEFINITION 2.7. Fiir eine Struktur S, eine Belegung a und eine Formel ¢ ist
die Struktur S ein Modell von ¢, wenn ¢ mit der Belegung « wahr ist. Dies wird
durch die Schreibweise (S, «) £ ¢ abgekiirzt. Ist die Formel ¢ unabhingig fir alle
Belegungen unter der Struktur S wahr, so wird dies durch S & ¢ abgekiirzt. =

m DEFINITION 2.8. Esseien g und b Variablen erster Stufe oder Konstantensymbole,
¢ und ¥ logische Formeln, R ein Relationssymbol oder eine Variable zweiter
Stufe mit Stelligkeit n. Der Wahrheitswert fiir eine gegebene Struktur S und eine
zugehorige Belegung ist induktiv definiert:

(S,a) = (a=b) gdw. a(a) = a(b),
(S,a)=R(ay,...,a,) gdw. (a(ay),...,a(an)) € a(R),
(S,a) = (~¢) gdw. nicht (S,a) E ¢,
(S,a)e(pry) gdw. (S,a) =¢ und (S,a) E ¢,
(S,a) E (Ix.¢) gdw. ein a € U existiert, sodass (S,a[x < a]) = ¢

, fallsy+
mit a[x < a](y) = a(y), fallsy=x ]
a, falls y = x.

Um die Lesbarkeit der logischen Formeln zu verbessern, gelten die tiblichen
Abkiirzungen, die im Folgenden noch einmal dargestellt sind.

B DEFINITION 2.9. Es gelten die folgenden Abkurzungen:

a # b steht fir -(a="b),
Jxy.¢ steht fur Ix.3y.¢
Vx.¢ steht fur -3x.-¢,
¢ Vv P steht fiur —(-¢p A—1),
¢ — ¢ steht fir -¢p v,
¢ § steht firr (¢~ ) A ().
Hierbei sind a und b Variablensymbole erster Stufe oder Konstantensymbole, x

und y Variablensymbole erster oder zweiter Stufe und ¢ und 1 logische Formeln
zweiter Stufe. m

Mit dieser Definition sind die logischen Grundlagen fiir diese Arbeit gelegt. Im
Folgenden sind einige Beispiele zur Anwendung dieser Formeln gegeben, die noch-
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mals die obige Beispielstruktur S verwenden, wie sie in Abbildung 2.1 dargetellt
ist.

Eine logische Formel erster Stufe ist ¢no-roors = Vx.—-E(x,x), die genau dann in
einer logischen Struktur wahr ist, wenn kein Knoten existiert, welcher eine Kante
zu sich selbst besitzt, also kein Element des Univerums beziiglich der Relation ES
mit sich selbst in Relation steht. Es gilt S & ¢no-roors- Eine weitere logische Formel
erster Stufe ist ¢ynpr = VXy.E(x,y) > E(y,x), die genau dann wahr ist, wenn die
Kantenrelation ES symmetrisch ist. Dies ist in der Struktur S nicht der Fall; es
gilt S # Pynpir. Die Struktur S ist kein Modell dieser Formel.

Ein Beispiel fiir eine logische Formel zweiter Stufe ist Pcrique(C) = Yuv.C(u) A
C(v)A(u+v)—> E(u,v), die genau dann wahr ist, wenn die einstellige Relation C
eine Clique ist, also eine Menge von Knoten, von denen jeder mit jedem verbunden
ist. Fur die Beispielstruktur S gilt (S, @) E ¢crique mit a(C) ={3,4}.

Viele Sachverhalte aus der Graphentheorie lassen sich durch MSO-Formeln aus-
dricken. Fur diese Arbeit ist der reflexiv-transitive Abschluss von besonderem
Interesse, der im Folgenden definiert und dessen Ausdriickbarkeit mittels einer
MSO-Formel bewiesen wird.

B DEFINITION 2.10. Der transitive Abschluss ¢~ einer logischen Formel ¢ mit zwei
freien Variablen u, und v, ist eine logische Formel, die genau dann fir zwei
Elemente u und v wahr ist, wenn Elemente wy,w5,...,wy mit u = w; und v = wy

existieren, sodass fur alle i € {1,2,...,k— 1} die Formel ¢(w;, w;,) gilt.

Der reflexiv-transitive Abschluss ¢* ist dann definiert als
(p*(uq),vq)):(p+(u(p,vq))v(uq):vq)). n

Der reflexiv-transitive Abschluss ist niitzlich, um die Existenz von Pfaden in einem
Graphen auszudriicken, wie in Abschnitt 2.2 gezeigt wird, und kann weiter durch
eine MSO-Formel ausgedriickt werden.

B LEMMa 2.11. Der reflexiv-transitive Abschluss @™ einer logischen Formel ¢ mit
zwei freien Variablen uy und vy kann durch eine MSO-Formel ausgedriickt werden. m

m BEwEls. Die folgende Formel ¢ c(u,v) ist genau dann wahr, wenn ¢*(u,v)
gilt:
Oprc(t,v) =YX . Ppcrosen(X) A X (1) - X(v) mit
Pg-crosen(X) = Vuv.(u,v) A X(u) - X(v).
Die Formel ¢ crosen(X) beschreibt, ob eine einstellige Relation X unter der lo-

gischen Formel ¢ abgeschlossen ist, also fiir jedes Element u aus X auch all die
Elemente v in X sind, fiir die ¢ (u,v) gilt.

Um die Korrektheit der Formel (j)(p_m(u,v) zu zeigen, seien u und v zunachst zwei
Elemente, sodass eine Elementfolge wy,wy,..., wy mit u =w; und wy = v existiert,



DIE SATZE VON BODLAENDER UND COURCELLE UND IHRE VARIANTEN

fur die @(w;, wjy1) mitie{1,2,...,k—1} gilt. Dann gilt fur alle abgeschlossenen
Mengen mit u, dass sie auch die Elemente {wy,..., w;} und damit insbesondere v

enthalten.

Sind ¥ und v nun zwei Elemente, sodass keine wie oben betrachtete Elementfolge
existiert, dann existiert eine abgeschlossene Elementmenge, die zwar u, aber nicht
v enthdlt. Es gilt dann also nicht fiir alle abgeschlossenen Mengen, die u enthalten,

dass sie auch v enthalten. ]

B 2.2 BESCHRANKTE BAUMWEITE

Fir viele NP-vollstandige Graphprobleme lassen sich Algorithmen mit polyno-
mieller Zeit- oder logarithmischer Platzkomplexitét finden, wenn die Klasse der
betrachteten Graphen auf Baume oder auf seriell-parallele Graphen eingeschrankt
wird (41, 26, 27). Es zeigte sich, dass dies auch fiir Graphen gilt, die eine gewis-
se Ahnlichkeit zu Biumen haben. Ein Maf fiir die Ahnlichkeit eines Graphen
mit einem Baum definierten Robertson und Seymour (39) mit den Begriffen der
Baumzerlegung und der Baumweite. Fur Graph-Klassen, deren Baumweite einer
Konstanten entspricht, die also eine Art konstanter Ahnlichkeit zu Biumen ha-
ben, lassen sich Baumzerlegungen effizient berechnen (6, 17) und Probleme unter
Verwendung dieser Baumzerlegungen effizient 16sen (3, 5). In diesem Abschnitt
werden, aufbauend auf der oben eingefithren Logik, Graphen und anschlieSend
die von Robertson und Seymour eingefiihrten Begriffe der Baumzerlegung und
-weite definiert.

B DEFINITION 2.12. Ein Graph ist eine logische Struktur S mit einer zweistelligen
Relation ES, der Kantenrelation. Er ist ungerichtet, wenn seine Kantenrelation
symmetrisch ist, andernfalls ist er gerichtet. Die Elemente des Universums heiflen
Knoten. Stehen zwei Knoten u und v in Relation zueinander, gilt also E(u,v), so

sagt man auch, dass eine Kante von u nach v in dem Graphen existiert. n

Die in Abschnitt 2.1 betrachtete Beispielsignatur 7 = (E?,s,t) entspricht der eines
Graphen mit zwei ausgezeichneten Knoten s und t°. Eine Darstellung eines
Graphen ist in Abbildung 2.1 auf Seite 6 zu sehen.

B DEFINITION 2.13. Ein Walk in einem Graphen ist eine Folge von Knoten, sodass
fiir jeden bis auf den letzten Knoten der Folge gilt, dass er mit seinem Nachfolger-
knoten in Relation steht. Ein Pfad ist ein Weg, in dem jeder Knoten nur einmal
vorkommt. [

B DEFINITION 2.14. Ein Graph ist ein Baum, wenn ein Knoten r existiert, sodass
von jedem Knoten des Graphen genau ein Pfad zu r fiihrt. Dieser Knoten heifst
die Wurzel des Baumes. Die Kinder eines Knotens u sind dann die Knoten, die
uber eine direkte Kante mit u# verbunden sind und deren Pfad zur Wurzel uber u
fihrt. (]
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Jeder Graph hat eine mehr oder weniger grofle Ahnlichkeit mit einem Baum,
wenn mehrere Knoten des Graphen zu einem Knoten zusammengefasst werden.
Beispielhaft ist dies in Abbildung 2.2 dargestellt.

KV

B ABBILDUNG 2.2. Durch Zusammenfassen mehrerer Knoten zu einem neuen

Knoten entsteht aus dem obigen Graphen ein Baum. Bei dem dargestellten
Baum handelt es sich um eine Baumzerlegung des obigen Graphen mit Weite 3.

Wie bauméhnlich ein Graph ist, wird durch die Baumweite ausgedriickt, die sich
aus der Baumzerlegung des betrachteten Graphen ergibt.

B DEFINITION 2.15. Eine Baumzerlegung eines Graphen G ist ein Tupel aus einem
Baum 7 und einer bijektiven Abbildung, die jedem Knoten von 7 eine einstellige
Relation B; in G, einen Bag, mit folgenden Eigenschaften zuordnet:

1. Jeder Knoten von G befindet sich in mindestens einem Bag.

2. Fiir jede Kante von G existiert mindestens ein Bag, sodass ihre beiden End-
knoten in diesem Bag sind.

3. Fiir jeden Knoten a von G ist der Teilbaum von 7 zusammenhédngend, der
verbleibt, wenn alle Knoten und zugehorigen Kanten von 7 entfernt werden,
deren Bags a nicht enthalten.

Die Weite einer Baumzerlegung ist die maximale Anzahl von Knoten in einem der
Bags minus 1. m
Abbildung 2.2 zeigt einen Graphen mit einer zugehoérigen Baumzerlegung.

Fiir einen Graphen gibt es in der Regel mehrere Baumzerlegungen. Mittels der
Baumzerlegungen eines Graphen kann bewertet werden, wie dhnlich der Graph
einem Baum ist. Hierfiir wird der Begriff der Baumweite verwendet.

B DEFINITION 2.16. Fir einen Graphen G ist die Baumweite die minimale Weite
iiber allen Baumzerlegungen. Eine Familie von Graphen hat eine beschrankte
Baumweite, wenn die Baumweiten aller Graphen der Familie durch eine Konstante
nach oben beschrankt sind. ]

Die Baumweite beschreibt die Ahnlichkeit eines Graphen zu einem Baum. Baume
haben eine sehr hohe Ahnlichkeit zu Biumen.

B LEMMA 2.17. Baume sind gerade die Graphen mit Baumweite 1. m
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Dieses Lemma kann per Induktion iiber die Anzahl der Knoten eines Baumes

bewiesen werden.

Viele Eigenschaften von Graphen sind durch monadische Formeln erster Ordnung
ausdrickbar. Ein Beispiel dafiir sind Walks.

m LEMMA 2.18. Es ist durch eine MSO-Formel ¢ ¢ parsi(P, 5, t) ausdriickbar, dass eine
einstellige Relation P die Knoten eines Pfades von s nach t via der logischen Formel ¢
beinhaltet. [

m BEWEIS. Eine mogliche MSO-Formel ist

Op-earu(P,5,t) =P(s) AP(t) A pgrc(s, t) mit

@ (ug,vp) = E(tip,vp) AP(11p) AP(vg). =

H 2.3 PLATZKOMPLEXITAT

In diesem Abschnitt werden die fiir die nachsten Kapitel benotigten komplexi-
tatstheoretischen Grundlagen gelegt. Diese beinhalten die Kodierung von Ein-
und Ausgaben fiir Turingmaschinen sowie die Formalisierung von Berechnun-
gen. Es werden die benédtigten Komplexitatsklassen und eine fir diese Klassen
geeignete Reduktion definiert. Eine tiefergehende Einfiihrung in die Komplexi-
tatstheorie bieten die Biicher von Papadimitriou (37), Reischuk (38) und Flum
und Grohe (18).

Die Komplexitatstheorie befasst sich mit der algorithmischen Komplexitdt von
Problemen, die sich im Ressourcenverbrauch von Rechnermodellen auflert, die die-
se Probleme losen. Die zwei in dieser Arbeit zentralen Ressourcen sind dabei der
Zeit- und der Speicherplatzbedarf eines zur Losung eines Problems verwendeten
Maschinenmodells. Der Verbrauch dieser Ressourcen wird dabei sinnvollerweise
in Abhangigkeit von der Grofie der Eingabe angegeben, da eine Maschine ein
Problem fur eine kleine Eingabe schneller 16sen wird als fiir eine grofse. Um den
Grofienbegriff fiir eine Eingabe definieren zu konnen, ist zunachst die Betrachtung
von Eingabekodierungen noétig.

Ein- und Ausgaben von Turingmaschinen sind logische Strukturen, die als bi-
ndre Zeichenketten kodiert werden. Um beliebige logische Strukturen als binare
Zeichenkette kodieren zu konnen, wird im Folgenden zunéchst die Darstellung
dieser Zeichenketten als logische Struktur und anschlieffend die Abbildung von
beliebigen logischen Strukturen auf Strukturen von Zeichenketten und umge-
kehrt betrachtet. Mit diesen Werkzeugen lassen sich dann logische Strukturen von
Turingmaschinen lesen, bearbeiten und ausgeben.

Um bindre Zeichenketten zu kodieren, wird die logische Signatur 75 = (Sz, Ill)
verwendet. Die Zeichenkette 0011 entspricht dann der logischen 7;-Struktur S =
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(U,<5,I7) mit

U={0,1,23},
17 ={2,3}

und der Relation ss, die der tiiblichen Ordnung uiber dem Universum entspricht.
Die GroBe des Universums gibt die Linge der Zeichenkette und I diejenigen
Indizes an, an denen in der Zeichenkette eine 1 steht. Zeichenketten tiber grofSeren
Alphabeten konnen entsprechend kodiert werden, indem fiir jedes Symbol o des
betrachteten Alphabets eine Relation IS die Indizes beinhaltet, an denen in der
Zeichenkette ein 0 vorkommt.

Um auch logische Strukturen mit anderen Signaturen betrachten zu konnen, wird
das Kodierungsschema bin, festgelegt, welches eine logische Struktur tber der
Signatur 7 auf eine logische Struktur mit der Signatur 7, abbildet.
B DEFINITION 2.19. Fiir eine gegebene Signatur t = (R”,...,erf,cl,...,cl) und ei-
ne gegebene logische 7-Struktur S = ({0,...,n - 1},R$,...,Rk3,cf,...,cf) mit der
Ordnungsrelation < ist die Abbildung bin, wie folgend definiert:

1. Eine Relation R wird als binérer String der Lange " kodiert, wobei eine 1
an der Stelle j angibt, dass das Tupel (xi,...,x,,) mit ¥}, x; - nh=1=jin R
ist. In der Summe wird mit x;, die Nummer des Elements x;, bezeichnet.

2. Eine Konstante cf wird als Bindrzahl der Lange [logn]| kodiert, die ihre
Nummer angibt.

3. Die Bindrkodierung der Struktur ist dann die Konkatenation der Binarkodie-
rungen der Relationen und Konstanten entsprechend ihrer Vorkommnisse

in der Signatur. ]

Fiir bindre Strings handelt es sich bei dieser Abbildung um die identische Abbil-

dung, Graphen werden auf ihre Adjazenzmatrizen abgebildet.

Diese Kodierung erfullt zwei sinnvolle Eigenschaften: Sie ist platzeffizient, da
es sich um eine bindre Kodierung handelt, und sie ist leicht berechenbar, da sie
und ihre Umkehrfunktion FL-berechenbar sind. Eine genauere Ausfithrung zu
FL-Berechenbarkeit findet sich spater in diesem Abschnitt, nach der Einfithrung
von Komplexitatsklassen.

Die GroB3e einer Eingabe ldsst sich dann als die Lange der Zeichenkette betrachten,
die die Eingabe kodiert. Dies entspricht der Groie des Universums der kodierten
logischen Struktur. Fur eine Zeichenkette x bezeichne |x| deren Liange. Durch die
bindre Kodierung kann die Lange des kodierenden Binarstrings von der Grofie
des eigentlich betrachteten Universums abweichen, jedoch ist die Lange des Bi-
ndrstrings polynomiell durch die Groie des Universums beschréankt, was fiir die
Betrachtungen in dieser Arbeit ausreichend ist.
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B DEFINITION 2.20. Ein Entscheidungsproblem L ist eine Menge von Strukturen
einer Signatur 7. Ein Funktionsproblem ist eine Abbildung I : Struc(t) — Struc(o)

von Strukturen einer Signatur t auf Strukturen einer Signatur o.

Eine Turingmaschine berechnet ein Entscheidungsproblem L, wenn sie die Kodierung
einer Eingabestruktur S genau dann akzeptiert, wenn S € L gilt. Eine Turingma-
schine berechnet ein Funktionsproblem I genau dann, wenn nach dem Halt der
Maschine fiir eine gegebene Kodierung einer Eingabestruktur S auf dem Ausgabe-
band die Kodierung der Struktur I(S) steht. [

Entscheidungs- und Funktionsprobleme konnen nach ihrer Berechnungskomple-
xitat klassifiziert werden. Probleme mit gleicher Komplexitiat werden in Kom-
plexitatsklassen zusammengefasst. Eine Komplexitatsklasse ist eine Klasse von
Entscheidungs- oder Funktionsproblemen, fiir deren Berechnung definierte Res-
sourcenschranken eingehalten werden konnen. Diese Ressourcenschranken kon-
nen beispielsweise der Zeit- oder Platzverbrauch von Turingmaschinen sein, die
die Probleme berechnen, oder aber auch Klassen von logischen Formeln, mit deren
Hilfe Aussagen uber eine gegebene Struktur formuliert und deren Gultigkeit be-
ziiglich der gegebenen Struktur zur Berechnung des Problems tberpriift werden
missen. Ubliche Komplexitédtsklassen, die in dieser Arbeit betrachtet werden, sind
folgende:

m L, die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von Turingmaschinen berech-
net werden konnen, deren Platzverbrauch logarithmisch in der Eingabeldnge
ist.

m FL, die Klasse der Funktionsprobleme, die von Turingmaschinen berechnet
werden konnen, deren Platzverbrauch logarithmisch in der Eingabeldnge ist.

m P, die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von Turingmaschinen berech-
net werden konnen, deren Zeitverbrauch polynomiell in der Eingabelange
ist.

m FP, die Klasse der Funktionsprobleme, die von Turingmaschinen berechnet
werden konnen, deren Zeitverbrauch polynomiell in der Eingabeldnge ist.

m NP, die Klasse der Entscheidungsprobleme, die von nichtdeterministischen
Turingmaschine berechnet werden konnen, deren Zeitverbrauch polynomiell
in der Eingabeldnge ist.

m EXP, die Klasse der Funktionsprobleme, die von Turingmaschinen berechnet

werden konnen, deren Zeitverbrauch exponentiell in der Eingabelédnge ist.
Es ergibt sich bei Betrachtung der Entscheidungsprobleme die bekannte Inklu-
sionskette L P C NP CEXP (24, 38, 37).

Um ein Problem bezliglich seiner Komplexitat zu klassifizieren, kann es mit
anderen Problemen verglichen werden, von denen die Zugehorigkeiten zu Kom-
plexitatsklassen bekannt sind. Hierfiir werden Reduktionen verwendet, die eine
Eingabe fiir ein gegebenes Problem L; in eine Eingabe fiir ein anderes Problem L,
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transformieren. So kann L; berechnet werden, indem fiir eine gegebene Eingabe
zundchst die Reduktion und anschlieflend das Problem L, fiir die transformier-
te Eingabe berechnet wird. Im Folgenden wird der Reduktionsbegriff fiir die
Klasse der Entscheidungsprobleme definiert, da dies fiir die Untersuchungen
in dieser Arbeit ausreichend ist. Eine Diskussion von Reduktionsbegriffen fiir
Funktionsprobleme findet sich im Buch von Papadimitriou (37).

B DEFINITION 2.21. Es seien L und L, zwei Entscheidungsprobleme. Eine Many-
One-Reduktion ist dann eine Funktion f, sodass fur alle Strukturen S tiber der
Signatur von L; gilt S € L; gdw. f(S) € L. Das Problem L; heiit dann auf L,
many-one-reduzierbar. ]

Durch die Reduktion eines Problems L; auf ein Problem L, ist es moglich, die
Komplexitdt von L; abzuschatzen: Sie entspricht hochstens der Reduktionsfunkti-
on auf der Eingabe fiir das Problem L; und der des Problems L; auf der Ausgabe
der Reduktionsfunktion. Ist die Komplexitdt der Reduktionsfunktion geringer
als die des Problems Lj, so lasst sich die Komplexitat von L; durch die von L,
abschatzen. Ein oft betrachteter Typ von Reduktionen sind FL-Reduktionen. Diese
sind hinreichend schwach, um Probleme der Klassen P oder NP miteinander zu
vergleichen. Ein einfaches Beispiel fiir eine FL-Reduktion ist die von k-cLiQue auf
das Problem k-INDEPENDENT-SET fiir ein fest gewdhltes k. Die beiden Probleme
sind wie folgend definiert:

k-cLique = {(V,E9) | 3C.|C|sx A Vuv.C(u) AC(v) - E(u,v)},
k-iNDEPENDENT-SET = {(V,E9) | 35.|S|sx A Vuv.S(u) AS(v) - —E(u,v)},

wobei |X|, eine logische Formel bezeichnet, die genau dann wahr ist, wenn X

eine Kardinalitat von mindestens k hat.

Es ist gut zu erkennen, dass die beiden Probleme grofe Ahnlichkeit haben: Ein
Graph G hat genau dann eine k-Clique, wenn der Graph G', der aus den Knoten
von G besteht und genau zwischen allen Paaren von Knoten eine Kante hat, die in
G nicht durch eine Kante verbunden sind, eine unabhéngige Menge der Grofie k
besitzt. Diese Transformation von G auf G’ lasst sich durch eine FL-Reduktion
berechnen, indem eine Turingmaschine auf Eingabe einer Instanz von k-cLiQUE
alle Bits der Adjazenzmatrix komplementiert und diese neue Struktur ausgibt.

Lasst sich ein Problem L; auf ein Problem L, reduzieren, so hat dies die intuitive
Bedeutung, dass L leichter zu berechnen ist als L,, da L, fuir die Berechnung von
L; benutzt werden kann. Hieraus ergeben sich die Begriffe der Schwere und der
Vollstindigkeit fur eine Klasse.

B DEFINITION 2.22. Ein Problem L, ist fiir eine Komplexitatsklasse C schwer oder
auch hart, wenn sich alle Probleme dieser Komplexitatsklasse auf L; reduzieren
lassen. L, ist vollstandig fur C, wenn L zusdtzlich zur Schwere selbst in C liegt. m
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Die fur eine Komplexitatsklasse vollstindigen Probleme sind als die schwersten
Probleme dieser Klasse zu verstehen, da jedes andere Problem dieser Klasse sich

auf dieses Problem reduzieren lasst, also intuitiv gesprochen leichter ist.

Die Klasse P wird aus mehreren Grinden als die Klasse der praktisch berechen-
baren Probleme angesehen, wahrend Probleme aus den hoheren Klassen wie NP
nicht als praktisch berechenbar eingestuft werden. Ein Grund hierfur ist, dass
fur viele Probleme aus P Algorithmen bekannt sind, deren Laufzeiten durch Po-
lynome mit recht kleinen Exponenten beschrankt sind (19), wahrend fiir viele
Probleme der Klasse NP nur Algorithmen mit exponentieller Laufzeit existieren,
deren Laufzeiten mit wachsenden Eingabegrofien inakzeptabel stark ansteigen.
Jedoch sind es gerade die Probleme der Klasse NP, die von grofierem Interesse

sind, weshalb die Losbarkeit dieser Probleme oft untersucht wird.

Eine Differenzierung von NP-vollstindigen Problemen findet sich bei Zahlen-
problemen. Fiir viele dieser Probleme existieren Algorithmen, deren Laufzeiten
polynomiell von den numerischen Werten der in der Eingabe kodierten Zahlen
abhangen. Solche Algorithmen werden als Pseudo-Polynomialzeit-Algorithmen be-
zeichnet. Nicht fiir alle Probleme existieren Pseudo-Polynomialzeit-Algorithmen,
was zur Unterscheidung von schwach- und stark-NP-vollstandigen Problemen fiihrt.

B DEFINITION 2.23. Ein Problem heif3t schwach-NP-vollstindig, wenn es NP-voll-
standig ist und ein Algorithmus fir das Problem existiert, dessen Laufzeit poly-
nomiell von der Lange der Eingabe und dem Wert der grofiten in der Eingabe
kodierten Zahl abhingt. Existiert fiir ein NP-vollstandiges Problem solch ein
Algorithmus nicht, so heif$st das Problem stark-NP-vollstindig. n

Die Laufzeit eines Pseudo-Polynomialzeit-Algorithmus bestimmt sich somit nicht
nur durch die Lange der Eingabe, sondern auch durch einen Parameter der Einga-
be, hier dem Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.

Auch fiir andere Probleme lassen sich Algorithmen finden, deren Laufzeiten nicht
ausschliefslich von der Lange der Eingabe, sondern von Parametern der Eingabe
abhangen. Eine Einfithrung in die parametrisierte Komplexitatstheorie, die sich
mit der Untersuchung von Problemen unter Beachtung von Problemparametern
beschiftigt, findet sich in Kapitel 3 dieser Arbeit.

B 2.4 DIE LOGSPACE-VERSIONEN DER SATZE VON BODLAENDER UND

COURCELLE

Wie in Abschnitt 2.2 angesprochen, lassen sich viele NP-vollstandige Graphproble-
me in polynomieller Zeit 16sen, wenn die betrachteten Probleme eine beschrankte
Baumweite haben. Hierbei wird von der Baumzerlegung der Graphen Gebrauch
gemacht, die zundchst berechnet werden muss. Bodlaender zeigte, dass die Berech-
nung einer Baumzerlegung mit minimaler Weite fiir Graphen von beschrankter
Baumweite in linearer Zeit moglich ist (6). Unter Verwendung dieses Satzes zeigte
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Courcelle, dass Aussagen, die in monadischer Logik zweiter Stufe formuliert sind,
fir Graphen von beschrankter Baumweite ebenfalls in linearer Zeit entschieden
werden konnen (14). Diese Sitze stellen machtige Werkzeuge zum Beweis der
Existenz von Linearzeitalgorithmen fiir Probleme dar, die sich als Graphen mit
beschrankter Baumweite modellieren und durch monadische Formeln zweiter
Stufe ausdriicken lassen. Elberfeld, Jakoby und Tantau zeigten, dass die Satze von
Bodlaender und Courcelle ebenfalls gelten, wenn die lineare Zeitschranke durch
eine logarithmische Platzschranke ersetzt wird (17). Diese Sdtze werden in diesem
Abschnitt betrachtet.

Das in Abschnitt 2.2 eingefithrte Konzept der Baumweite ldsst sich auf beliebige
logische Strukturen erweitern.

m DEFINITION 2.24. Baumzerlegungen von logischen Strukturen sind definiert wie

Baumzerlegungen von Graphen mit folgenden Erweiterungen:

1. Jedes Element des Universums befindet sich in einem Bag.
2. Fiir jedes Relationssymbol R” und jedes Tupel (ay,...,a,) € RS existiert ein

Bag, sodass die Elemente aj,...,4, in diesem Bag sind.
Die Baumweite ist analog definiert. ]

Fir Strukturen von beschrankter Baumweite lassen sich Baumzerlegungen platz-

effizient berechnen.

B satz 2.25: (17). Fiir jedes k > 1 existiert eine logarithmisch platzbeschrinkte Tu-
ringmaschine, die auf Eingabe einer logischen Struktur S mit maximaler Baumweite k
eine Baumzerlegung von S mit Baumweite k ausgibt. [

Weiter zeigten Elberfeld, Jakoby und Tantau, dass fiir ein fest gewdhltes k ent-
schieden werden kann, ob eine logische Struktur eine Baumzerlegung mit Weite k
existiert oder nicht.

B SATZ 2.26: (17). Fiir jedes k > 1 ist das Problem TREEWIDTH-k, welches genau die
Strukturen enthdlt, deren Baumweite hochstens k ist, auf logarithmischem Platz ent-
scheidbar. L]

Ist die Konstante k nicht gegeben, so ist das Problem, zu entscheiden, ob eine
Struktur hochstens Baumweite k hat, NP-vollstandig (2).

Der Satz von Courcelle wurde von Elberfeld, Jakoby und Tantau zu einer Kardina-
litdats-Version verallgemeinert, die im Folgenden vorgestellt wird.

B DEFINITION 2.27. Es sei ¢ eine MSO-Formel mit den freien einstellige Varia-
blen zweiter Stufe Xq,...,X; und S eine Struktur mit dem Universum U. Dann
ist das Lisungshistogramm histogram[S, @] das d-dimensionale Feld natiirlicher
Zahlen, das am Index (iy,...,i7) € {0,...,|U|}" als Wert die Anzahl der Teilmen-
gen Ry,...,R; €U mit [Ry|=1i1,...,|Ry| =iy enthdlt, sodass (S,a) £ ¢ mit a(X;) = R;
furie{1,...,d} gilt. m
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Abbildung 2.3 zeigt ein Beispiel eines Losungshistogramms fiir das Problem
DOMINATING-SET und eine Beispielstruktur.

v ISf0123
hiStOgram[S;(PDOMINATING*SET](|S|) 0331

B ABBILDUNG 2.3. Fiir einen ungerichteten Graphen ist eine dominierende Menge

eine Teilmenge der Knoten, sodass jeder Knoten des Graphen entweder in der
Menge oder mit einem Knoten aus der Menge direkt verbunden ist. Dieses
Problem ldsst sich durch die MSO-Formel ¢pommarve-ser(S) = V. S(u) v Iv.
S(v) A E(v,u) ausdriicken, wobei diese genau dann wahr ist, wenn S eine
dominierende Menge ist. Die obige Abbildung zeigt das Losungshistogramm
der Formel ¢pommarne-ser mit der freien Variablen S fiir den dargestellten
Graphen als Tabelle. Die erste Zeile der Tabelle gibt die Grofle der Menge S, die

zweite Zeile die Anzahl der Mengen mit der entsprechenden Kardinalitat an.

Aus dem Losungshistogramm konnen weitere Informationen gewonnen werden,
wie beispielsweise die Anzahl der moglichen erfiilllenden Belegungen einer mona-
dischen Formel erster Stufe, die sich aus der Summe aller Eintrdge des Losungs-
histogramms ergibt. Diese Informationen konnen fiir Strukturen mit beschrankter
Baumweite auf logarithmischem Platz berechnet werden, wie der folgende Satz
zeigt.

m sarz 2.28: (17). Fiir alle k > 1 und jede MSO-Formel @(Xi,...,X;) existiert eine
logarithmisch platzbeschrinkte Turingmaschine, die auf Eingabe einer logischen Struk-
tur S mit maximaler Baumuweite k das Losungshistogramm histogram[S, @] ausgibt. m
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M KAPITEL 3

PARAMETRISIERTE PLATZKOMPLEXITAT

Der Zweig der parametrisierten Komplexititstheorie beschaftigt sich mit der komple-
xitatstheoretischen Untersuchung von Problemen unter besonderer Beachtung von
Parametern. In der klassischen Komplexitatstheorie wird der Ressourcenverbrauch
fir eine Berechnung in Abhangigkeit von der Eingabeldnge gemessen, wodurch
viele Eigenschaften der gegebenen Probleminstanz nicht beachtet werden, die
entscheidenden Einfluss auf die Laufzeit eines Algorithmus haben kénnen. In der
parametrisierten Komplexitatstheorie wird die Laufzeit eines Algorithmus nicht
nur in Abhédngigkeit von der Eingabeldnge gemessen, sondern auch in Abhén-
gigkeit eines Parameters; eines numerischen Wertes, der sich aus der gegebenen
Eingabe bestimmt. Dies erlaubt einen differenzierteren Blick auf die Komplexitat
eines Problems und ermoglicht den Entwurf von besseren Algorithmen fiir Umge-
bungen, in denen Informationen beziglich der betrachteten Parameter gegeben
sind (16, 18). Die hier verwendete Notation orientiert sich an der von Flum und
Grohe (18).

B DEFINITION 3.1. Sei T eine Signatur. Eine Parametrisierung ist eine FL-berechen-
bare Abbildung « : Struc(t) — IN, die einer Probleminstanz einen Parameter
zurordnet. Ein parametrisiertes Entscheidungsproblem ist ein Tupel (L, k) aus einem
Entscheidungsproblem L ¢ Struc(t) und einer Parametrisierung x. Ein parametri-
siertes Funktionsproblem ist ein Tupel (I, «x) aus einem Funktionsproblem I und

einer Parametrisierung «. m
Ein Beispiel fiir ein parametrisiertes Problem ist das folgende:
B D-VERTEX-COVER.

m 1nsTaNz. Eine logische Struktur, bestehend aus einem Graphen G und einer
nattrlichen Zahl k.

B PARAMETER. K.

m FRAGE. Existiert eine Knoteniiberdeckung fiir G der Grofse k? Eine Kno-
tentiberdeckung ist dabei eine Menge von Knoten, sodass jede Kante des

Graphen zu mindestens einem der ausgewahlten Knoten inzident ist.

Fur parametrisierte Probleme lassen sich weitere Komplexititsklassen definieren.
Eine zentrale Komplexitatsklasse der parametrisierten Komplexitdtstheorie ist die
Klasse FPT der Fixed-Parameter-Tractable-Problems.

B DEFINITION 3.2. Ein parametrisiertes Problem (L, «) ist in der Klasse FPT, wenn
ein Algorithmus existiert, der L entscheidet und dessen Laufzeit fiir eine Einga-
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be x durch f(x(x))-p(|x|) fir eine berechenbare Funktion f und ein Polynom p
beschrankt ist. Die korrespondierende Klasse der Funktionsprobleme sei FFPT. m

Ein Problem ist in der Klasse FPT, wenn ein Algorithmus fiir das Problem existiert,
dessen Laufzeit exponentiell oder moglicherweise noch starker wachsend vom
Parameter und polynomiell von der Eingabeldnge abhangig ist. Ein Beispiel hier-
fir ist das oben genannte Problem p-vERTEX-cOVER fiir das ein Algorithmus mit
Laufzeit O(1,2738%() + x| x(x)) existiert. p-vERTEX-COVER ist also ein Problem
der Klasse FPT (11).

Wie auch in der klassischen Komplexitdtstheorie wird zur Untersuchung von
Problemen und Problemklassen ein Reduktionsbegriff benotigt. In der parametri-
sierten Komplexitdtstheorie wird typischerweise die FFPT-Reduktion verwendet.

B DEFINITION 3.3. Es seien (L1,%1) und (L,, k) zwei parametrisierte Probleme
mit Ly € Struc(7;) und L; € Struc(7,). Dann ist f eine FFPT-Reduktion von (Ly,%1)
auf (Lp,x;), wenn

1. fir alle x € Struc(7;) gilt, dass x e Ly gdw. f(x) € L,

2. (f,x1) € FEPT,

3. ein Polynom g existiert, sodass x,(f(x)) < g(x1(x)) gilt. m

Um die Klasse FPT herum rankt sich eine Vielfalt von weiteren Komplexitats-
klassen. Eine dieser Klassen ist die parametrisierte Klasse XP, die zu EXP korres-
pondiert, der Klasse von Problemen, die sich durch Exponentialzeitalgorithmen
entscheiden lassen. Die Klasse XP ist eine der wenigen Klassen, fir die eine echte
Teilmengenbeziehung zu FPT gezeigt werden konnte.

B DEFINITION 3.4. Ein parametrisiertes Problem (L, x) ist in der Klasse XP, wenn
fur alle k > 1 gilt, dass Ly = {x | x € L und x(x) = k} € P via eines festen Algorithmus.
Die zu XP korrespondierende Klasse der Funktionsprobleme sei FXP. m

Die Klasse XP lasst sich auch als Klasse der Probleme betrachten, die stuckweise
fir konstante Parameter, in P liegen.

B sATZz 3.5: (16, 18).

FPT c XP. [

Die in Kapitel 2 betrachteten schwach-NP-vollstandigen Probleme lassen sich
parametrisieren und in der Klasse PPT, der Pseudo-Polynomial-Time-Problems,
erfassen.

m DEFINITION 3.6. Ein parametrisiertes Problem (L, k) ist in der Klasse PPT, wenn
ein Algorithmus existiert, der L entscheidet, sodass die Laufzeit des Algorithmus
durch O(p(x(x),|x|)) fur ein Polynom p beschrénkt ist. =

Mit Satz 3.5 ergibt sich die Inklusionsfolge

PPT c FPT c XP.
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Diese Klassen bilden die zentralen Klassen zur Untersuchung von parametri-
sierten Problemen beziiglich ihrer Zeitkomplexitat. Eine zu diesen Klassen kor-
respondierende Hierarchie von Platzkomplexitatsklassen wird an dieser Stelle
eingefiihrt. Sie besteht aus der Klasse XL, einer Entsprechung von XP, FPL, der
Klasse der Fixed-Parameter-Logspace-Problems, und PLS, der Pseudo-Logarithmic-
Space-Problems.

B DEFINITION 3.7. Ein parametrisiertes Problem (L, x) ist in der Klasse XL, wenn
fur alle k > 1 gilt, dass Ly = {x | x € L und x(x) =k} €L via eines festen Algorithmus.
Die zu XL korrespondierende Klasse der Funktionsprobleme sei FXL. ]
m DEFINITION 3.8. Ein parametrisiertes Problem (L, «) ist in der Klasse FPL, wenn
ein Algorithmus existiert, der L entscheidet und dessen Speicherplatzbedarf fiir
eine Eingabe x durch O(log(f(x(x))) +1og]|x|) fur eine berechenbare Funktion f
beschrankt ist. Die korrespondierende Klasse der Funktionsprobleme sei FFPL. m
B DEFINITION 3.9. Ein parametrisiertes Problem (L, «) ist in der Klasse PLS, wenn
ein Algorithmus existiert, der L entscheidet, sodass der Speicherplatzbedarf des
Algorithmus durch eine Funktion aus O(logx(x) + log|x|) beschrinkt ist. Die
korrespondierende Klasse der Funktionsprobleme sei FPLS. (]

Aus den Definitionen der Klassen ergibt sich direkt die Hierarchie

PLS € FPL c XL.

Abbildung 3.1 stellt die eingefithrten Klassen in ihren Hierarchien und die Zu-
sammenhdnge zwischen den Hierarchien dar. Die Inklusionen zwischen den Platz-
und Zeitklassen lassen sich direkt iiber die Grofse der Konfigurationsgraphen
und die damit verbundene maximale Laufzeit einer platzbeschrankten Maschine
ableiten.
XP
XL FPT

t /71

FPL PPT

t/

PLS

m ABBILDUNG 3.1. Die obige Graphik stellt die bekannten Inklusionen der vorge-
stellten Komplexitatsklassen dar. Ein Pfeil von einer Klasse A zu einer Klasse B
zeigt die Inklusion A ¢ B an.

Eine fiir diese Komplexitatsklassen geeignete Reduktion ist die FPLS-Reduktion.

B DEFINITION 3.10. Es seien (Li,x1) und (L3, x2) zwei parametrisierte Probleme
mit Ly ¢ Struc(t; ) und L, € Struc(t;). Dann ist f eine FPLS-Reduktion von (L, x1)
auf (L,,%;), wenn

21



PARAMETRISIERTE PLATZKOMPLEXITAT

1. fiir alle x € Struc(7 ) gilt, dass x e L; gdw. f(x) €Ly,
2. (f,x1) € FPLS und
3. ein Polynom g existiert, sodass x2(f(x)) < g(x1(x)) gilt. =

m LEMMA 3.11. Die Klasse PLS ist unter Reduktion abgeschlossen. Die Klasse FPLS ist
unter Komposition abgeschlossen. ]

m BEWEIS. Sei f eine FPLS-Reduktion von (Lj,«1) auf (Ly,k2), k2(x) < g(x1(x))
fur ein Polynom g und (L, «x;) € PLS. Es ist nun zu zeigen, dass eine Turingma-
schine M existiert, die (L, ;) entscheidet und dabei hochstens Speicherplatz
O(logx1(x) +log|x|) bendtigt.

Diese Turingmaschine kann nicht zunédchst f(x) berechnen und dann f(x) €
L, entscheiden, da f(x) zu lang sein kann, um von M unter Einhaltung der
Platzschranke O(logx (x) +1og|x|) gespeichert zu weden. Daher simuliert M eine
Turingmaschine My, fiir (Ly,x7) auf f(x) und berechnet jedesmal, wenn M,
ein Symbol von f(x) bendtigt, dieses neu, indem sie f(x) berechnet und nur
das von M, geforderte Symbol ausgibt. Hierfiir benétigt sie den Speicherplatz
fur den Index des aktuell zu berechnenden Symbols von f(x). AnschlieBend
simuliert sie M, weiter. Auf diese Weise muss M nicht den ganzen String f(x)
zwischenspeichern, sondern benotigt nur den Speicherplatz zur Berechnung von
f(x), den Speicherplatz fir den Index des aktuell angeforderten Symbols von
f(x) und den zur Berechnung von My, auf f(x):

O (log x1(x) +log|x| +log plogii (x)+logly| | logxy(f(x))+log |f(x)|)
<0 (2log x1(x) +2log|x| +log g(x1(x)) +log plog ik, (X)+10g|X|)

=0 (3logk(x) +3log|x| +logg(x1(x)))

= O (log(g(x1(x))) +log|x|)
=0 (logxi(x) +log|x|). =
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B KAPITEL 4

ANWENDUNGEN VON MONADISCHER LOGIK ZWEITER STUFE

UND BESCHRANKTER BAUMWEITE AUF PLATZKOMPLEXITAT

Dieses Kapitel enthdlt Untersuchungen ausgewdhlter Probleme mittels der in
Abschnitt 2.4 gegebenen Sitze von Bodlaender und Courcelle fiir logarithmischen
Platz und dem in Kapitel 3 eingefiihrten Framework.

Abschnitt 4.1 befasst sich mit Zahlenproblemen. Hier werden Probleme iiber den na-
turlichen Zahlen {0, 1,...,n—1} oder den ganzen Zahlen {-m,-m+1,...,-1,0,1,...,
n—1} fur natirliche Zahlen m und n betrachtet. Viele Zahlenprobleme lassen sich
durch Graphen mit Baumweite 1 modellieren und dann tiber MSO-Formel aus-
werten, wie im Folgenden an Varianten von Problemen wie PARTITION, SUBSET-SUM,
BIN-PACKING, KNAPSACK Und INTEGER-PROGRAMMING gezeigt wird. Die gewahlten
Modellierungen und die Anwendung des Satzes von Courcelle fithrt zu einer
natiirlichen Parametrisierung dieser Probleme {iber den Wert der grofiten in der
Eingabe kodierten Zahl, wie sie bereits bei fritheren Betrachtungen von schwach-

NP-vollstandigen erkennbar war (19, 37).

Abschnitt 4.2 befasst sich mit der Untersuchung von Scheduling-Problemen, also
der Frage, ob eine gegebenen Menge von Aufgaben unter Beachtung von Start-
und Endzeiten bearbeitet werden konnen. In dieser Arbeit wird eine logische
Struktur zur Modellierung von Instanzen des Scheduling-Problems eingefiihrt
und eine parametrisierte Variante des Scheduling-Problems mit den Siatzen von
Bodlaender und Courcelle untersucht.

In Abschnitt 4.3 werden Graphenprobleme behandelt. Die hier betrachteten Pro-
bleme lassen sich iiber die Baumweite der gegebenen Graph-Instanzen FXL-
parametrisieren, was nicht der Definition von parametrisierten Probleme in dieser
Arbeit entspricht, aber fiir die Anwendung der Sitze von Bodlaender und Courcel-
le sinnvoll ist. Zu den hier betrachteten Problemen gehoren cLIQUE, VERTEX-COVER

und CHROMATIC-NUMBER.

Abschnitt 4.4 befasst sich mit dem Erfiillbarkeitsproblem saTisriaBILITY flr aussa-
genlogische Formeln. Diese Formeln lassen sich als Graphen modellieren, deren
Baumweiten von den Variablenvorkommnissen in den Formeln abhangig sind.
Diese Abhangigkeiten werden in dieser Arbeit untersucht und mittels dieser Un-
tersuchungen das Erfiillbarkeitsproblem beziiglich der Variablenvorkommnisse
parametrisiert.

In Abschnitt 4.5 werden Mengenprobleme untersucht. Dabei handelt es sich um
Probleme, die sich mit den Eigenschaften von Familien gegebener Mengen beschaf-
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tigen. Diese Probleme lassen sich als Graphen modellieren, deren Baumweiten
von der Verteilung der Elemente in den Mengen abhéngig sind. Diese Abhangig-
keiten werden in in dieser Arbeit untersucht und hieriiber eine Parametrisierung
dieser Probleme angegeben. Beispiele fiir Mengenprobleme sind SET-COVERING,

EXACT-COVER und HITTING-SET.

Die betrachteten Probleme sind eine Auswahl aus Karps 21 NP-vollstindigen
Problemen (30), schwach-NP-vollstdndigen Problemen aus dem Buch von Garey
und Johnson (19) sowie Probleme aus der aktuellen Literatur.

B 4.1 ZAHLENPROBLEME

Zahlenprobleme sind Probleme, bei denen das betrachtete Universum aus den na-
turlichen Zahlen {0, 1,...,n} oder den ganzen Zahlen {-m,-m+1,...,-1,0,1,...,n-
1} fir natiirliche Zahlen m und n besteht. Bei den hier betrachteten Zahlenpro-
blemen handelt es sich um schwach-NP-vollstindige Probleme, fiir die gezeigt

werden kann, dass ihre parametrisierten Varianten Elemente der Klasse PLS sind.

Einer Turingmaschine werden nattrliche Zahlen typischerweise in ihrer Bindrko-
dierung zur Berechnung bereitgestellt, was einer nattirlichen und platzeffizienten
Kodierungsform entspricht. Sollen nun Aussagen iiber diese Zahlen in MSO-Logik
gemacht werden, um die Sitze von Bodlaender und Courcelle anwenden zu kon-
nen, mussen zwei Aspekte beachtet werden:

1. Die Grofle des von den Binarzahlen aufgespannten Universums ist expo-
nentiell in der Liange seiner Kodierung. Dies hat zur Folge, dass aus der
erfolgreichen Anwendung des Satzes von Courcelle kein logarithmischer
Platzbedarf, sondern nur ein polynomieller Platzbedarf gefolgert werden
kann.

2. Die Baumweite der betrachteten Struktur wachst sehr schnell mit der Grofe
des Universums, beispielsweise durch mathematische Operationen iiber dem
Universum, welche typischerweise durch Relationen ausgedriickt werden.
Fiir eine Anwendung der Satze von Bodlaender und Courcelle muss jedoch

eine beschrinkte Baumweite zugesichert werden.

Um diesen Problemen zu begegnen wird in den folgenden Betrachtungen eine
Eingabe aus bindr kodierten Zahlen in eine logische Struktur umgewandelt, die
eine Baumweite von 1 hat und die die Auswertung von gewissen arithmischen
Operationen unter der Verwendung von MSO-Formeln ermdglicht. Dies wird
jedoch auf Kosten der Grofle der logischen Struktur geschehen, denn diese ist
exponentiell in der Lange der Bindrkodierung der gegebenen natiirlichen Zahlen.
Eine natiirliche Zahl a wird durch einen Graphen, einem Stern, kodiert, der aus
einem Verbindungsknoten und a Wertknoten besteht, wobei die Wertknoten mit
dem Verbindungsknoten tiber eine Kante verbunden ist. Die Knoten eines Sternes
werden in Abhéngigkeit ihres Typs gefarbt, dargestellt durch das Zusammenfas-
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sen von Knoten in Relationen. Die Wertknoten werden in einer Relation VS, die
Verbindungsknoten in einer Relation CS zusammengefasst. Eine negative ganze
Zahl entspricht in ihrer Darstellung einer nattrlichen Zahl, deren Verbindungs-
knoten mit einer weiteren Farbe gefirbt ist, dargestellt durch die Relation N,
Abbildung 4.1 zeigt solche Sterne.

NS
CS
o/g\o VS
B ABBILDUNG 4.1. Die natiirliche Zahl 3 wird links durch einen Stern reprasentiert.
Die Relation C® beinhaltet den Verbindungsknoten und die Relation V< die
Wertknoten der Struktur S. Rechts ist die Darstellung der ganzen Zahl -3 darge-

stellt. Thr Verbindungsknoten ist zusitzlich gefirbt, was durch die Relation N

reprasentiert wird.

Die Berechnung einer solchen logischen Struktur sei im Folgenden das parametri-

sierte Funktionsproblem pmax-STAR-STRUCTURE:
B Pmax-STAR-STRUCTURE.

m InsTaNz. Eine bindr kodierte Folge von ganzen Zahlen.

m PARAMETER. Der Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.

m ERGEBNIS. Eine logische Struktur aus Sternen, die die gegebenen Zahlen
darstellen.

B LEMMA 4.1.

Pmax-STAR-STRUCTURE € FPLS. ]

m Bewers. Eine Turingmaschine, die fiir eine binar kodierte Folge x von ganzen
Zahlen eine logische Strukturen aus Sternen ausgibt, benotigt zur Ausgabe der
Kodierung eines Sterns einen Zahler mit O(logx(x)) Bits, mit dem die Anzahl der
Wertknoten gezahlt wird. Weiter enthélt eine Eingabe x hochstens polynomiell
viele Bindrzahlen. Es reicht also ein bindrer Zdhler mit O(log|x|) Bits, um die
Sterne fur die Zahlen auszugeben. Es ergibt sich ein Platzverbrauch von O(log |x|+
logx(x)). ]
Die verwendete Parametrisierung tber den Wert der grofiten in der Eingabe
kodierten Zahl entspricht einer natiirlichen Parametrisierung, wie sie bereits
bemm Konzept der schwach-NP-vollstandigen Probleme zu erkennen ist (19). All
in diesem Abschnitt betrachteten Zahlenprobleme lassen sich so parametrisieren
und werden mit dem Prafix pmax- gekennzeichnet.

Nicht nur einzelne Zahlen konnen durch Sterne reprasentiert werden, sondern
auch Tupel von Zahlen und Mengen von Zahlen. Ein Tupel mit k Komponen-
ten (c1,¢2,...,¢;) wird durch k Sterne kodiert, deren Verbindungsknoten mit zu-
satzlichen Farben Cf yees C,f gefirbt sind. Diese Verbindungsknoten werden durch
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einen zusitzlichen Verbindungsknoten, den Tupelknoten tiber jeweils eine Kan-
te verbunden. Tupelknoten werden in der Relation TS zusammengefasst. Eine
Menge wird wie ein Tupel kodiert, bei dem die Verbindungsknoten gleich und der
Tupelknoten als Mengenknoten durch S° gefirbt ist. Abbildung 4.2 zeigt jeweils
ein Beispiel eines Tupels und einer Menge.

TS sS
VS VS

B ABBILDUNG 4.2. Das Tupel (2,3) wird durch den Stern links représentiert. Die
Relationen C{ und C¥ beinhalten Verbindungsknoten der Sterne fiir die Zah-
len 2 und 3, die Relation V' beinhaltet die Wertknoten. Die Menge {2,3} wird
durch den Stern rechts dargestellt. Dieser Stern entspricht dem Stern links bis
auf eine einheitliche Farbung der Verbindungsknoten und eine andere Fiarbung
des Tupelknotens.

Mit diesen Strukturen konnen viele Zahlenprobleme parametrisiert und ausgewer-
tet werden, indem der Parameter dem Wert der grofiten in der Eingabe kodierten
Zahl entspricht und unter Verwendung von Lemma 4.1 eine logische Struktur aus
Sternen konstruiert wird. Fir diese Struktur wird das Histogramm einer zum Pro-
blem korrespondierenden MSO-Formel berechnet, tiber dessen Auswertung das
Problem entschieden werden kann. Die Auswertung der MSO-Formel ist hierbei
auf logarithmischem Platz in der GrofSe des Univerums der logischen Struktur
aus Sternen moglich, da diese immer die Baumweite 1 hat und somit ein Pro-
blem der Klasse FPLS mit der Parametrisierung x(x) = 1 ist. Insgesamt kann auf
diese Weise flr parametrisierte Zahlenprobleme gezeigt werden, dass sie in der
Klasse PLS sind, da es sich hierbei um eine FPLS-Reduktion auf ein Problem der
Klasse PLS handelt. Dies wird im Folgenden an der parametrisierten Zahlvariante
des Problems PARTITION genauer betrachtet.

B Pmax-COUNT-PARTITIONS.

m INsTaNz. Eine Menge von natirlichen Zahlen.

m PARAMETER. Der Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.

m ERGEBNIS. Die Anzahl der Partionierungen der Zahlen in zwei Mengen, so-
dass die jeweiligen Elementsummen gleich sind.

B SATZ 4.2.

Pmax-COUNT-PARTITIONS € FPLS. |

m BEWEIS. Zundchst wird aus der gegebenen Liste von Zahlen eine Stern-Struktur
konstruiert. Dieses Funktionsproblem ist nach Lemma 4.1 in der Klasse FPLS.
AnschlieSend wird eine MSO-Formel ¢parrmon mit folgenden Eigenschaften ausge-
wertet: Die Formel parrimon hat zwei freie einstellige Variablen S; und S, zweiter
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Stufe und driickt aus, dass eine Partitionierung der Verbindungsknoten C und
damit der Wertknoten V¢ in zwei Mengen V; und V, existiert, deren Wertknoten

Elemente von S; und S, sind:

(PPARTITION(SIJSZ) = EICl CZ 'qDCfPART(Cll CZ) A (pV-PART(Sllsz)l
#crart(C1,C2) = Vx.C(x) = [C1(x) v Co(x) ] A =[C1(x) A C2(x)],
PV-rare (51,52) = Vxp.E(x,9) ~ [C1(x) « S1(9)] A [Co(x) < S2(p)]-

Die Formel ¢parmmion mit den zwei Variablen S; und S, ist genau dann wabhr,
wenn eine Partitionierung der Verbindungsknoten C® in zwei Mengen C; und C,
existiert und die Mengen S; und S, die Menge der Wertknoten V¥ so partitioniert,
dass ein Wertknoten genau dann in der Menge S; ist, wenn sein zugehoriger
Verbindungsknoten in der Menge C; ist. Die Formel @ _p.x; stellt die korrekte
Partitionierung der Verbindungsknoten und @y _prr die der Wertknoten sicher.

Existieren zwei Mengen S; und S; von gleicher Kardinalitat, sodass die Formel
Prartimon (S1,S2) gilt, dann 1dsst sich die gegebene Menge von Zahlen wie ge-
fordert partitionieren. Die Anzahl solcher Partitionierungen lasst sich aus dem
Loésungshistogramm histogram[S, ¢parrimon | berechnen: Der Eintrag an der Stel-
le (|VS]/2,|V®|/2) im Histogramm entspricht der doppelten Anzahl der mogli-
chen Partitionierungen, wobei |V°| die Anzahl der Wertknoten der Struktur S
angibt. Es handelt sich um die doppelte Anzahl, da fiir alle Partitionierungen eine
symmetrische Partitionierung existiert, die im Histogramm gezahlt wird.

Die hierbei konstruierten Graph-Strukturen haben jeweils die Baumweite 1. Damit
ist die Auswertung der MSO-Formel nach Satz 2.28 in logarithmischem Platz in
der Grofle des Universums der Stern-Struktur moglich. Nach Lemma 4.1 ist
diese GroBe in O(|x|-x(x)). Die Konstruktion des Losungshistogramm ist damit
FPLS-berechenbar. Die anschlieffende Suche nach einem positiven Eintrag im
Histogramm benotigt einen Zahler, dessen Speicherplatzbedarf logarithmisch in
der Grofse des Univerums der Stern-Struktur ist. Nach Lemma 3.11 gilt dann

Pmax-COUNT-PARTITIONS € FPLS. [ ]
Fiir das klassische Entscheidungsproblem partiTION ldsst sich mit diesem Satz
leicht zeigen, dass es in PLS liegt.

H KOROLLAR 4.3.

Pmax-PARTITION € PLS. [ |

Das in diesem Beweis gezeigte Vorgehen lisst sich unter kleinen Anderungen auch
bei den im Folgenden betrachteten Problemen einsetzen.

Das Problem susseT-sum gehort zu den bekanntesten Problemen der Kryptogra-
phie und der Komplexitétstheorie. In der Kryptographie wird die NP-Vollstan-
digkeit des Problems zur Erzeugung von Pseudo-Zufallszahlengeneratoren und
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One-Way-Hash-Funktionen genutzt (35, 25). Auch hier wird die parametrisierte

Zahlvariante betrachtet.
B Pmax-COUNT-SUBSET-SUMS.

m INsTaNz. Eine Menge von natiirlichen Zahlen und eine Zielsumme s.
m PARAMETER. Der Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.
m ERGEBNIS. Die Anzahl der Teilmengen der gegebenen Zahlen, sodass ihre

Summe der Zielsumme s entspricht.

B SATZ 4.4.

Pmax-COUNT-SUBSET-SUMS € FPLS. |

m BEwES. Der Beweis entspricht dem von Satz 4.2 mit folgenden Anderungen:

1. Fiir jede gegebene Zahl bis auf die Zielsumme s wird ein Stern konstruiert,
der diese Zahl reprasentiert.

2. Eine MSO-Formel mit einer einstelligen Variablen zweiter Stufe driickt aus,
dass eine Teilmenge der Sterne existiert, sodass die freie Variable genau die
Wertknoten dieser Sterne beinhaltet.

3. Der Wert des Histogramms am Index s wird ausgegeben, denn dieser ent-
spricht der Anzahl der Teilmengen, deren Summe genau s ergibt. m

Fur das Entscheidungsproblem suser-sum ergibt sich damit sofort das folgende

Korollar.

B KOROLLAR 4.5.

Pmax-SUBSET-SUM € PLS. (]

Eine schwach-NP-vollstindige Variante von susseT-suM findet sich bei Garey und
Johnson unter dem Namen k-LARGEST-SUBSET (19), bei der fur ein gegebenes k
entschieden werden soll, ob k oder mehr verschiedene Teilmengen A existieren,
sodass Y. .4 x <s gilt. Auch fiir dieses Problem ergibt sich mit dem obigen Satz
das folgende Korollar.

B KOROLLAR 4.6.

Pmax-K-LARGEST-SUBSET € PLS. (]

Durch das Losungshistogramm kann nicht nur die Anzahl der Teilmengen ermit-
telt werden, deren jeweilige Summe einem Zielwert entsprechen, sondern weiter
auch deren Kardinalitat.

B Pmax-COUNT-1-SUBSET-SUMS. Flur eine gegebene Menge von Zahlen soll berech-
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net werden, wie viele Teilmengen der gegebenen Zahlenmenge mit Kardinalitat m

existieren, deren Summe einer gegebene Maximalsumme s entspricht.

m 1NnsTaNz. Eine Menge von natiirlichen Zahlen, eine natiirliche Zahl m und
eine natiirliche Zahl s.

m PARAMETER. Der Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.

m ERGEBNIS. Die Anzahl der Teilmengen A der gegebenen Zahlenmenge mit
Kardinalitdt m, sodass Y e x = s gilt.

B SATZ 4.7.

Pmax-COUNT-1M-SUBSET-SUMS € FPLS. ]

m BEwEis. Der Beweis entspricht dem von Satz 4.4 mit folgenden Anderungen:

1. Fiir jede gegebene Zahl bis auf m und s wird ein Stern konstruiert, der die
Zahl représentiert.

2. Eine MSO-Formel mit zwei freien einstelligen Variablen driickt aus, dass die
erste Variable eine Teilmenge der Verbindungsknoten der Sterne und die
zweite Variable genau die zu diesen Sternen korrespondierenden Wertknoten
beinhaltet.

3. Ein Eintrag am Index (m, s) im Histogramm gibt an, wie viele unterschiedli-
che Mengen von m Sternen mit s Wertknoten, also wie viele Mengen von m

Zahlen mit Summe s, existieren. Dieser Eintrag wird ausgegeben. ]

Eine Verallgemeinerung von suBseT-suM ist das Rucksackproblem knapsack, fiir
das unterschiedlichste Varianten definiert und untersucht worden sind (33). Bei
der im Folgenden betrachteten Variante handelt es sich um die parametrisierte

Zahlversion der bekanntesten Variante, pmax-COUNT-0-1-KNAPSACKS.

B Pmax-COUNT-0-1-kNAPsacks. Fiir eine gegebene Menge von Objekten mit jeweils
einem Gewicht und einem Wert sowie einen gegebenen Rucksack, der ein maxi-
males Gewicht tragen kann, soll fiir einen Zielwert berechnet werden, wie viele
Auswahlmoglichkeiten fiir Elemente existieren, sodass jede Auswahl mit dem
Rucksack getragen werden kann und zugleich mit ihrem Gesamtwert mindestens
dem Zielwert entspricht.

m insTANz. Eine Liste von Zahlentupeln (v;, w;) fur die Objekte, deren ers-
te Komponente den Wert und deren zweite Komponente das Gewicht des
Objekts angeben, ein Zielwert v und ein maximales Tragegewicht des Ruck-
sacks w.

m PARAMETER. Der Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.

m ERGEBNIS. Die Anzahl der Teilmengen B von Zahlentupeln, sodass jeweils
Y (viw)eBVi 2v und Yy, e wi S w gilt.

B SATZ 4.8.

Pmax-COUNT-0-1-KNAPSACKS € FPLS. ]
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m BEwES. Der Beweis entspricht dem von Satz 4.2 mit folgenden Anderungen:

1. Fiir jedes gegebene Objekt wird ein Tupel-Stern konstruiert, der den Wert
und das Gewicht des Objekts reprasentiert.

2. Eine MSO-Formel mit zwei einstelligen Variablen Vp,g und Wgag drickt
aus, dass eine Teilmenge der Tupel-Sterne existiert, sodass V genau deren
Wertknoten und W genau deren Gewichtsknoten enthalt.

3. Aus dem Histogramm wird die Summe der Eintrédge fiir Indizes (i1,i;) mit
i1 >v und i; <w berechnet. Diese Summe entspricht genau der Anzahl der
Auswahlmoglichkeiten von Elementen zur Befullung des Rucksacks, die
jeweils die gegebenen Bedingungen erfiillen. (]

Fiir das klassische Problem 0-1-knapsack ergibt sich damit sofort das folgende
Korollar.

H KOROLLAR 4.9.

Pmax-0-1-KNAPSACK € PLS. u

Analog zu Satz 4.7 lasst sich auch fiir das Rucksackproblem eine Variante de-
finieren, bei der berechnet wird, wie viele zulassige Packungen des Rucksacks
mit einer gegebenen Anzahl von Elementen existieren. Weiter ldsst sich aus den
Beweisen von Satz 4.7 und Satz 4.8 das folgende Korollar ableiten.

B KOROLLAR 4.10.

Pmax-COUNT-m-0-1-KNAPSACKs € FPLS. [

Eine allgemeinere Form des Problems knapsack ist das im Folgenden betrachtete

Problem INTEGER-PROGRAMMING.

Die Lineare Programmierung gehort zweifelsohne zu den bekanntesten Optimie-
rungsproblemen. Der Anwendungsbereich erstreckt sich von der reinen Opti-
mierung Uber 6konomische Planung bis zur Lésung von kombinatorischen Pro-
blemen. Die Untersuchungen zur linearen Optimierung und Veroffentlichung
des Simplex-Algorithmus durch Dantzig fithrten zum Durchbruch der linearen
Programmierung. Bis heute sind zahlreiche Fortschritte im Bereich der linearen
Optimierung entwickelt worden (20).

Lineare Optimierung beschaftigt sich mit der Optimierung von linearen Zielfunk-
tionen unter Beachtung linearer Gleichungs- und Ungleichungssysteme, die die
Optimierung einschranken. In der oft als Standardform bezeichneten Variante ist
eine m x n-Matrix A, ein m-Vektor b und ein n-Vektor ¢ gegeben. Gesucht ist eine
Losung x fiir das Gleichungssystem Ax = b iiber den natiirlichen Zahlen, sodass
¢Tx minimal wird. Alternative Formen wie die kanonische Form, bei der ein Unglei-
chungssystem Ax > b zu l6sen ist, die Standardform mit Ungleichungen mit einem

Ungleichungssystem Ax < b oder die generelle Form, in der sowohl Ungleichungen
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als auch Gleichungen gegeben sind, lassen sich durch einfache Transformationen
in die Standardform iiberfiihren. Hierfiir wird fiir jede Ungleichung eine neue Va-
riable, eine Schlupf-Variable, und eine neue Gleichung eingefiigt. Genaueres hierzu
findet sich im Buch von Gill (20). Aufgrund dieser einfachen Transformationen
wird im folgenden nur die Standardform weiter untersucht. Die Transformationen
der anderen Formen in die Standardform beeinflussen dabei die Ergebnisse dieser
Arbeit nicht. Weiter wird statt des Optimierungsproblems zunachst ein parame-
trisiertes Entscheidungsproblem p-INTEGER-PROGRAMMING in seiner Formulierung
nach Karp (30) und Papadimitriou (36) untersucht.

B Pmax-INTEGER-PROGRAMMING.

m 1NsTaNz. Eine m x n-Matrix A iiber den ganzen Zahlen und ein m-Vektor b
iber den ganzen Zahlen.
m PARAMETER. Der Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.
m FRAGE. Existiert ein n-Vektor x tiber den nattirlichen Zahlen, sodass Ax=b
gilt?
Dieses Problem ist stark-NP-vollstindig und fiir eine fest gewdhlte Anzahl von
Zeilen der Matrix schwach-NP-vollstindig (19, 30, 7, 36, 37). Die Variante mit fest
gewahlter Zeilenzahl sei pmax-FIXED-#1-INTEGER-PROGRAMMING.

Wie bisher wird eine gegebene Instanz von pmax-FIXED-#1-INTEGER-PROGRAMMING
zunachst in eine logische Struktur transformiert und fiir diese dann eine MSO-
Formel und ihr Histogramm ausgewertet. Bisher wurden die gegebenen Zahlen
in Stern-Strukturen transformiert. Das ist nun nicht mehr hinreichend, da die
gegebenen Zahlen nicht unabhangig voneinander sind, sondern in der Matrix A
und dem Vektor b einer Struktur unterliegen. Dies wird in der im Folgenden
vorgestellten Struktur zur Losung des Problems beachtet. Weiter wird diese Struk-
tur so ausgestaltet, dass das Ergebnis der Multiplikation der Matrix A mit einem
Losungsvektor x aus dem Histogramm einer MSO-Formel ¢, abgelesen werden
kann. Diese Integer-Programming-Struktur wird im Folgenden anhand des Beispiels
in Abbildung 4.3 beschrieben.

Fur jeden Eintrag a; ; der Matrix wird zundchst ein Stern konstruiert. Die Ver-
bindungsknoten der mit den Spalten korrespondierenden Sternen werden durch
einen ungerichteten Pfad unter Beachtung der Reihenfolge der Zeilen miteinander
verbunden. Fiir jede Spalte der Matrix werden r = n(ma)?"*! Kopien dieser zu
Stern-Pfaden verbundenen Sterne erstellt, wobei a dem Wert des grofsten Eintrags
von A und b entspricht. Die Zahl r wird im Anschluss an die Beschreibung der
Struktur und der Losbarkeit von pmax-FIXED-MINTEGER-PROGRAMMING diskutiert.
Die zu einer Spalte gehorenden Stern-Pfade werden durch einen gerichteten Pfad
iiber die zur ersten Zeile der Matrix korrespondierenden Knoten verbunden. Zu-
satzlich existiert fiir jeden dieser gerichteten Verbindungspfade ein Knoten, der
Variablenknoten, der durch eine gerichtete Kante mit dem ersten Knoten des Ver-

31



ANWENDUNGEN VON MONADISCHER LOGIK ZWEITER STUFE UND BESCHRANKTER BAUMWEITE AUF
PLATZKOMPLEXITAT

US
S
&

a1,1 | 41,1 [ 41,1 | 41,1 | 41,2 | 41,2 | 41,2 | 41,2
S
C3

a1 | 42,1 | 42,1 | 42,1 | 42,2 | 42,2 | 42,2 | 42,2
S
Cs

a3, 431 431 43,1 432 d32 d32 d3)2
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B ABBILDUNG 4.3. Die obige Abbildung zeigt die fiir eine 3 x 2-Matrix A konstruier-
te Integer-Programming-Struktur mit r = 4. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
werden die Wertknoten in dieser Abbildung durch Eintrdge a;; abgekirzt.
Die durch die freie Variable X gewihlten Verbindungsknoten der Zeile C{
induzieren eine Knotenfarbung, dargestellt durch Knoten e, die der Wahl von
xT = (3,2) entspricht. Die Variable X enthilt fiir die erste Spalte der Matrix den
zweiten Knoten und fiir die zweite Spalte den dritten Knoten des jeweiligen Ver-
bindungspfades. Die durch diese Farbung induzierten Kardinalitdten der freien
Variablen C;" und C; fiir i € {1,2,3} der Formel ¢y, sind |C{|=3-a;,1 +2-a1 5,
|C1_| =0, |C;| =3-ay1, |C2_| =2-ap,, |C;| =2-a3, und |C3_| =3-a3].

bindungspfades verbunden ist. Die Variablenknoten werden in der einstelligen
Relation U® und die mit der i-ten Zeile der Matrix korrespondierenden Verbin-
dungsknoten der Sterne in der einstelligen Relation C;S zusammengefasst, sodass
die Knoten der Relation C{ den Knoten der Verbindungspfade entsprechen. Diese
Struktur hat die Baumweite 1, da sie aus Baumen besteht, und lasst sich unter
Beachtung von Lemma 4.1 ebenfalls in FPLS berechnen.

B SATZ 4.11.

Pmax-FIXED-M-INTEGER-PROGRAMMING € PLS. ]

m BEWEIS. Zundchst wird aus der Eingabe die Integer-Programming-Struktur kon-
struiert. AnschlieSend wird das Histogramm einer MSO-Formel ¢, mit folgenden
Eigenschaften ausgewertet.

1. Die freien Variablen der Formel sind X und C/, C; fiir i € {1,...,m}. Die
Variable X ist eine Teilmenge der Knoten der Verbindungspfade, sodass fiir
jeden Variablenknoten genau ein Knoten aus dem zugehorigen Verbindungs-
pfad in X ist. Dies kann iiber den transitiven Abschluss aus Lemma 2.11 und
die Variablenknoten in U ausgedriickt werden. Diese Knoten induzieren
eine eindeutige Farbung des Graphen: Jeder Knoten aus X und jeder von
einem Knoten aus X erreichbare Verbindungsknoten ist gefarbt. Auch dies
lasst sich iiber den transitiven Abschluss ausdriicken.

2. Die freien Variablen C;" enthalten dann die Wertknoten der gefarbten Sterne,
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deren Verbindungsknoten in Cis sind und die positive Zahlen reprasentieren.

Die freien Variablen C; enthalten jene, die negative Zahlen représentieren.
Fiir eine gultige Belegung der freien Variablen der Formel ¢, gilt dann, dass
die Knoten aus X einen Vektor x definieren, der mit der Matrix A multipliziert
wird und dessen Ergebnis aus dem Histogramm ausgelesen werden kann. Wird
durch einen Knoten die Farbung von i Stern-Pfaden fiir Stern-Pfade der Spalte j
induziert, so entspricht dies der Multiplikation der j-ten Spalte der Matrix A mit
der Zahl i, da entsprechend viele Wertknoten der Sterne fiir diese Spalte in den
Variablen C;” und C;” gesammelt werden. Die Anzahl der Wertknoten in C;" minus
der Anzahl der Wertknoten in C; entspricht dem Skalarprodukt eines durch die
Knoten in X beschriebenen Vektors x mit der i-ten Zeile der Matrix.

Aus dem Histogramm kann dann abgelesen werden, ob ein Losungsvektor x
fur das Gleichungssystem Ax = b existiert: Die Summe aller Eintrdge an den
Indizes (n,ci,c1,¢3,¢5,...,Cn,Cp), fir die ¢ —c; = b; gilt, entspricht der Anzahl
der moglichen Losungen x, sodass fiir die Komponenten x; des Losungsvektors
x;j € {0,1,...,n(ma)*"*1} gilt. Dass die Beschrinkung auf Losungsvektoren x €
{0,1,...,n(ma)?™*'} ausreicht, zeigte Papadimitriou:

B SATZ 4.12: (36). Essei A eine m x n-Matrix und b ein m-Vektor mit Eintrdgen iiber
den Zahlen {0,+1,...,+a}. Hat Ax = b eine Losung fiir einen m-Vektor x iiber den natiir-
lichen Zahlen, so existiert auch eine Losung iiber den Zahlen {0,1,...,n(ma)?"™*'}. m

Es reicht also aus, jeden Stern-Pfad n(ma)>"+!

-mal zu erzeugen, da dann, wenn
eine Losung fiir das Gleichungssystem existiert, eine korrespondierende Farbung
des Graphen durch die Knoten in X gefunden werden kann, sodass die Auswer-

tung des Histogramms eine existierende Losung anzeigt. m

In den bisherigen Betrachtungen wurde die Optimierung der Zielfunktion nicht
beachtet, sondern nur der Nachweis der Existenz einer Losung unter den gege-
benen Einschrankungen untersucht. Papadimitriou zeigte, dass die Kosten einer
minimalen Losung beschrankt sind, falls das Gleichungssystem beschrankt ist.

B LEMMA 4.13: (36). Ist das ganzzahlige lineare Optimierungsproblem Ax =b losbar
und sind die optimalen Kosten z = c” x fiir dieses System beschrinkt, so gilt

n
2l< (Z |c,.|) 2 (ma?)P,
j=1

wobei c; die j-te Komponente von c bezeichnet. [

Mit diesem Ergebnis kann die folgende Minimierungsvariante gelost werden, bei
der fiir eine durch einen n-Vektor ¢ gegebene Zielfunktion die minimalen Kosten
einer Losung x fiir Ax = b berechnet werden, falls das System beschrankt ist.

B SATZ 4.14.

Pmax-MINIMIZE-FIXED-11-INTEGER-PROGRAMMING € FPLS. [
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m BEwES. Der Beweis ist analog zu dem von Satz 4.11 mit folgenden Anderungen:

1. In die konstruierte Stern-Struktur wird der Losungsvektor c einkodiert,

indem c als eine weitere Zeile der Matrix A betrachtet wird, deren Verbin-
dungsknoten gesondert gefarbt sind.

. Die auswertende MSO-Formel wird um zwei freie einstellige Variablen C*

und C~ zweiter Stufe erweitert, in denen analog zu den Variablen C;’ und C;
die Wertknoten der positiven und der negativen, durch einen Losungsvektor
gefdrbten Sterne gesammelt werden.

. Im Histogramm wird mittels der neuen Variablen gepriift, ob eine Losung

fur Ax = b existiert, sodass |C*|-|C~| minimal wird. Diese Suche ist nach
Lemma 4.13 polynomiell in der Anzahl der Variablen und dem Wert der
groBten in der Eingabe kodierten Zahl. Somit werden zum Durchsuchen des
Histogramms Zihler mit Platzbedarf O(log|x|+logx(x)) benétigt. Es folgt
die Behauptung. [

Ein weiteres klassisches Optimierungsproblem ist BiN-packiNG: Eine Menge von

Objekten unterschiedlicher Grofie sollen in eine moglichst kleine Anzahl von

Behailtern fester Grofie verpackt werden. Dieses stark-NP-vollstandige Problem (30,

19) ist insbesondere im Bereich der Approximationsalgorithmen in verschiedene

Varianten untersucht worden (12, 28).

Bei der zunidchst betrachteten Variante handelt es sich um die parametrisierter

Zahlversion des schwach-NP-vollstindigen Problems k-BIN-PACKING.
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Pmax-COUNT-k-BIN-PACKINGS.

m InsTaNz. Eine Menge von natiirlichen Zahlen und eine natiirliche Zahl b.
m PARAMETER. Der Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.

m ERGEBNIS. Die Anzahl der Partitionierungen der Zahlen in k Mengen, sodass

fur jede Menge S; gilt, dass Y ye5, x <.

SATZ 4.15.

Pmax-COUNT-k-BIN-PACKINGS € FPLS. (]

BEWEIS. Der Beweis entspricht dem von Satz 4.4 mit folgenden Anderungen:

1. Fiir jede der gegebenen Zahlen bis auf die Behéltergrofie b wird ein Stern

konstruiert, der die Zahl reprasentiert.

. Eine MSO-Formel mit k freien einstelligen Variablen zweiter Stufe By,..., By

driickt aus, dass eine Partitionierung der Sternknoten in k Mengen existiert,
sodass die freie Variable B; genau die Wertknoten der i-ten Sternmenge
beinhaltet.

. Die Summe der Histogrammeintrdge an Indizes (ij,..., i) mit i]- <bfirje

{1,...,k} gibt an, wie viele zuldssige Packungen der gegegeben Elemente in k
Mengen existieren, wobei hierbei jede mogliche Permutation von Packungen
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in die Behalter mitgezahlt wird. Die Summe der Eintrage durch k! ergibt also

die gesuchte Anzahl von Packungen. ]

Fiir das Entscheidungsproblem k-BIN-PACKING ergibt sich damit sofort das folgende
Korollar.

B KOROLLAR 4.16.

Pmax-k-BIN-PACKING € PLS. [

Uber das Losungshistogramm lasst sich auch die folgende Minimierungs-Variante

berechnen.
B Pmax-MINIMIZE-Kk-BIN-PACKING.

m INsTaNz. Eine Menge von natiirlichen Zahlen und eine natiirliche Zahl b.

m PARAMETER. Der Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.

m ErGEBNIS. Die kleinste Anzahl j€{1,2,...,k} von Partitionen fir die gegebe-
ne Menge von Zahlen, sodass fur jede Partition S; gilt, dass s, x <.

B SATZ 4.17.

Pmax-MINIMIZE-k -BIN-PACKING € FPLS. [ ]

m BEwEIS. Dieser Beweis entspricht dem von Satz 4.15, wobei die kleinste Zahl !
ausgegeben wird, fiir die ein echt positiver Eintrag im Histogramm an einem
Index (iy,...,i) existiert, von dem genau ! Komponenten nicht Null sind. Diese

Zahl entspricht genau der kleinsten Zahl von benétigten Partitionen. (]

Anstatt ausschlie8lich einzelne Zahlen zu betrachten, konnen durch die Stern-
Darstellung auch Probleme formuliert werden, deren Instanzen Tupel von Zahlen
sind. Ein Beispiel fiir ein Problem, welches mittels der Tupeldarstellung berechnet
werden kann, ist das parametrisierte Zahlproblem pmax-COUNT-SIZE-m-TUPLES.
B Pmax-COUNT-SIZE-HI-TUPLES.
m NsTANZ. Eine Familie von m Mengen Xj,..., X, von natiirlichen Zahlen und
eine nattrliche Zahl s.
m PARAMETER. Der Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.
m ERGEBNIS. Die Anzahl von Tupeln A € X; x--- x X,,;, sodass fiir jedes Tupel
(X1,..0,xm) €A gilt, 77 x; =s.

B SATZ 4.18.

Pmax-COUNT-SIZE-M-TUPLES € FPLS. [ ]

m BEwWES. Der Beweis entspricht dem von Satz 4.2 mit folgenden Anderungen:

1. Fir jedes Tupel aus X; x--- x X, wird ein Tupel-Stern konstruiert, der das

Tupel reprasentiert.
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2. Eine MSO-Formel mit einer freien einstelligen Variablen zweiter Stufe driickt
aus, dass die freie Variable exakt die Wertknoten von genau einem Tupel-
Stern beinhaltet.

3. Der Eintrag im Histogramm im Index s gibt an, wie viele Tupel existieren,
deren Komponentensumme jeweils s ergibt. [

Eine schwach-NP-vollstandige Variante dieses Problems findet sich bei Garey und
Johnson unter dem Namen k-LARGEST-m-TUPLE (19), bei der fiir ein gegebenes k
entschieden werden soll, ob k oder mehr verschiedene Tupel liber der Menge
X1 x---x X, existieren, sodass deren jeweilige Komponentensumme mindestens
einer Zielsumme s entspricht. Fiir dieses Problem ergibt sich mit dem obigen Satz
das folgende Korollar.

B KOROLLAR 4.19.

Pmax-k-LARGEST-m-TUPLE € PLS. (]

Ein weiteres Anwendungsbeispiel, welches die Vielfalt der Anwendungsmog-
lichkeiten der Satze von Bodlaender und Courcelle aufzeigt, ist das Problem

Pmax COUNT-RANDOMIZATION-TEST-FOR-MATCHED-PAIRS.
B Pmax COUNT-RANDOMIZATION-TEST-FOR-MATCHED-PAIRS.

m instaNz. Eine Menge {(x1,91),..., (X4, yx)} von Paaren natiirlicher Zahlen.
m PARAMETER. Der Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.

m ERGEBNIS. Die Anzahl von Teilmengen S dieser Tupel, sodass

Y lxi—pil< 3 (xi-pi) gilt.
ieS Xi>Yi,
ieS

Um dieses Problem zu losen wird der Aufbau der bisher betrachteten Stern-
Strukturen modifiziert. Anstatt wie bisher einen Verbindungsknoten mit Wert-
knoten zu verbinden, die genau mit einer Farbe gefarbt sind, konnen Wertknoten
nun mehrfach gefarbt sein. Das Tupel (x,y) wird durch einen Stern mit max{x,y}
Knoten dargestellt, wobei x davon mit einer Farbe Vls und p mit einer Farbe VZS
gefarbt sind. Auch diese Strukturen haben die Baumweite 1. Abbildung 4.4 zeigt

zwei solche Sterne fiir zwei Tupel.

Diese modifizierten Stern-Strukturen konnen ebenfalls durch FPLS-Turingmaschi-
nen berechnet werden.

B SATZ 4.20.

Pmax-COUNT-RANDOMIZATION-TEST-FOR-MATCHED-PAIRS € FPLS. |

m Bewes. Fur die gegebenen Tupel werden mehrfach gefarbte Tupel-Sterne kon-
struiert. Die durch die Relation V;° gefirbten Wertknoten seien die der ersten
Komponente, die durch die Relation VZS gefarbten die der zweiten Komponente.
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B ABBILDUNG 4.4. Die obige Grafik stellt die firr die Tupel (3,5) und (3,2) konstru-
ierten Sterne dar. Die Wertknoten der ersten Komponente werden durch die
Relation V;° und die der zweiten Komponente durch die Relation V5 gefirbt.

Durch eine MSO-Formel mit drei freien einstelligen Variablen zweiter Stufe S, A
und B wird ausgedriickt, dass die Variable S eine Teilmenge der Verbindungs-
knoten beinhaltet und somit eine Auswahl von Sternen darstellt. Die Variable A
enthdlt von jedem ausgewdhlten Stern die Wertknoten, die entweder in der Men-
ge VIS oder der Menge VZS sind, und B enthilt alle Wertknoten, die in V., aber
nicht in V5 sind. Fiir jeden Stern der ein Tupel (x,v) darstellt, beinhaltet A somit
|x—y| und B genau ¥, .. (x; —;) Wertknoten. Die zugehorige Formel ist

Pranp-rest (S, A, B) = p<(S,C)A
[Vu.A(u) < Iv.S(v) AE(u,v) A—~(Vi(u) A Va(u))] A
[Vu.B(u) < Vi(u) A=Va(u)] mit
¢c(X,Y)=Vx.X(x) > Y(x).

Durch diese Formel sind die Mengen A und B fiir eine Menge von gewdahlten und
durch S reprasentierte Sterne eindeutig bestimmt. Die Summe der Eintrage fiir
Indizes (i1,1p,13) mit fest gewdhlter Komponente i; und i, < i3 des Histogramms
gibt somit die Anzahl der i;-elementigen Teilmengen der Sterne an, die die durch
die obige Ungleichung geforderte Eigenschaft besitzen. Die Summe aller Eintra-
ge (i1,12,13) mit ip <73 des Losungshistogramms entspricht also der Anzahl von

moglichen Teilmengen von Sternen mit der geforderten Eigenschaft. (]

Auch fiir dieses Problem findet sich eine schwach-NP-vollstdndige Variante bei
Garey und Johnson (19): RANDOMIZATION-TEST-FOR-MATCHED-PAIRS. Bei diesem Ent-
scheidungsproblem soll fiir ein gegebenes k berechnet werden ob k oder mehr

Teilmengen S der gegebenen Tupel existieren, sodass

> lxi—vil< 3 (xi-i)
ieS Xi>Yis
ieS
fur diese Mengen gilt. Fiir dieses Problem ergibt sich mit dem obigen Satz das
folgende Korollar.

H KOROLLAR 4.21.

Pmax~RANDOMIZATION-TEST-FOR-MATCHED-PAIRS € PLS. [
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B 4.2 SCHEDULINGPROBLEME

Als Schedulingprobleme werden Probleme bezeichnet, bei denen Ressourcen zeit-
lich aufgeteilt werden, um eine Menge von Aufgaben zu bearbeiten (9). Diese
Ressourcen konnen unterschiedlicher Art sein, sodass sich viele Probleme der
Praxis als Scheduling-Probleme modellieren lassen. Das Spektrum der Ressourcen
reicht hierbei von menschlicher Arbeitskraft und Geld tiber Energie bis zu Rechen-
zeit auf Computersystemen. Die gegebenen Aufgaben konnen dabei einer Struktur
unterliegen, die die moglichen Bearbeitungsreihenfolgen der Aufgaben erheblich
beeinflusst. Beispielsweise kann es notwendig sein, dass eine Aufgabe a vor einer
Aufgabe b bearbeitet werden muss, da zur Bearbeitung von b ein Ergebnis aus
der Bearbeitung von a notwendig ist. In dieser Arbeit liegt der Fokus auf dem
einfachen Sequencing-Problem seQUENCING, welches in seiner parametrisierten

Version betrachtet wird.
B Pmax-SEQUENCING.

m INsTaNz. Eine Menge von Aufgaben mit jeweils einer Start-, Lauf- und End-
zeit.

m PARAMETER. Der Wert der grofiten in der Eingabe kodierten Zahl.

m FRAGE. Existiert fiir die gegebenen Aufgaben ein giiltiger sequentieller Ab-
laufplan fiir einen Prozessor? Ein Ablaufplan ist genau dann giiltig, wenn
der Prozessor die Aufgaben so abarbeiten kann, dass

1. keine Bearbeitung einer Aufgabe unterbrochen wird und
2. die Bearbeitung einer Aufgabe friithestens mit der Startzeit beginnt und

vor der Endzeit abgeschlossen ist.

Das Problem seQUENCING ist stark-NP-vollstindig. Eine schwach-NP-vollstindige
Variante ist pmax-FIXED-RD-SEQUENCING, bei der die Anzahl der Start- und Endzei-
ten durch eine Konstante beschrankt ist (19). Diese Variante wird im Folgenden
weiter untersucht.

Um eine gegebene Instanz von pmax-FIXED-RD-SEQUENCING mittels MSO-Formeln
auszuwerten, wird die folgende Sequencing-Struktur eingefithrt. Es seien vy, ..., vy
die aufsteigend sortierten, paarweise unterschiedlichen Start- und Endzeiten, die
in der Eingabe kodiert sind. Fiir jeden dieser Zeitpunkte wird ein Knoten konstru-
iert und diese Zeitpunkt-Knoten werden in aufsteigender Reihenfolge miteinander
verbunden, sodass ein Pfad entsteht. Die Zeitpunktknoten werden durch die Rela-
tion RD® gefirbt. Fiir jede Aufgabe wird ein Stern konstruiert, dessen Wert der
Lédnge der représentierten Aufgabe entspricht, und diese Aufgaben-Sterne werden
mit ihren korrespondierenden Zeitpunkt-Knoten verbunden. Die Verbindungs-
knoten werden mit der Relation Tasks® gefdrbt. In Abbildung 4.5 ist ein Beispiel
einer solchen Sequencing-Struktur dargestellt.

Diese Konstruktion ist durch eine FPLS-Turingmaschine berechenbar, da fur die
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1 2 5 8 9
RD®

Tasks®
2 4 2 1
B ABBILDUNG 4.5. Die obige Grafik stellt die Sequencing-Struktur fiir eine In-
stanz mir den Startzeiten 1, 2, 8, den Endzeiten 5, 8, 9 und den Aufgaben
{(1,2,5),(1,4,8),(2,2,9),(8,1,9) } dar. Die Laufzeiten der jeweiligen Aufgaben
sind zugunsten der Ubersichtlichkeit als Zahlen dargestellt.

Konstruktion der Sterne und zur Sortierung der konstant vielen Start- und End-
zeitpunkte nur Zahler in O(log|x|+logx(x)) bendtigt werden. Weiter hat diese
logische Struktur eine konstante Baumweite.

B LEMMA 4.22. Die Sequencing-Struktur hat fiir k > 3 Start- und Endzeiten eine
Baumweite von k — 1. [

m BEWEIS. Eine entsprechende Baumzerlegung fasst die k Zeitpunkt-Knoten zu
einem Bag der Grofie k zusammen, die mit Bags der Grofle 3 fir Verbindungs-
Knoten der Aufgaben-Sterne und ihren zugehdrigen Zeitpunkt-Knoten verbunden
sind. Mit letzteren sind dann Bags der GrofSe 2 fiir die Wertknoten der Aufgaben-
Sterne verbunden. Die Baumweite dieser Baumzerlegung ist somit durch k-1
beschrankt. (]

Durch die Sequencing-Struktur kann dann ppax-FIXED-RD-SEQUENCING entschie-
den werden.

B SATZ 4.23.

Pmax-FIXED-RD-SEQUENCING € PLS. ]

m BEWEIS. Aus einer gegebenen Instanz fiir p-FIXED-RD-SEQUENCING wird zundchst
eine Sequencing-Struktur konstruiert. Durch eine MSO-Formel exep-rp-sequencivg
mit freien Variablen I,...,I,,—1 zweiter Stufe, im Folgenden als Zeitintervalle
interpretiert, werden die folgenden Bedingungen ausgedriickt:

1. Die Variablen I; partitionieren die Menge der Wertknoten der Aufgaben-
Sterne.

2. Jedes Intervall I; beinhaltet nur Wertknoten von Aufgaben-Sternen, deren
Startzeit vor v; liegt oder v; ist.

3. Jedes Intervall I; beinhaltet nur Wertknoten von Aufgaben-Sternen, deren
Endzeit hinter v;,q liegt oder v;,4 ist.

4. Fir alle zwei benachbarte Intervalle I; und I;,, gilt, dass keine zwei unter-
schiedlichen Aufgaben-Sterne existieren, von denen jeweils Wert-Knoten in
zugleich in beiden Intervallen sind.
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5. Fiir alle drei Intervalle I;, I;, und I;, mit iy < i, <1i3 gilt, dass wenn I;, und I;,
Wertknoten eines gemeinsamen Aufgaben-Sterns beinhalten, das Intervall
I;, ausschliefilich Wertknoten dieses Aufgaben-Sterns beinhaltet.

Da durch die konstante Anzahl von Start- und Release-Zeiten auch die Anzahl
der Intervalle Iy,...,I,;,—1 konstant ist, sind die obigen Bedingungen innerhalb der
MSO-Formel durch Fallunterscheidungen ausdriickbar.

Das Histogramm von ¢rxep-rp-sequencine Und der gegebenen Struktur wird nun
auf einen echt positiven Eintrag an einem Index (iy,...,i—-1) mit 1 <Vjp1 — V)
fir j € {1,...,m -1} untersucht, wobei v; wie oben den j-ten Zeitpunkt in der
aufsteigend sortierten Folge von in der Eingabe kodierten Start- und Endzeiten

bezeichnet. Ist ein solcher Eintrag vorhanden, existiert ein giiltiger Ablaufplan.

Zu beachten ist, dass die obige Formel fiir eine Belegung ihrer freien Variablen
unter Beachtung des Histogramms wahr sein kann, ohne dass diese Belegung
einem giiltigen Ablaufplan entspricht, da die letzte der obigen Bedingungen nicht
fordert, dass in dem Intervall I;, keine Unterbrechung einer Aufgabenbearbeitung
stattfindet. Jedoch impliziert eine solche giiltige Belegung der Formel, dass ein giil-
tiger Ablaufplan existiert, da eine Unterbrechung der Bearbeitung einer Aufgabe
ausgeglichen werden kann, indem Wertknoten des betreffenden Aufgaben-Sterns
in das entsprechende Intervall verlegt werden konnen, ohne dass die Formel ihre
Giltigkeit verliert. L]

B 4.3 GRAPHENPROBLEME

Graphenprobleme haben viele Anwendungsbereiche. Das Spektrum reicht hier
von Physik, Chemie und Biologie tiber Soziologie und Okonomie bis zur Linguis-
tik. Graphen konnen fiir nahezu alle Anwendungsbereiche verwendet werden,
in denen eine bindre Relation verwendet wird. Weiter ermoglicht ihre einfache
Darstellung ein schnelles und intuitives Verstandnis fiir die prasentierten Sach-
verhalte. Daher ist die Untersuchung von Graphenproblemen von besonderer
Wichtigkeit (21).

Viele Instanzen der im Folgenden betrachteten Probleme bestehen aus einem
Graphen und einer natiirlichen Zahl. Diese konnen zusammen in einer logischen
Struktur S kodiert werden, indem die fiir alle Strukturen geforderte Ordnungs-
relation < verwendet wird, um die natiirlichen Zahlen als binare Strings zu
kodieren. Diese Kodierung ist moglich, da sie die Baumweite der Struktur nicht
erhoht und leicht zu berechnen ist, wie in den Abschnitten 2.2 und 2.3 gezeigt wur-
de. Zugunsten der besseren Lesbarkeit werden im Folgenden diese Konzepte von
Graphen und Zeichenketten getrennt betrachtet, obwohl sie in einer gemeinsamen
logischen Struktur kodiert werden.

Viele der folgenden Graphenprobleme werden iiber die Baumweite parametrisiert.
Diese Probleme sind damit keine parametrisierten Probleme nach Definition 3.1,
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da die Parametrisierung nicht FL-berechenbar, sondern nur FXL-berechenbar ist.

Probleme dieser Art werden im Folgenden mit dem Prafix piy- versehen.

Ein wichtiges Graphenproblem ist cLiQuE, das Finden von Cliquen einer gegebe-
nen Grofle. Cliquen sind Graphen, in denen jedes Knotenpaar durch eine Kante
direkt miteinander verbunden ist. Der Cliquen-Begriff wurde von Luce und Per-
ry (32) bei der Modellierung von sozialen Cliquen in den Sozialwissenschaften
gepragt. Ein erster Algorithmus zur Berechnung von Cliquen stammt von Hara-
ry und Ross (22). Karp (30) zeigte, dass das Cliquenproblem NP-vollstindig ist.
Im Folgenden wird das parametrisierte Cliquen-Problem in einer Zdhlvariante
untersucht.

B ptw-COUNT-CLIQUES. Fiir einen Graphen soll berechnet werden, wie viele Kno-
tenmengen der Grofie [ existieren, sodass jeder Knoten der Menge mit jedem
anderen Knoten der Menge tiber eine direkte Kante verbunden ist.

m 1nsTANZz. Ein Graph G und eine natiirliche Zahl [.
B PARAMETER. Die Baumweite von G.
m ERGEBNIS. Die Anzahl der Cliquen der Grofie I von G.

B SATZ 4.24.

Ptw-COUNT-CLIQUES € FXL. [

m BEWEIs. Die MSO-Formel
Perique(C) =Yuv.C(u) AC(v) - E(u,v)

drickt aus, dass C eine Clique ist. Die Anzahl der Cliquen der Grofie I des
Graphen G kann dann aus dem Histogramm am Index [ abgelesen werden. Das
Histogramm ist nach Satz 2.28 FXL-berechenbar. [

Ein weiteres bekanntes Graphenproblem ist VERTEX-COVER, das Berechnen einer
Knoteniiberdeckung mit einer gegebenen maximalen GroSe. Eine Knoteniiberde-
ckung ist eine Menge von Knoten, sodass jede Kante des gegebenen Graphen mit
einem Knoten der Knoteniiberdeckung inzident ist. Dieses Problem gehort zu den
ersten Problemen, fiir die gezeigt wurde, dass sie NP-vollstandig sind (30) und
wurde aufgrund seiner vielfidltigen Anwendungsbereiche, beispielsweise in der
Biologie und der Bioinformatik, bis heute intensiv untersucht. In dieser Arbeit
wird das parametrisierte Knotentiberdeckungsproblem betrachtet, welches tiber
die Baumweite des gegebenen Graphen parametrisiert wird. Diese Parametri-
sierung unterscheidet sich von der oft gewdhlten Parametrisierung, bei der die
gegebene maximale Grofie gewahlt wird (11).

B py-COUNT-VERTEX-COVERS. Fiir einen Graphen soll berechnet werden, wie viele
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Knotenmengen der Grofie ! existieren, sodass jede Kante mit einem Knoten dieser

Menge inzident ist.

m INsTANZz. Ein Graph G und eine natiirliche Zahl I.
m PARAMETER. Die Baumweite von G.
m ERGEBNIS. Die Anzahl der Knotentiberdeckungen der Grofe /.

B SATZ 4.25.

Ptw-COUNT-VERTEX-COVERS € FXL. |

m BEWEIS. Der Beweis entspricht dem von Satz 4.24 mit der MSO-Formel

(PVERTEX-COVER(C) :Vuv.E(u,v) QC(M)VC('U) |

Fiir die Minimierungsvariante p,-MINIMUM-VERTEX-COVER, bei der nach der Grofe
einer kleinstméglichen Knoteniiberdeckung gefragt wird, ergibt sich aus diesem
Satz das folgende Korollar, indem nach dem kleinsten Index mit einem echt
positiven Eintrag im Histogramm gesucht wird.

B KOROLLAR 4.26.

Ptw-MINIMUM-VERTEX-COVER € FXL. ]

Das Problem DOMINATING-SET, in einem Graphen eine Knotenmenge von gegebener
Grofle zu finden, sodass jeder Knoten entweder ein Knoten dieser Menge ist oder
mit einem Knoten dieser Menge tiiber eine direkte Kante verbunden ist, ist ein
wichtiges Problem im Bereich der verteilten Systeme (43, 29, 1). Dominierende
Mengen konnen genutzt werden, um in einem Netzwerk eine moglichst kleine
Menge von Stationen zu berechnen, sodass jeder Knoten des Netzwerks eine
direkte Verbindung zu einer solchen Station hat. Ein Beispielszenario findet sich
im Bereich der Sensornetzwerke: Fiir ein gegebenes Sensornetzwerk soll eine
Menge von Sensorknoten ermittelt werden, die mit speziellen Zusatzfunktionen
versehen werden, sodass jeder Knoten eine direkte Verbindung mit einem solchen
Spezialknoten hat und dass die Menge dieser Spezialknoten moglichst klein ist,
um die zusatzlichen Kosten durch die Einrichtung der Spezialknoten gering zu
halten.

B Piw-COUNT-DOMINATING-SETS. Flir einen Graphen soll berechnet werden, wie
viele dominierende Mengen der Grofie [ existieren, also wie viele Mengen von [
Knoten es gibt, sodass jede Kante des Graphen mit einem Knoten dieser Menge
inzident ist.

m INsTANZz. Ein Graph G und natiirliche Zahl I.
®m PARAMETER. Die Baumweite von G.

m ERGEBNIS. Die Anzahl von dominierenden Mengen der Grofie I.
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B SATZ 4.27.

Ptw~-COUNT-DOMINATING-SETS € FXL. [

m BEWEIS. Der Beweis entspricht dem von Satz 4.24 mit der MSO-Formel

Ppommvarne-ser(C) = Vv.C(v) v Iw.C(w) AE(v,w). =

Auch fiir dieses Problem ergibt sich dann, dass die Minimierungsvariante, bei der
die Grofie der kleinsten dominierenden Menge gesucht wird, FXL-berechenbar ist.

B KOROLLAR 4.28.

Ptw-MINIMUM-DOMINATING-SET € FXL. [

Zu den bekanntesten Graphenproblemen gehoren Knotenfarbungsprobleme, bei
denen nach der Anzahl von Farben gefragt wird, die benétigt werden, um die
Knoten eines Graphen so zu farben, dass keine zwei Knoten, die direkt mitein-
ander verbunden sind, die gleiche Farbe haben. Farbungsprobleme haben viele
Anwendungen, beispielsweise dienen sie zum Aufbrechen von Symmetrien in der
Parallelverarbeitung. Parallele Algorithmen benétigen oftmals Unabhédngigkeiten
zwischen Datenobjekten, um korrekt arbeiten zu konnen. Diese Unabhédngigkeiten
konnen durch Farbungen ermittelt werden, indem die Datenobjekte als Knoten
und die Abhangigkeiten als Kanten modelliert werden. In einer giiltigen Farbung
eines solchen Graphen sind dann gleich gefarbte Objekte voneinander unabhan-
gig. Durch eine Firbung mit wenigen Farben lassen sich so grofSe unabhéngige
Mengen finden und Symmetrien aufbrechen. Erste komplexitatstheoretische Be-
trachtungen dieses Problems stammen von Karp (30). Motiviert durch Probleme
wie Symmetriebrechung (40), Scheduling oder Register-Allokation (10, 8) finden
sich viele Untersuchungen zu Fairbungen.

B py-CHROMATIC-NUMBER. Fiir einen Graphen soll die chromatische Zahl berech-
net werden. Die chromatische Zahl ist dabei die kleinste Zahl ¢, sodass die Knoten
des Graphen mit ¢ Farben gefarbt werden konnen, also jeder Knoten genau eine
Farbe erhilt und keine zwei Knoten, die durch eine Kante miteinander verbunden
sind, die gleiche Farbe haben.

m INsTANz. Ein Graph G.
B PARAMETER. Die Baumweite von G.
m ERGEBNIS. Die minimale Anzahl der fiir eine giiltige Firbung von G benétig-

ten Farben.

B SATZ 4.29.

Ptw-CHROMATIC-NUMBER € FXL. [
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m BEWEIS. Bisher ist keine MSO-Formel bekannt, mit der fiir ein beliebiges ¢ die
c-Farbbarkeit eines Graphen ausgedriickt werden kann. Dennoch ist es moglich,
die chromatische Zahl auf logarithmischem Platz zu berechnen. Hierfiir wird die
Eigenschaft verwendet, dass die chromatische Zahl eines Graphen mit Baumwei-
te k hochstens k + 1 sein kann (18). Durch sukzessives Priifen, ob der gegebene
Graph c-farbbar fiir c = 1,...,k +1 ist, kann die chromatische Zahl berechet werden.

Dazu sei das Problem py,-c-coLoraBiLITY wie folgend definiert.
m 1nstaNz. Ein Graph G und eine natiirliche Zahl c.

B PARAMETER. Die Baumweite von G.

m FrAGE. Existiert eine giiltige Firbung von G mit ¢ Farben?

Es gilt piw-c-coLorasiLITY € XL fiir jedes c, da fiir jedes feste ¢ durch eine MSO-
Formel ausgedriickt werden kann, dass eine giiltige c-Farbung existiert. Die Formel

fir c = 3 ist beispielsweise

4)3—COLORABILITY(R7 G, B) =Vv. [R(V) v B(V) \v G(‘l/)] A
[~(R() AG(v)) A
-(G(v)AB(v)) A
=(R(v) AB(v))] A
Vuv.E(u,v) > =(R(u) AR(v)) A
-(G(u)AG(v)) A
-(B(u) AB(v)).
Existiert ein positiver Eintrag im Histogramm einer Formel ¢¢_cororapmiry, SO €xis-

tiert eine c-Farbung. Dieses Histogramm kann nach dem Satz von Courcelle unter
Einhaltung der entsprechenden Platzschranken ausgewertet werden.

Die Turingmaschine fiir pi,-CHROMATIC-NUMBER entscheidet nun sukzessive fiir
c=1,...,k+1 das Problem pty-c-coLorasiLITY flir den gegebenen Graphen, wobei

k die Baumweite des gegebenen Graphen bezeichnet. [

B 4.4 ERFULLBARKEITSPROBLEME

Eines der zentralen Probleme der Komplexititstheorie ist das Erfiillbarkeitspro-
blem der Aussagenlogik saTisFiaBILITY, bei der nach der Existenz einer erfiillenden
Belegung fiir eine gegebene aussagenlogische Formel gefragt wird. saTisFIABILITY
war das erste als NP-vollstindig identifizierte Problem (13) und bildete den Anfang
einer Vielzahl von Untersuchungen zur NP-Vollstandigkeit von Problemen (30, 19).
In diesem Abschnitt wird die iiber die Variablenvorkommnisse parametrisierte
Variante pyar-saTisriaBILITY hinsichtlich ihrer Platzkomplexitdt untersucht und

gezeigt, dass dieses Problem in der Klasse XL ist.

Aussagenlogische Formeln lassen sich mit dem Konzept der Baumweite in Verbin-

dung bringen, indem sie als Graphen modelliert werden. Hierfiir wird an dieser
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Stelle ein erweiterter Syntaxbaum eingefiihrt, der das Konzept des Syntaxbaums

fir aussagenlogische Formeln erginzt.

B DEFINITION 4.30. Ein Formel-Graph ist ein Graph G = (V,ES,R‘AS,R‘VS,Rf,rS) mit
einstelligen Relationen R‘AS , R‘vg, Rf und der Konstante r°, sodass

1. G aus einem gerichteten Baum mit Wurzel S besteht, wobei jede des Baumes
Kante in Richtung der Wurzel zeigt und die Blattknoten durch ungerichtete
Kanten zu knotendisjunkten Pfaden verbunden sein diirfen,

2. die Mengen R%, RS und RS eine Partitionierung der inneren Knoten des
Graphen bilden,

3. die Blatter des Baumes keine Elemente der Mengen RY, RS und RS sind,

4. jeder Knoten der Relation RS genau ein Kind hat,

5. jeder Knoten der Relation RS genau zwei Kinder hat. (]

Ein solcher Baum korrespondiert zu einer aussagenlogischen Formel, wie Abbil-
dung 4.6 zeigt. Die Blatter des Baumes entsprechen den Vorkommnissen der freien
Variablen und die inneren Knoten den Verkniipfungen der Formel, wobei durch
die Relationen RY, RS und R? jedem inneren Knoten eine Verkniipfungsoperati-
on zugewiesen ist. Variablenvorkommnisse gleicher Variablen sind miteinander
durch Kanten verbunden und bilden so knotendisjunkte Pfade.

B ABBILDUNG 4.6. Der zu der Formel ¢ = ((x A=p) v (-x A D)) A (=x A -z) korres-
pondierende Graph. Die inneren Knoten sind entsprechend ihrer Verkniip-
fungsoperation beschriftet. Die Blatter, die Vorkommnissen gleicher Variablen
entsprechen, sind in Form von induzierten knotendisjunkten Pfaden miteinan-
der durch ungerichtete Kanten verbunden. Weiter hat der Graph eine Farbung,
die zu einer Anfangsfarbung korrespondiert, bei der die Knoten gefarbt sind,
die zu den Variablenvorkommnissen der Variable x gehoren. Dies entspricht
der Belegung, bei der genau die Variable x wahr ist. Da der Wurzelknoten nicht
gefarbt ist, handelt es sich nicht um eine erfiillende Belegung.

Zunachst wird eine Variante der parametrisierten Zahlversion des Erfiillbarkeits-

problems fiir aussagenlogische Formeln betrachtet.
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B Ptw-COUNT-SATISFIABILITY.

m INsTaNz. Eine aussagenlogische Formel ¢.
B PARAMETER. Die Baumweite des Formel-Graphen G von ¢.

m ERGEBNIS. Die Anzahl der erfiillenden Belegungen von ¢.

B SATZ 4.31.

Ptw-SATISFIABILITY € FXL. |

m BEWEIS. Zundchst wird aus der aussagenlogischen Formel ¢ der korrespondie-
rende Formel-Graph berechnet. Dessen Grofe ist polynomiell in der Liange von ¢
und von einer logarithmisch platzbeschriankten Turingmaschine berechenbar.

Jeder Knoten des Graphen entspricht einer Teilformel von ¢. Gesucht ist nun
eine gultige Farbung der Knoten, sodass ein Knoten genau dann gefarbt ist, wenn
seine korrespondierende Teilformel wahr ist. Dies lasst sich durch eine logische
Formel ¢s,; mit der freien Variablen T ausdriicken, wobei T genau die gefarbten
Blattknoten enthilt, also den auf Wahr gesetzten Variablenvorkommnissen von ¢
entspricht. Die Formel ¢s,; ist genau dann wahr, wenn diese Ausgangsfarbung
widerspruchsfrei ist und zu einer giiltigen Gesamtfarbung S erweitert werden
kann, die den Wurzelknoten farbt.

Die Ausgangsfarbung ist genau dann widerspruchsfrei, wenn fiir jeden Pfad
innerhalb der Blattknoten gilt, dass entweder alle oder kein Knoten des Pfades
gefdrbt ist, also die Vorkommnisse der gleichen Variablen in der Formel eine
gleiche Belegung haben. Dies wird durch die Formel ¢- ausgedriickt.

Eine giiltige Gesamtfarbung liegt vor, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt
sind:

1. Ein Knoten @ ist genau dann gefarbt, wenn sein Kind nicht gefarbt ist.
2. Ein Knoten @ ist genau dann gefarbt, wenn alle seine Kinder gefarbt sind.
3. Ein Knoten @ ist genau dann gefarbt, wenn mindestens eines seiner Kinder

gefarbt ist.
Eine zu einer Anfangsfarbung passenden Gesamtfarbung zeigt Abbildung 4.6.

Die obigen Eigenschaften werden durch die logischen Formeln ¢_, ¢, und ¢y
ausgedriickt. Die Formel ¢ ist fiir einen Knoten v genau dann wahr, wenn v ein
Blattknoten ist. Damit ergibt sich die logische Formel ¢s,r zu

Gsar(T) = Qrears(T) A3S.pc(T,S)AS(r) A
P=(S) A@A(S) APy (S) A p-(S) mit
Prears(T) = Vu. T (u) » @r(u),
=(8) =Vuv.pp-paru(u,v) > (T(u) < T(v)),

@(tgp,vg) = E(1igp,vp) Apr(1ip) Apr(vy),
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Oa(S) =Vu.Ry(u) - [S(u) < (Yv.E(v,u) > S(v))],
ov(S)=Vu.Ry(u) - [S(u) < Fv.E(v,u) AS(v)],
@-(S)=Vu.R_(u) > [S(u) < Vv.E(v,u) A=S(v)],
@1(1) = ~(Ra (1) v Ry (1) v R-(1)).

Aus dem Histogramm von ¢, kann abgelesen werden, wie viele erfiillende
Belegungen existieren: An der Stelle [ ist die Anzahl der erfiillenden Belegungen
mit [ auf Wahr gesetzten Variablenvorkomnissen ablesbar. Die Summe der Eintrage

des Histogramms ergibt gerade die Zahl aller erfiillenden Belegungen. ]

Fiir das Entscheidungsproblem py,-sATISFIABILITY ldsst sich mit diesem Satz sofort

das folgende Korollar zeigen.

H KOROLLAR 4.32.

Ptw-SATISFIABILITY € XL. ]

Bei den betrachteten Problemen handelt es sich nicht um parametrisierte Probleme
im Sinne von Definition 3.1, da der Parameter nicht FL-berechenbar ist. Jedoch ist
die Baumweite eines Formel-Graphen durch die Variablenvorkommnisse in der
Formel beschrinkt, wie im Folgenden gezeigt wird. Uber diese Untersuchungen

zu den Variablenvorkommnissen lasst sich das Problem dann parametrisieren.

Ein Formel-Graph ohne mehrfache Vorkommnisse von Variablen hat die Baum-
weite 1, da es sich um einen Baum handelt. Mehrfache Variablenvorkommnisse
induzieren zusatzliche Kanten, die die Blattknoten des Formel-Graphen zu Pfaden
verbinden. Hierdurch verliert der Formel-Graph seine Baumeigenschaft und die
Baumweite erhoht sich. Bereits das zweifache Vorkommen jeder Variable kann
dazu fithren, dass die Baumweite der Formel-Graphen mit steigender Anzahl
an Variablen ebenfalls unbeschrankt steigt. Abbildung 4.7 zeigt einen solchen
Graphen.

Abbildung 4.7 lasst vermuten, dass die Baumweite eines Formel-Graphen mit
der Verteilung der Vorkommnisse gleicher Variablen in der korrespondierenden
Formel zusammenhéngt: Waren die Variablenvorkommnisse so verteilt, dass die
Kinder des Wurzelknotens keine gemeinsamen Variablen hatten, so wiirde der
Formel-Graph keine Clique mit vier Knoten als Minor beinhalten. Tatsdachlich
lasst sich zeigen, dass ein Formel-Graph beschrankte Baumweite hat, wenn fiir alle
Knoten gilt, dass seine Kinder beschrankt viele gemeinsame Variablen besitzen.
Dies wird durch das folgende, allgemeinere Lemma impliziert, dessen Beweis

jedoch noch eine Definition benétigt.

B DEFINITION 4.33. Eine Traversierungsfolge eines Baumes ist eine Folge von Kno-
ten, die folgende Eigenschaften erfiillt:

1. Der erste Knoten der Knotenfolge ist der Wurzelknoten des Baumes.
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B ABBILDUNG 4.7. Der dargestellte Graph kodiert eine aussagenlogische Formel mit
vier freien Variablen, die jeweils zweimal vorkommen. In dem unterliegenden
ungerichteten Graphen, der aus dem dargestellten Graphen entsteht, wenn
jede gerichtete Kante durch eine ungerichtete Kante ersetzt wird, ergibt sich
eine Clique aus vier Knoten als Minor. Dies ist erkennbar, wenn die durch den
farbigen Hintergrund markierten Knoten durch Kantenkontraktion zu einem
Knoten zusammengefasst werden und der Wurzelknoten mit seinen beiden
zugehorigen Kanten entfernt wird.

2. Jeder Knoten des gegebenen Graphen ist genau einmal in der Knotenfolge
vorhanden.

3. Fur alle Knoten v; miti € {1,2,...,n -1} der n-elementigen Knotenfolge gilt,
dass vj,1 ein Kind von v; ist oder ein Knoten u existiert, der im gegebenen
Baum ein Vorginger von v; und ein direkter Vorganger von v;, ist. (]

Eine solche Traversierungsfolge entspricht der Knotenfolge, die zu einer Preorder-
Tiefensuche in einem Baum korrespondiert. Abbildung 4.8 zeigt eine solche Tra-
versierungsfolge. Wie nun gezeigt wird, haben Strukturen, die Biume und eine

korrespondierende Traversierungsfolge kodieren, eine beschrankte Baumweite.

6

m ABBILDUNG 4.8. Die obige Grafik zeigt einen ungerichteten Baum und eine durch
die Kanten -7 gekennzeichnete Traversierungsfolge 1,2,...,8. Die Wurzel ist
der Knoten mit der Nummer 1.



ERFULLBARKEITSPROBLEME

B LEMMA 4.34. Wird eine Traversierungsfolge fiir eine Formel-Struktur S als zwei-

stellige Relation
TS = {(u,v) | v ist ein direkter Nachfolger von u}

der Struktur S kodiert, so erhdht sich die Baumweite der Struktur um 3. ]

m BEwEels. Um dieses Lemma zu beweisen, wird aus der Baumzerlegung des
gegebenen Graphen eine Baumzerlegung der gegebenen Struktur konstruiert,
deren Baumweite durch eine Konstante beschrankt ist. Diese Konstruktion wird
anhand der folgenden Abbildung erldutert.

|
1[{o0—0]2 2(o0—o

32o—o

4 . .58

Auf der linken Seite ist ein Baum durch die Knoten o und die Kanten ./ darge-
stellt. Bei den eingezeichneten Kanten handelt es sich um ungerichtete Kanten, die
jedoch durch beliebig gerichtete Kanten ersetzt werden konnen. Die an den Kno-
ten 3, 5 und 7 angehdngten Dreiecke symbolisieren Teilbdume an diesen Knoten,
deren Wurzeln die genannten Knoten sind. Die Kanten .7 zeigen die betrachte-
ten Kanten der gegebenen Traversierungsfolge 1,2,3,...,4,5,...,6,7,...,8,..., deren
Knoten zur einfacheren Darstellung mit natiirlichen Zahlen beschriftet sind. Ziel
ist nun, eine Baumzerlegung des gegebenen Graphen so zu erweitern, dass die
Kanten .7 der Knotenfolge durch die Bags der Baumzerlegung abgedeckt sind
und die Baumweite dabei nur um eine additive Konstante steigt.

Auf der rechten Seite ist eine mogliche Baumzerlegung des gegebenen Graphen
dargestellt. Werden ausschlieflich die Knoten o und die Kanten .~ betrachtet,
so entspricht die Darstellung einer minimalen Baumzerlegung des gegebenen
Baumes. Die Bags B, B, B3 und By decken die Kanten der Verzweigung des
Baumes ab und korrespondieren jeweils zur Wurzel eines Teilbaums, indem die
Bags unter By, B3 und B, die Kanten der Unterbaume der Knoten 3, 5 und 7
abdecken.

Vorwartsgerichtete Kanten .7 der Knotenfolge, also Kanten, die entsprechend
der Tiefensuche in die Tiefe des Graphen zeigen, entsprechen Kanten, die bereits
im gegebenen Baum vorhanden sind. Somit sind sie in einer Baumzerlegung des
Graphen bereits abgedeckt. Es verbleiben die riickwartsgerichteten Kanten .7, die
aus der Tiefensuche zuruckkehren. Dies sind Kanten, die von einem in einer Tie-
fensuche zuletzt besuchten Knoten eines Teilbaumes auf einen zuerst besuchten
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Knoten eines benachbarten Teilbaumes zeigen, wobei zwei Teilbaume benachbart
sind, wenn sie einen gemeinsamen Wurzelknoten haben. In der Grafik sind dies
innerhalb des betrachteten Teilbaumes die Knotenpaare 4, 5 und 6, 7. Der Nach-
folger von Knoten 8 ist in einem Nachbarbaum des betrachteten Teilbaumes mit
Wurzelknoten 1.

Um nun eine Riickwartskante abzudecken, beispielsweise die Kante von Knoten 4
zu Knoten 5, wird zu allen Bags, die in der Baumzerlegung auf dem direkten Weg
zu dem Bag mit Knoten 5 sind, der Knoten 4 hinzugefugt, hier als ® dargestellt.
So wird in dem betrachteten Beispiel der Knoten 4 auf dem Weg iiber Bag B>, der
zu seinem Teilbaum korrespondiert, bis zum Bag B3 eingefiigt. Analog geschieht
dies mit Knoten 6 und Knoten 8. Knoten 8 wird konsequenterweise auch in die
Bags Bi, By, B3, B4 eingefiigt, da der Knoten, auf den die Riickwértskante von
Knoten 8 aus zeigt, in einem Nachbarbaum des betrachteten Baumes mit Wurzel 1
liegt. Auf diese Weise kann jede Kante der Knotenfolge durch einen Bag abgedeckt
werden und die Eigenschaften einer Baumzerlegung bleiben erhalten.

Die Baumweite der urspriinglichen Baumzerlegung ist 1. Jeder Bag, zu dem ein
Teilbaum korrespondiert, beinhaltet zwei Knoten. Durch die obige Konstruktion
erhilt jeder Bag maximal 3 weitere Knoten: Einen Knoten durch eine Kante, die
von einem Nachbarbaum in den betrachteten Teilbaum zeigt, einen Knoten von
einer Kante, die aus dem betrachteten Teilbaum in einen Nachbarbaum zeigt und
einen Knoten von einer Kante, die aus dem in der Tiefensuche zuletzt betrachteten
Nachbarbaum tiber die gemeinsame Wurzel w der benachbarten Teilbdume hinweg
in einen Teilbaum zeigt, der nicht die Wurzel w hat. m

Um diese Beobachtungen fiir eine natiirlichere Parametrisierung des Erfiillbar-
keitsproblems zu verwenden, wird hier der Begriff der gemeinsamen Variablenvor-
kommnisse eingefiihrt.

B DEFINITION 4.35. Die gemeinsamen Variablenvorkommnisse einer aussagenlogi-
schen Formel ¢ ¢ mit ¢ € {A,v} ist die Menge der Variablen, die sowohl in
¢ als auch in i vorkommen. Die maximale Anzahl von gemeinsamen Variablen-
vorkommnissen einer aussagenlogischen Formel ¢ ist die maximale Anzahl von
gemeinsamen Variablen iiber allen fiir eine Formel definierten gemeinsamen
Variablenvorkommnissen. (]
Mit diesen Beobachtungen ldsst sich das parametrisierte Erfiillbarkeitsproblem
Pvar-COUNT-SATISFIABILITY definieren, bei dem die Variablenvorkommnisse in der
gegebenen Formel den Parameter definieren:
B pyar-COUNT-SATISFIABILITY.

m INsTaNz. Eine aussagenlogische Formel ¢.

B PARAMETER. Die maximale Anzahl von gemeinsamen Variablenvorkommnis-

sen der Formel ¢.

m ERGEBNIS. Die Anzahl der erfiillenden Belegungen von ¢.
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B SATZ 4.36.

Dvar-COUNT-SATISFIABILITY € FXL. [ ]

m BEWEIS. Die Baumweite des Formelgraphen einer Formel ist durch die maxi-
male Anzahl der gemeinsamen Variablenvorkommnissen beschrankt. Es folgt mit

Satz 4.31 die Behauptung. ]

Im Gegensatz zu der Parametrisierung tiber die Baumweite ist dieser Parameter
FL-berechenbar, da zur Bestimmung der maximalen Anzahl von gemeinsamen

Variablenvorkommnissen nur Zahler in O(log|x|) benotigt werden.

B 4.5 MENGENPROBLEME

Eine Klasse der von Karp untersuchten 21 Probleme sind Mengenprobleme (30).
Bei diesen werden Familien von Mengen betrachtet und deren Eigenschaften

untersucht.

Mengenfamilien sind durch logische Strukturen zunachst recht einfach zu ko-
dieren: Das Universum besteht aus der Grundmenge und einstellige Relationen
kodieren die gegebenen Mengenfamilien iiber der Grundmenge. Die Baumweite
dieser Struktur ist 0 oder —1, falls das Universum kein Element beinhaltet, und
somit beschrankt. Auf diese Weise ist es jedoch nur moglich, eine feste Anzahl von
Mengen zu kodieren, da diese bereits durch die Signatur festgelegt sind. Sollen
beliebige Mengenfamilien kodiert werden, so ist dies iiber einstellige Relationen
nicht moglich. Abhilfe schafft die im Folgenden vorgestellte Kodierungsform.

Gegeben ist eine Struktur S mit der zweistelligen Relation
ES ={(i,u)|ueS;},

die die gegebenen Mengen kodiert, indem jedes Element, welches in mindestens
einer der gegebenen Mengen vorkommt, mit einem Verbindungselement in Relation
steht. Die Elemente der gegebenen Mengen werden in der einstelligen Relation U®
und die Verbindungselemente in der einstelligen Relation S zusammengefasst.
Diese beiden Relationen sind disjunkt. Eine Familie {S;} von Mengen

S1={ab,c}
S2={b},
S3={c,d},
Sy={a,cd}

wird somit als Struktur S kodiert, die als Graph in Abbildung 4.9 gezeigt wird.
Eine solche Struktur wird im Folgenden auch direkt als Mengenfamilie bezeichnet.

Diese Struktur behebt das Problem der festen Anzahl von Mengen auf Kosten
einer nicht unbedingt beschrankten Baumweite. Dies ist in Abbildung 4.9 zu
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B ABBILDUNG 4.9. Die Grafik zeigt die Mengenfamilie der Mengen S; = {a,b,c},
Sy = {b}, S3 = {C,d}, Sy = {a,c,d}.

erkennen, die bereits fiir wenige Elemente eine hohe Vernetzung zeigt und eine
ebenfalls hohe Baumweite vermuten ldsst. Eine Aussage liber die Baumweite dieser
Strukturen macht der folgende Satz.

B SATZ 4.37. Sei k die Anzahl der Elemente, die in mehreren Mengen einer Mengen-
familie vorkommen. Dann ist die Baumweite der Mengenfamilie durch 3k nach oben
beschrinkt. |

m BEwWEIs. Dieser Satz folgt aus Lemma 4.34 und dem zugehorigen Beweis, da
eine Mengenfamilie ein Minor eines Formel-Graphen ist. Die Eingabe-Instanz
entsteht aus dem Formel-Graphen, indem

1. die Wurzel entfernt,
2. fir die inneren Knoten mehrere Kinder erlaubt und
3. die Pfade zwischen gemeinsamen Variablenvorkommnissen zu Knoten kon-

trahiert werden.

Diese Anderungen erhohen die Baumweite des Graphen nicht. Jedes Element,
welches in mehreren Mengen vorkommt, korrespondiert also zu einer Traversie-
rungsfolge im Formel-Graphen. Nach Lemma 4.34 erhoht eine Traversierungsfolge
die Baumweite der betrachteten Baumstruktur um 3. [

Die Baumweite einer Mengenfamilie ist somit polynomiell in der Anzahl von
gemeinsamen Elementen in den Mengen der Mengenfamilie. Diese Anzahl ist
FPLS-berechenbar. In Anlehnung an die Parametrisierung iiber die Baumweite bei
Graphenproblemen in Kapitel 4.3 werden die tiber die Anzahl von gemeinsamen
Elementen in den Mengen der Mengenfamilie parametrisierten Probleme mit dem

Prafix pyg- versehen.

Das Mengeniiberdeckungsproblem ser-coverING gehort zu den bekanntesten kom-
binatorischen Mengen-Problemen der Theoretischen Informatik, da die Untersu-
chung dieses Problems zur Entwicklung von fundamentalen Techniken im Bereich
der Approximationsalgorithmen gefiihrt hat (42). An dieser Stelle wird zunachst
die parametrisierte Zahlvariante dieses Problems untersucht.

B Py -COUNT-SET-COVERINGS. Flr eine gegebene Familie {S;} von Mengen und ei-
ne natiirliche Zahl I soll berechnet werden, wie viele Teilfamilien von / Mengen die

52



MENGENPROBLEME

gegebene Mengenfamilie enthilt, deren Vereinigung der Menge aller Elemente U®

der Familie entspricht.

m INsTaNz. Eine Mengenfamilie S und eine natiirliche Zahl I.

m PARAMETER. Die Anzahl der Elemente, die in mehreren Mengen zugleich
vorkommen.

m ERGEBNIS. Die Anzahl von Teilfamilien der Grofe [, deren Vereinigung die
Menge U® ergibt.

B SATZ 4.38.

Pmul-COUNT-SET-COVERING € FXL. [ ]

m BEWEIS. Die MSO-Formel
Gspr-coverma(C) = < (C,S) A (Vu.U(u) » Fv.E(v,u) AC(v)).

driickt aus, dass C eine Teilmenge der Verbindungselemente und somit eine
Auswahl an Mengen ist, sodass jedes Element aus US mit mindestens einem
der gewahlten Verbindungselemente verbunden, also in mindestens einer der
gewahlten Mengen ist. Der Eintrag im Histogramm fiir den Index [ gibt an, wie
viele Auswahlen von I Mengen existieren, die alle Elemente von US abdecken. =

Fiir das Entscheidungsproblem pi,,-SET-COVERING bei dem fiir eine gegebene
natiirliche Zahl k entschieden werden soll, ob eine Mengeniiberdeckung der

Grof3e k existiert ergibt sich damit sofort das folgende Korollar.

B KOROLLAR 4.39.

Pmul-SET-COVERING € XL. [ ]

Uber das Losungshistogramm lasst sich auch die Minimierungsvariante berechnen,
bei der nach der Grofle der kleinsten Mengentiberdeckung gefragt wird.

B KOROLLAR 4.40.

Pmul~MINIMUM-SET-COVERING € FXL. ]

Eine Variante des Mengenuberdeckungsproblems ist EXACT-COVER, bei der exakte
Mengentuiberdeckungen gesucht werden. Wieder wird zunachst die parametrisierte
Zahlvariante betrachtet.

B Pul-COUNT-EXACT-COVERS. FUr eine gegebene Familie {S;} von Mengen und
eine natirliche Zahl I soll berechnet werden, wie viele Teilfamilien von / paarweise
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disjunkten Mengen die gegebene Mengenfamilie enthilt, deren Vereinigung der
Menge aller Elemente U® der Familie entspricht.

m InsTaNz. Eine Mengenfamilie S und eine natiirliche Zahl [.

m PARAMETER. Die Anzahl der Elemente, die in mehreren Mengen zugleich
vorkommen.

m ERGEBNIS. Die Anzahl von Teilfamilien der Grole I mit paarweise disjunkten
Mengen, deren Vereinigung die Menge U< ergibt.

B SATZ 4.41.

Pmul-COUNT-EXACT-COVERS € FXL. |

m BEWEIs. Der Beweis ist analog zu dem von Satz 4.38 mit der MSO-Formel

(PEXACT—COVER(C) = ¢§(Cfs) A
Vu.U(u) - Jv.(C(v) AE(v,u) A

-Jw.C(w) AE(w,u) Av+w). L]

Die Komplexitit des Entscheidungsproblems pp,,,j-EXACT-COVER lésst sich aus die-
sem Satz direkt ableiten.

B KOROLLAR 4.42.

PmulEXACT-COVER € XL. [ ]

Auch die Minimierungsvariante lasst sich mit Satz 4.41 berechnen.

B KOROLLAR 4.43.

Pmul-MINIMUM-EXACT-COVER € FXL. u

Ein weiteres Mengenproblem ist seT-PACKING, welches ebenfalls zu Karps 21 Pro-
blemen gehort. Auch hier wird zunachst die parametrisierte Zahlvariante betrach-
tet.

B Py -COUNT-SET-PACKINGS. Fir eine gegebene Familie {S;} von Mengen und eine
naturliche Zahl I soll berechnet werden, wie viele Teilfamilien von |/ paarweise

disjunkte Mengen die gegebene Mengenfamilie enthalt.

m INsTANZz. Eine Mengenfamilie S und eine natiirliche Zahl 1.

m PARAMETER. Die Anzahl der Elemente, die in mehreren Mengen zugleich
vorkommen.

m ERGEBNIS. Die Anzahl von Teilfamilien der Grof3e I, wobei die Mengen der

Mengenfamilie paarweise disjunkt sind.

B SATZ 4.44.

Pmul-COUNT-SET-PACKINGS € FXL. [ ]
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m BEWEIS. Der Beweis ist analog zu dem von Satz 4.38 mit der MSO-Formel

(PSET*PACKING (P) = (l)E(P’ S) A
Vuv.P(u) AP(v)Au#v—>-3w.E(u,w) AE(v,w). ]

Fir die Komplexitdt des Entscheidungsproblems gilt dann das folgende Korollar.

B KOROLLAR 4.45.

Pmul-SET-PACKING € XL. [ ]

Die zugehorige Maximierungsvariante lasst sich mit diesem Satz ebenfalls FXL-
berechnen.

B KOROLLAR 4.46.

Pmul-"MAXIMUM-SET-PACKING € FXL. [ ]
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B KAPITEL §

ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit wurde die parametrisierte Komplexitatstheorie um ein Framework
zur Klassifikation von Problemen beziiglich ihrer Platzkomplexitat entwickelt
und wurden anhand dieses Frameworks erste systematische Untersuchungen von
Problemen durchgefiihrt. Diese Untersuchungen nutzten die Logspace-Varianten
der Satze von Bodlaender und Courcelle und zeigten verschiedene Techniken fiir
deren Anwendung.

Die Berechnung von schwach-NP-vollstandigen Zahlenproblemen mittels dyna-
mischer Programmierung ist oft von inakzeptabel grofsem Speicherplatzbedarf
begleitet, weshalb eine Untersuchung dieser Probleme bezuglich einer platzeffi-
zienten Losbarkeit notwendig ist. Das in dieser Arbeit vorgestellte Framework
ergidnzt die parametrisierte Komplexitatstheorie um die Platzklassen PLS, FPL
und XL und eine hinreichend schwache FPLS-Reduktion, unter welcher die einge-
fihrten Klassen abgeschlossen sind. Diese Klassen bilden eine zu der bekannten
Zeitklassen-Hierarchie PPT € FPT € XP korrespondierende Platzklassen-Hierarchie
PLS C FPL c XL und bieten damit erstmals eine Basis zur systematischen Untersu-
chung von Problemen beziiglich ihrer parametrisierten Platzkomplexitat.

Das Spektrum der in dieser Arbeit untersuchten Probleme reicht von Zahlenpro-
blemen iiber Scheduling- und Graphenprobleme bis zum Erfullbarkeitsproblem
fur aussagenlogische Formeln und Mengenprobleme. Fiir diese Klassen von Pro-
blemen enthalt diese Arbeit Untersuchungen zur Anwendbarkeit der Sdtze von
Bodlaender und Courcelle in ihren Logspace-Versionen, die sich hierbei als mach-
tige Werkzeuge erweisen.

Motiviert durch den hohen Speicherplatzbedarf von Algorithmen mit dynami-
scher Programmierung liegt der Schwerpunkt der in dieser Arbeit betrachte-
ten Probleme auf Zahlenproblemen. Diese lassen sich zumeist tiber den grof3-
ten in der Eingabe kodierten Wert parametrisieren und tiber eine Graphenkon-
struktion mit der anschliefenden Anwendung des Satzes von Courcelle in sei-
ner Logspace-Version und das korrespondierende Histogramm losen. Bei den
in dieser Arbeit betrachteten Zahlenproblemen handelt es sich um klassische
schwach-NP-vollstindige Varianten von SUBSET-SUM, KNAPSACK, BIN-PACKING und
INTEGER-PROGRAMMING. Auch das Scheduling-Problem fiir eine feste Anzahl von
Start- und Endzeiten lasst sich tiber den grofiten in der Eingabe kodierten Wert
parametrisieren und durch eine Graphenkonstruktion 1sen. Probleme wie das
Erfullbarkeitsproblem satisriaBILITY fiir aussagenlogische Formeln oder Mengen-

probleme wie SET-COVERING oder EXACT-COVER korrespondieren auf natiirliche
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Weise zu Graphenproblemen und ihre Parametrisierung hat einen direkten Bezug
zur Baumweite der betrachteten Graphen, wodurch diese Probleme der Klasse XL

zugeordnet werden konnen.

B 5.1 AUSBLICK

Historisch bedingt beschaftigt sich die parametrisierte Komplexitatstheorie mit
der Untersuchung von Problemen bezuiglich ihrer Zeitkomplexitat (16, 18). So
sind die zentralen Klassen FPT und XP als zeitbeschriankte Klassen definiert. Auch
andere Klassen wie die W-Hierarchie werden beziiglich ihrer Zeitkomplexitat un-
tersucht, indem fur ihre Definition FPT-Reduktionen verwendet werden. Obwohl
Downey und Fellows (16) bereits parametrisierte Platzklassen wie XL ansprechen
und auch erste Untersuchungen in diese Richtung existieren (34), haben bisher
keine systematischen Untersuchungen stattgefunden. Abbildung 5.1 stellt die
angesprochenen Klassen zusammen mit den in dieser Arbeit eingefithren Klassen
dar.

XP

t
XL WI[P]
g
W/sar]
4
wi2]

0
W[1]

4
FP

1

FPL PPT

t

PLS

T

B ABBILDUNG 5.1. Die obige Grafik zeigt die Einordnung der Klassen PLS, FPL und
XL beztiglich der in der parametrisierten Komplexitatstheorie oft betrachteten
Klassen FPT, XP und einigen Stufen der W-Hierarchie. Weiter ist die Klasse PPT
der schwach-NP-vollstindigen Probleme dargestellt.

Die Grafik zeigt, dass fiir die Stufen der W-Hierarchie keine korrespondierende
Hierarchie zwischen den Platzklassen FPL und XL bekannt ist. Da die W-Hierarchie
zur Klassifikation vieler parametrisierter Probleme verwendet wird, die sich von
klassischen NP-vollstindigen Problemen ableiten, ist es sinnvoll, eine korrespon-
dierende Hierarchie von Platzklassen zu finden, die fiir die Untersuchung dieser
Probleme beziiglich ihrer Platzkomplexitit verwendet werden kann. Ahnlich wie
die Sitze von Bodlaender und Courcelle konnten Meta-Theoreme fiir diese neuen
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Klassen entwickelt und fiir eine erste komplexitatstheoretische Untersuchung von
Problemen genutzt werden.

Die in dieser Arbeit prasentierten Untersuchungen zeigen, dass viele der durch
dynamische Programmierung berechenbaren Probleme auch platzeffizient bere-
chenbar sind. Allerdings konnen hierdurch keine Aussagen iiber die simultane
Platz- und Zeitkomplexitit von Problemen gemacht werden. Monien (34) unter-
suchte die Klasse RPP mit simultanen Zeit- und Platzschranken, bei der bereits
eine Form von Parametrisierung zu sehen ist. Dabei versucht er, die gemeinsame
Zeit- und Platzkomplexitat eines Algorithmus durch Funktionen in Abhangigkeit
von der Eingabeldange und eines Parameters zu beschrianken. Diese Untersuchun-
gen konnten zu einer dritten Hierarchie erweitert werden, die sich zwischen den
oben betrachteten Zeit- und Platzhierarchien anordnet, die Zeit- und Platzkom-
plexitdt miteinander verbindet und damit die Komplexitdtstheorie um eine neue
Dimension erweitert.
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