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Einleitung

Ich mochte zwei einfache Spiele mit Thnen spielen. Beide beginnen damit, dass ich eini-
ge Zahlen auf ein Blatt Papier schreibe, die sich auf einen Wert gréBer als 1000 addieren.
Danach streichen Sie moglichst viele der Zahlen durch. Die Spiele unterscheiden sich nur
in Bezug darauf, wann Sie gewonnen haben: Beim ersten Spiel muss die Summe der ver-
bleibenden Zahlen mindestens 1000 ergeben, beim zweien muss die Summe genau 1000
ergeben. Die zentrale Fragestellung der gesamten Komplexititstheorie ist letztendlich, wel-
ches der beiden Spiele einfacher ist (und was »einfacher« eigentlich bedeutet). Es lohnt sich,
tiber diese Frage ein wenig nachzudenken.

Die Komplexititstheorie ist mein zentrales Forschungsthema seit vielen Jahren und ich moch-
te in dieser Vorlesung meine Faszination fiir sie mit Thnen teilen. Da es sich um eine Master-
Veranstaltung handelt, werden ich die Sachverhalte selbstverstindlich etwas formaler for-
mulieren: aus »Zahlen auf einem Blatt Papier« werden »Worter iiber einem Eingabealpha-
bet«, aus »Spielen« werden »formale Sprachen, aus »einfacher zu 16sen« wird »many-one-
reduzierbar in logarithmischem Platz« — dennoch will ich aber neben der mathematischen
Terminologie auch die zugrundeliegenden Ideen herausarbeiten.

Resultate der Komplexitétstheorie werden gerne als kiinstlerisch wertvoll und praktisch wert-
los beschrieben. Und man muss es ja auch zugeben: Sowohl der Satz von Immerman—
Szelepcsényi wie auch der Satz von Reingold haben wunderschone Beweise, die ein tiefes
Verstiandnis der Feinstruktur von logarithmischem Platz geschaffen haben — beide Sétze sind
aber vom praktischen Standpunkt vollkommen nutzlos. Jedoch gibt es in der Komplexitéts-
theorie eine ganze Reihe von Resultaten, die sehr wohl praktische Bedeutung haben. Ein
wichtiges Beispiel sind Fixed-Parameter-Algorithmen: Diese »aus der Theorie geborenen«
Algorithmen erlauben es uns heutzutage, NP-vollstindige Probleme wie das Knoteniiber-
deckungsproblem auf Graphen mit Tausenden Knoten in Minuten zu 16sen.

In dieser Vorlesung iiber Komplexititstheorie werden uns sowohl der kiinstlerisch wertvolle
Teil wie auch der praktisch relevante der Komplexititstheorie begegnen.

Selbst wenn diese Vorlesungstermine perfekt gestaltet wiren (was sie nicht sein werden),
so reicht der bloB3e Besuch dieser Termine nicht aus, um die Methoden und Techniken der
Theorie zu erlernen. Sie werden sich mit Problemen im Rahmen des Ubungsbetriebs aus-
einandersetzen miissen; wobei der Ubungsbetrieb sehr eng mit den Vorlesungen verbunden
sein wird.

Ich freue mich schon sehr auf diese Veranstaltung und hoffe, dass sich mein Vorfreude ein
wenig auf Sie iibertrigt.

Till Tantau
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Einflhrung

Vorlesungen zur Komplexitétstheorie leiden daran, dass sie anfangs immer recht langweilig
und oft fast ziellos wirken: Um eine Behauptung wie »das Finden von grolen Cliquen in
Graphen ist schwierig« iiberhaupt exakt zu formulieren, ist eine kleine Armada von Defini-
tionen, Lemmas und Sitzen notwendig. Stunde und Stunde vergeht, in denen die Simula-
tion von Mehrband-Turingmaschinen mit beidseitig unendlichen Béndern durch Einband-
Turingmaschinen mit einseitig beschrinkten Béandern im Detail untersucht wird, bis die
Ubersicht wofiir man das alles macht endgiiltig verloren gegangen ist. Selbst wenn man
all diese Details weglésst, so sind immernoch viele Definitionen notwendig, um iiber die
»Schwere« von Problemen zu sprechen. Der Sinn und Zweck dieses ersten Teils der Vorle-
sung ist es, zunéchst das »Big Picture« der Komplexititstheorie einmal im Ganzen darzu-
stellen, bevor wir uns auf die Details stiirzen.

Die Komplexititstheorie mochte herausfinden, wie schwierig unterschiedliche Berechnungs-
probleme zu 16sen sind. Nur, was bedeutet es eigentlich, ein Problem zu »16sen«? Wie sollte
»schwierig« verstanden werden? Und was ist iiberhaupt ein »Problem«? Keine dieser Fra-
gen hat eine einzelne Antwort; vielmehr bietet die Komplexititstheorie fiir jede von ihnen
eine ganze Reihe von Antworten, in Abhingigkeit vom »Ziel«, das man verfolgt:

— Die Theorie untersucht, wie man Probleme formal fassen kann. Ein Problem wie »fin-
de einen Weg in einem Graphen« kann als Optimierungsproblem angesehen werden,
als Entscheidungsproblem, man kann Instanzen »knapp« (englisch »succinct«) kodie-
ren oder einfach als Adjazenzmatrix. Wie wir sehen werden, haben die so entstandenen
Probleme succiNcT-REACH und REACH nachweislich unterschiedliche Komplexititen,
obwohl sie durchaus beide als (mehr oder minder) natiirliche Formalisierungen der Pro-
blemstellung »finde einen Weg« angesehen werden konnen.

— Die Theorie untersucht der Einfluss der verwendeten »Hardware« auf die Schwierigkeit
von Problemen, also den Einfluss des Maschinenmodells, das wir fiir unsere Berechnun-
gen heranziehen. Bei manchen Modellen ist es eher Geschmackssache, welchem man
den Vorzug gibt (wie bei Turing-Maschinen versus Random-Access-Maschinen). Be-
rechnungen mit »Sondermodellen« wie Quantenrechner oder pNa-Computern haben
hingegen wieder nachweislich andere Eigenschaften und beeinflussen, welche Proble-
me sich schnell 16sen lassen.

— Die Theorie hat als Kern die verschiedenen Wege, wie sich Komplexitit messen, klas-
sifizieren und vergleichen ldsst. Das wichtigste KomplexititsmaB ist zweifelsohne die
Zeit, aber exotische Malle wie die Anzahl an verschrinkten Quantenbits in einer Mehr-
parteienkommunikation werden auch untersucht.
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Sobald nun also in obigem Sinn Antworten auf die Frage gefunden sind, wie schwierig Pro-
bleme zu 16sen sind, konnen wir anfangen, die Schwierigkeit von moglichst vielen und inter-
essanten Problem zu messen. Oft stellt sich dabei heraus, dass zwei Probleme dieselbe Kom-
plexitit in Bezug auf ein bestimmtes Maf} haben, aber ginzlich unterschiedliche in Bezug
auf ein anderes. Nur weil zwei Problem beispielsweise NP-vollstiandig sind, miissen sie noch
lange nicht gleich schwierig sein: So wie ein Elefant und eine Maus beide grau sind, sind
auch das Cliquen-Problem und das Knoteniiberdeckungsproblem beide NP-vollstindig. ..

Die letzte und fiir die Anwendung wichtigstes Aufgabe der Komplexititstheorie ist schlief3-
lich, Methoden zur Losung von als »schwierig« erkannter Probleme zu finden. Wenn uns
die Theorie aufzeigt, dass ein Problem in Bezug auf ein bestimmtes Maf} besonders schwer
ist, so schreit dies geradezu danach, einen Aspekte des Problems zu finden, in Bezug auf
den es leicht ist. Diesen Schrei zu erhoren, ist dann die Kunst.



Kapitel 1

1 Die Jobs der Komplexitdtstheorie

Die Jobs der Komplexitatstheorie

Die Theorie hat viel zu tun. . .

1-2

Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels
1. Die Ziele der Komplexititstheorie kennen 1.1 Job 1: Formalisieren von Problemen 5
2. Klassische Probleme, Maschinenmodelle, ) sl " 6
Komplexititsmale und Reduktionsbegriffe 12 Job 2: Formalisieren von Berechnungen
wiederholen .
1.3 Job 3: Messen von Komplexitat 6
3. Eine Methode kennen, ein schwieriges Problem zu v piexd
16sen 14 Job 4: Vergleichen von Problemen 7
1.5 Job 5: Klassifizieren von Problemen 8
1.6 Job 6: Neue algorithmische Anséatze finden 9

Worum
es heute
geht

In Science-Fiction-Romanen werden gerne Welten beschrieben, in denen Quantencomputer
keine Labor-Kuriositéiten sind, sondern in Handys eingebaut Problem wie das Handlungs-
reisendenproblem in Sekundenbruchteilen 16sen. Quantenrechner, die NP-vollstindige Pro-
bleme schnell 16sen, gehoren jedoch eher in das Genre der Fantasy als zu Science-Fiction:
Anders als viele Informatikerinnen und Informatiker glauben, sind Quantenrechner keine
massiv parallele Rechner, die auf magische Weise gigantische Losungsrdume in Sekunden-
bruchteilen durchsuchen konnen. Es ist richtig, dass Quantenrechner manche schwierige
Probleme schnell 16sen konnen. Es ist auch richtige, dass Quantenrechner ein besonders
wichtiges schwieriges Problem, ndmlich das Faktorisieriungsproblem, besonders schnell 16-
sen konnen. Jedoch sprechen gute Griinde dafiir, dass die dort angewandten Tricks gerade
nicht beim Handlungsreisendenproblem funktionieren werden.

Der Hauptjob der Komplexititstheorie ist, die Fehler von Science-Fiction-Autoren zu ver-
meiden. Die Theorie will die Komplexitit von Problemen exakt verstehen, wobei es eine
ganze Reihen verschiedener Arten von »Komplexitit« gibt. Fiir die beiden oben genannten
Probleme »Faktorisieren« und »Handlungsreisender« wurde dies beispielsweise gemacht
und Stand der Forschung ist: In Bezug auf ihre »klassische« Zeitkompleixtit sind die bei-
den Problem recht dhnlich (wir werden sagen, sie sind in der gleichen Komplexititsklasse),
in Bezug auf ihre Quantenkomplexitét ist hingegen Faktorisieren leicht, das Handlungsrei-
sendenproblem hingegen weiterhin schwierig.

Wer mehr wissen mochte, was in Europa passieren wird, wenn groflere Quantencomputer
eines Tages mal gebaut werden, dem sei das Buch Halting State [3] von Charles Stross
wirmstens empfohlen.

Ein nitzliches Bild.
Die Komplexititstheorie hat vieles gemein mit der Biologie:
Die Biologie ...

— untersucht Kreaturen.
— misst deren Eigenschaften: Anzahl Glieder, Anzahl Augen, Sozielverhalten. ..
— klassifiziert sie hiernach zu Spezies.



1 Die Jobs der Komplexitédtstheorie

1.2 Job 1: Formalisieren von Problemen

Die Komplexititstheorie . ..
— untersucht Berechnungsprobleme.
— misst deren Eigenschaften: Zeit-, Platz-, Kommunikationskomplexitit. . .
— klassifiziert sie hiernach zu Komplexitétsklassen.

1.1 Job 1: Formalisieren von Problemen

Job 1: Formalisieren von Problemen
Die gesamte Theorie dreht sich um (Berechnungs)probleme (auch Aufgaben genannt).
Beispiele
— Das Cliquen-Problem: Gegeben ein ungerichteter Graph und eine Grof3e k, finde eine
Clique dieser GroBe in dem Graphen.

— Das Wege-Finden-Problem: Gegeben ein Graph, finde einen Weg von Anfang zum En-
de.

Typische Eingabe fiir das Cliquen-Problem:

Clique der GroBe 4?
Typische Eingabe fiir das Wege-Finden-Problem:

@ O
©

Pfad von s nach ¢?

Wozu Probleme »formalisieren«?

Wie schwierig ein Problem zu 16sen ist, kann stark von der »exakten Formulierung« ab-
hingen. Es ist leicht, einen kiirzesten Weg in einem Graphen zu finden, und sehr schwer,
einen lingsten Weg zu finden. Die exakte Kodierung eines Problems kann seine Komple-
xitdt ebenfalls stark beeinflussen. Schreibt man beispielsweise Zahlen unir statt binér auf,
so hat man exponentiell viel mehr Zeit fiir Berechnungen in Bezug auf die Eingabelinge.
SchlieBlich macht es einen Unterschied, was man eigentlich wissen will. Will man einfach
irgendeinen Pfad finden? Einen kiirzesten? Einen lidngsten? Einen besonders schonen? All
dies beeinflusst die Komplexitit.

Erstes Schlisselproblem: Wege Finden

Problembeschreibung
Gegeben sind ein Graph und zwei Knoten in dem Graphen. Das Ziel ist, einen Weg zwischen
den Knoten zu finden.

Zweites Schliisselproblem: Constraint-Satisfaction

Problembeschreibung
Gegeben sind Variablen und Constraints (Bedingungen) fiir die Variablen. Ziel ist, eine Be-
legung fiir die Variablen zu finden, so dass alle Constraints erfiillt sind.

Das Problem 3-sar als Constraint-Satisfaction-Problem
Belegungen Variablen miissen mit »wahr« oder »falsch« belegt werden.
Constraints Tripel von Variablen, fiir die jeweils eine Belegung verboten wird.

2, Zur Diskussion

Formulieren Sie 3-Farbbarkeit als Constraint-Satisfaction-Problem.



| M
|

N
il

i

T

““!“"“r‘nu}'m‘/‘m‘;u_‘6 ]

i

1 Die Jobs der Komplexitadtstheorie

13 Job 3: Messen von Komplexitat

1.2 Job 2: Formalisieren von Berechnungen

Job 2: Formalisierung von Berechnungen
Berechnungen sind unsere Methode zur Losung von Problemen.

Beispiele von Berechnungsmodellen

— Turing-Maschine.
— Random-Access-Maschine.
— Quantum-Computer.

Wozu »Berechnungen« formalisieren?

Die exakte Formalisierung des Models hat einen groBen Einfluss auf die Effizienz. Fiir
Quantenrechner erlauben uns iiberhaupt nur Modelle, zu verstehen, was tiberhaupt passiert.
SchlieBlich sind exakte Messungen von »Laufzeit« oder »Speicherbedarf« nicht moglich,
wenn die Modelle zu vage sind.

Die Turing-Maschine.

Ein kurze Geschichte der Turing-Maschine

Alan Turing hat sein Maschinenmodell 1936 vorgeschlagen, lange bevor es iiberhaupt Com-
puter gab. Er gelangte zu dem Modell durch eine philosophische Uberlegung, in der er ar-
gumentiert, dass alles, was ein Mathematiker tiberhaupt berechnen kann, auch von seiner
Maschine berechnet werden kann. Turing ging es dabei um Berechenbarkeit »als solche«,
iiber Komplexitit machte er sich keine Gedanken.

Wieso werden Turing-Maschinen immernoch verwendet?

— Sie sind extrem einfach aufgebaut und damit gut analysierbar.

— Sie sind extrem flexibel, da man leicht jede Menge Spezialbidnder hinzufiigen kann.

— Thre natiirlichen Eingaben sind Worter (Strings), was gut zur Theorie der formalen Spra-
chen passt.

Ein realistischeres Modell von Computern.

Die Random-Access-Maschine

RAMs sind abstrakte Single-Core-Maschinen: Ihr Speicher ist in Zellen organisiert, die Zah-
len speichern. Diese Speicherzellen konnen beliebig und in Zeit O(1) adressiert werden.
Programmiert werden die Maschinen in einer einfachen Maschinensprache.

Wieso ist das RAM-Modell nicht das Standardmodell?

— Eingaben, wie Worter oder Graphen, miissen recht kiinstlich in Zahlen umgewandelt
werden.

— Zellen konnen, anders als in der Realitit, beliebig grofle Zahlen speichern.

— AubBer betreffend Parallelismus ist das Modell schwer erweiterbar.

— Es liefert keine neue Einsichten, die man mit Turing-Maschinen nicht schon hatte.

1.3 Job 3: Messen von Komplexitat

Job 3: Messen von Komplexitat.
Die Komplexitit von Problemen kann auf verschiedene Arten gemessen werden:

— Wie viel Zeit wird zur Losung eines Problems benotigt?
— Wie viel Speicherplatz wird gebraucht?
— Wie gut kann das Problem parallelisiert werden?



1 Die Jobs der Komplexitdtstheorie
14 Job 4: Vergleichen von Problemen

Wozu Komplexitat messen?

— Wir wollen vorhersagen, welche Arten von Eingaben wir werden verarbeiten konnen.
— Wir wollen verstehen, wie sich Algorithmen verbessern lassen kdnnen.
— Wir wollen verstehen, warum wir keine besseren Algorithmen finden.

Das wichtigste Komplexitatsmal3: Zeit.
»Zeit« kommt in unterschiedlichen Gewandern

Anzahl Rechenschritte
Schaltkreistiefe

Tiefe von Entscheidungsdiagrammen
Rundenanzahl eines Protokolls

Warum ist Zeit so wichtig?

— Time is money.
— Ein Problem in 109090 Jahren 16sen zu konnen ist dasselbe, wie es nicht 1osen zu kin-
nen.

Das zweitwichtigste Maf3: Platz
Platz miss, wie viel Speicherplatz eine Berechnung benétigt.

Warum ist Platz weniger wichtig?

— Uns geht nie der Platz aus, bevor uns die Zeit ausgeht.

— Speicherplatz ist billig.

— Sublinearer Platz ist unrealistisch: Wie haben immer mindestens noch mal so viel Spei-
cherplatz wie unsere Eingabe lang ist.

Warum untersuchen wir Platz dann trotzdem?

— Manche Algorithmen nutzen doch riesige Mengen an Speicher, oft linear viel relativ
zur Laufzeit.

— Kleine Platzklassen sind eng mit Parallelismus verbunden.

— Algorithmen, die beispielsweise auf dem Graph des Internet arbeiten oder die fiir RFID-
Chips implementiert werden, haben eben doch nur sublinear viel Platz.

1.4 Job 4:Vergleichen von Problemen

Wie man die Komplexitat von Problemen vergleicht.
Selbst wenn man die Komplexitit eines Problems nicht genau kennt, so kann man doch
zumindest oft feststellen, dass das Problem nicht schwerer als ein anders ist:

— Die genaue Komplexitit des MATCHING Problems ist nicht bekannt (»Hat ein Graph ein
Matching einer bestimmten Grofie?«)
— Betrachten wir nun folgende Probleme:

MATCHMATCH = {XX | X € MATCHING },
HCTAMHCTAM = {x**™¢ | x € MATCHMATCH}.
— Offenbar sind diese Problem genauso schwierig wie MATCHING, sie sind lediglich andere

»Kodierungen« desselben Problems.

Viele andere Problem sind auch nur »andere Kodierungen« von MATCHING, man sieht es
nur nicht sofort, beispielsweise beim »incomplete perfect path phylogeny non-continuous
partitioning« Problem.

1-13
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1.6 Job 5: Klassifizieren von Problemen

Reduktionen: Eine Methode zum Vergleich zweier Probleme A und B.

— Wir nehmen an, eine Firma/ Aliens/Geister konnen die Frage “Ist y € B?” beliebig
schnell beantworten.

— Falls uns dies massiv hilft, die Frage “Ist x € A?” zu beantworten, so sagen wir A redu-
ziert sich auf B.

— Die »Ubersetzung« der Frage “Ist x € A?” in “Ist y € B?” nennen wir die Reduktion.

Beispiel

— Wir reduzieren MATCHING auf MaTCHMATCH durch »Verdopplung, also durch y = xx.
— Wir reduzieren MATCHMATCH auf MATCHING durch »Halbierung«.

Wenn A sich auf B reduziert und B sich auch auf A reduziert, nennen wir A und B dquivalent.

Fir Anfanger
Beschreiben Sie eine Reduktion von CLIQUE auf INDEPENDENT-SET.

For Fortgeschrittene
Beschreiben Sie eine Reduktion von 3-COLORABLE auf 4-COLORABLE.

For Experten
Beschreiben Sie eine Reduktion von 4-COLORABLE auf 3-COLORABLE.

1.5 Job 5: Klassifizieren von Problemen

Job 5: Klassifikation von Problemen.
Probleme konnen gruppiert beziehungsweise klassifiziert werden in Abhdngigkeit ihrer Kom-
plexitit.

Komplexitatsklasse
Eine Komplexitditsklasse ist eine Menge von Problemen, fiir die ein Algorithmus fiir ein be-
stimmtes Modell existiert, der fiir alle Eingaben eine bestimmte Ressourcenschranke einhilt.

Wozu Probleme klassifizieren?

— Resultate fiir eine ganze Klasse treffen eben auf alle ihre Element zu. Insbesondere In-
klusionen zwischen Klassen zeigen auf, wie sich Algorithmen allgemein »umwandeln«
lassen.

— Komplexititsklassen stellen einen niitzlichen Rahmen dar, um Komplexititen zu ver-
gleichen.

Drei Beispiele von Komplexitatsklassen.

Beispiel
P enthilt alle Sprachen L, fiir die eine deterministische Turing-Maschine M existiert, die L
entscheidet und maximal n%() Schritte bei Eingaben der Léinge n macht.

Beispiel
E enthilt alle Sprachen L, fiir die eine deterministische Turing-Maschine M existiert, die L
entscheidet und maximal 29 Schritte bei Eingaben der Linge n macht.

Beispiel

ApxPO enhilt alle Optimierungsprobleme P, fiir die eine deterministische Turing-Maschine M
existiert, die Losungen fiir P produziert und maximal n®(!) Schritte bei Eingaben der Léinge n
macht und fiir die die produzierten Losungen eine konstante Approximationsrate haben.
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1.6 Job 6: Neue algorithmische Ansatze finden

Job 6: Neue algorithmische Ansatze finden.
Die Ergebnisse der Theorie sollen im Endeffekt helfen, neue algorithmische Ansditze zu fin-
den.

Beispiele neuer Ansatze

Fixed-Parameter-Algorithmen
Quanten-Algorithmen
Randomisierte Algorithmen
Approximative Algoirthmen

Gene Kranz: “Failure is not an option.”

Wieso hilft die Theorie?
Die Theorie macht Vorhersagen, dass bestimmte Ansitze scheitern miissen. Damit erlaubt
sie es, sich auf neue Ansitze zu konzentrieren. Sie kann auch aufzeigen, wie dhnliche Pro-
bleme geldst wurden.

Wie schwierig ist das 3-sat Problem?

Zur Ubung

Wir wollen 3-sat 10sen. Eingaben sind Formeln ¢ mit » Variablen und m Klauseln. Sicher-
lich koénnen wir ¢ € 3-sat entscheiden, indem wir einfach alle 2" mdglichen Belegungen
durchgehen. Wenn es 1u s dauert, eine Losung zu iiberpriifen, was ist die maximale Anzahl
n an Variablen, so dass wir die Frage in 1000 Sekunden beantworten konnen?

Wie grof} ist n, wenn wir ein Jahr zeit haben (ein Jahr hat etwa 32 Millionen Sekunden)?

Die Komplexititstheorie sagt uns, dass 3-saT ein NP-vollstindiges Problem ist. Daher zeigt
sie auf, dass wir neue Ansdtze suchen miissen.

Schonings Algorithmus fur 3-sar.

input Variablen xy, . .., X,
input Klausen Cy, ..., Cy, mit je drei Literalen
do X times
wadhle eine zufiillige Belegung B: {xi,...,x,} — {true,false}
do Y times
U + {C; | C; ist nicht erfiillt von 3}
if U =0 then
output ‘B ist eine erfiillende Belegung’’; stop
else

wdhle zufillig C; € U
wdhle zufdllig v in C;
B < B mit dem Wert von v ““geflippt”’
output ‘‘wahrscheinlich keine erfiillende Belegung vorhanden’’

Ein grof3er Fortschritt.

Satz
Schonings Algorithmus findet fiir erfiillbare ¢ eine erfiillende Belegung mit Wahrscheinlich
1/2fiirY =3nund X = (4/3)".

Folgerungen:

— Betrachten wir noch einmal die Maschine, die eine Belegung in einer Mikrosekunde
Uberpriifen kann. Dann kénnen wir nun in 1000 Sekunden den Algorithmus fiir For-
meln mit bis zu n = 54 Variablen nutzen.

— Die Fehlerwahrscheinlichkeit konnen wir auf 1:1.000.000 driicken, wenn wir den Al-
gorithmus 20 Mal lidnger laufen lassen.

Copyright by NASA.

Photo taken at STACS 2005 in Stuttgart
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Zusammenfassung dieses Kapitels

1-24 1.

Die Komplexititstheorie formalisiert Probleme und Berechnungsmodelle,

. um dann die Komplexitit von Problemen zu messen, zu klassifizieren und zu verglei-

chen.

. Zielistletztendlich, bessere Algorithmen zu finden, insbesondere fiir Probleme, wo man

solche noch nicht kennt.

Zum Weiterlesen

(1]

(2]

(3]

Alan M. Turing, On Computable Numbers With an Application to the Entscheidungs-
problem, Proceedings of the London Mathematical Society, 42(2):230-265, 1936

Dies ist die Originalarbeit, in der Turing die Turing-Maschine einfiihrt (auch wenn sie dort natiir-
lich noch nicht so heiflt) und beweist, dass das Halteproblem unentscheidbar ist. Den Artikel gibt
es online bei »The History of Computing Project«. Es lohnt sich auch sehr, dort Turings zwei-
ten berithmten Artikel Computing Machinery and Intelligence zu lesen, wo er den Turing-Test
einfiihrt.

Uwe Schoning, A probabilistic algorithm for k-saT and constraint satisfaction pro-
blems, Proceedings of the 40th Symposium on Foundations of Computer Science,
IEEE, October 1999, pages 410-414.

Die Focs-Konferenz ist eine der renommiertesten Konferenzen in Theoretischer Informatik. Es
ist selten, dass dort Artikel zu »einfachen« Algorithmen angenommen werden; noch viel selte-
ner ist es, dass ein Artikel mit nur sechs Seiten angenommen wird — normalerweise versuchen
Autoren jede Zeile des Zwolf-Seiten-Limits voll auszuschopfen. Damit dies geschieht, muss das
Ergebnis wahrlich brillant sein.

Charles Stross, Halting State, Ace, 2007

Meiner Meinung sollte so wie Gibsons Neuromancer die Bibel des echten Hackers ist, Stross’
Halting State die Bibel des echten Komplexititstheoretikers sein. Sie werden kaum irgendwo
unterhaltsameres iiber die Zukunft der Verschliisselung lesen.
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Probleme

Wohingegen die meisten Menschen verstindlicher Weise Probleme eher aus dem Weg ge-
hen, die Komplexititstheoretiker Hobbysammler von Problemen. Sie werden liebevoll ka-
talogisiert, benannt, analysiert und schlielich weggeschlossen. Die frage, was ein Problem
nun genau sei, wird in der Regel recht lapidar mit »eine Menge von Wortern« beantwortet.
Diese Antwort ist jedoch wenig addquat, um das »Wesen« beispielsweise eines Optimie-
rungsproblems zu treffen — hier ist doch wesentlich mehr definitorischer Uberbau nétig.
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Probleme als Skulpturen
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Worum Als Sie das erste Mal die Definition von »formalen Problemen« in der Theoretischen Infor-
engiLi‘e matik gesehen haben, kam Thnen diese Definition hoffentlich ebenso einfach (»Eine Menge

von Wortern«) wie unpassend vor. Die verschiedenen Arten von Problemen »da drauflen«
sind irgendwie nicht nur einfach Mengen von Wortern: Man wird der Sache einfach nicht
gerecht, wenn man das Finden eines moglichst guten Flugplanes fiir eine Fluggesellschaft
als eine »Menge von Wortern« formalisiert.

In der Theoretischen Informatik versucht man trotzdem, »moglichst weit« zu kommen mit
der Sicht »Problem = Menge von Wortern«. Dieser Zugang hat sich als duBerst erfolgreich
herausgestellt, da sich so auch scheinbar sehr unterschiedliche Probleme iiberhaupt erstmal
vergleichen lassen. Jedoch hat diese Sicht der Dinge auch ihre Grenzen und es gibt Bereiche
in der Theorie, wo komplexere Sichten auf »Probleme« nétig sind. Sehr hiufig will man
beispielsweise nicht nur einfach »Ja« oder »Nein« als Antwort auf ein Problem, sondern
eben eine komplexere »L.osung«, die dann auch noch Giitekriterien entsprechen sollte — also
ein MafB, ob die Losung perfekt, sehr gut, gut, so lala, schrecklich oder schlicht beleidigend
ist.

Neben der Arten der »Losungen« der Probleme, kdnnen auch die »Eingaben« (»Instanzen«
genannt) komplexer sein als einfach nur Worter. Besonders bizarre Eingaben haben sich
die netten Leute von der Abteilung desktriptive Komplexitditstheorie ausgedacht: Hier sind
Eingaben logische Strukturen im Sinne der Pridikatenlogik.
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2.1 Einfdhrung

Was sind Berechnungsprobleme?

» Zur Diskussion

Welche der folgenden Fragen sind »Berechnungsprobleme«?

Wie viele perfekte Matchings hat ein gegebener Graph?

Ist 2.325.630.272.114.329.980.342.342.347 prim?

Halt eine gegebene Turing-Maschine nach endliche vielen Schritten an?
Ist " eine algebraische Zahl?

Wie lautet eine gegebene Stelle von 7?7

— Gilt P =NP?

Definition: Computational Problem

Ein Berechungsproblem besteht aus
— einem Instanzenbereich, dessen Elemente Instanzen heiflen, und
— einer Abbildung von Instanzen auf Antworten.

Statt dies genauer allgemein zu formalisieren, werden wir lieber konkrete Auspriagungen der
Definition betrachten.

2.2 Instanzen
2.2.1 Kodierungen

Worter als Instanzen

Warter sind gute Instanzen, da die meisten Maschinenmodelle, wie beispielsweise Turing-
Maschinen, Schaltkreise oder so genannte bindre Entscheidungsdiagramme, Worter verar-
beiten und Computer ja auch tatsichlich alle Daten als Dateien speichern, was letztendlich
auch nur lange Worter sind.

Definition: Alphabet, Wort

Ein Alphabet ist eine nichtleere, endliche Menge. Die Elemente eines Alphabets heiflen
Buchstaben oder Symbole. Ein Wort ist eine endliche Folge von Buchstaben aus einem Al-
phabet.

Notationen
— Das leere Wort bezeichnen wir mit €.
— Die Linge eines Wortes w bezeichnen wir mit |w/|.
— Den i-ten Buchstaben von w bezeichnen wir mit wi] oder w;, die Zdhlung beginnt bei 1.

Zahlen als Instanzen
Zahlen sind gute Instanzen, da Modelle wie Rams und prams oder der Kalkiil der primitivre-
kursiven Funktionen Zahlen als Eingaben erwarten. Weiter gibt es so genannte algebraische
Berechnungsmodelle, bei denen die Eingaben und Ausgaben Zahlen sind. Schlie3lich sind
Zahlen fiir viele Probleme der Mathematik die natiirlichen Eingaben (zum Beispiel Matrix-
Matrix-Mulitplikation).
Welche Arten von Zahlen sollte man nutzen?
— Fiir das raM- und das praM-Modell sind endliche Vektoren von natiirlichen (nichtne-
gativen) Zahlen sinnvoll.
— In der Algebraischen Komplexitétstheorie sind Vektoren von reellen Zahlen die Einga-
ben.

Kodierung von Wortern als Zahlen
Um ein Wort w € £* als Zahl zu kodieren, fixieren wir eine Bijektion e: X — {I,...,|X|}.
Dann konnen wir w kodieren als
— den Vektor (e(w[1]),...,e(w[jw[])) oder
— die Zahl n,, := S I"h )7 e(w[i]) oder
— die Zahl H,'-Z'l pf(w[l]), wobei p; die i-te Primzahl ist. Diese Idee der Kodierung geht auf
Godels berithmten Beweis des Unvollstandigkeitssatzes zuriick.
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Logische Strukturen als Instanzen

Logische Strukturen sind gute Instanzen, da sie die natiirlichen Eingaben in der »Deskripti-
ven Komplexititstheorie« sind und bei vielen Problemen, beispielsweise allen Graphproble-
men und allen Datenbankproblemen, sich Eingaben am natiirlichsten als logische Strukturen
darstellen lassen.

Definition: Signatur

Eine Signatur ist eine Menge von Relationssymbolen zusammen mit einer Abbildung, die jedem Sym-
bol eine positive Zahl, genannt die Stelligkeit zuordnet. Stelligkeiten werden als hochgestellte Indizes
notiert.

Definition: Universum
Ein Universum ist eine nichtleere Menge.

Definition: (Relationale) logische Struktur
Eine (relationale) logische Struktur S iiber einer Signatur T besteht aus einem Universum U zusam-
men mit Relationen RS C U™ fiir jedes n-stellige Relationssymbol R € 7.

Bespiele von logischen Strukturen als Eingaben

Beispiel: Graphen als logische Strukturen
Ein Graph G mit Knotenmenge V und Kantenmenge E C V X V ist bereits eine logische
Struktur iiber der Signatur Teraphs = (E2).

Beispiel: Worter als logische Strukturen
Ein Wort w € X* wird wie folgt als Struktur WV kodiert:

— Die Signatur enthilt ein Pridikat P fiir jeden Buchstaben ¢ € X.
— Das Universum U ist die Menge {1,...,|w|}.
— Esgilti € PYY fiir eine Element i € U falls w[i] = o.

Beispielsweise wiirde w = aabcca € {a,b,c}* kodiert als

({1,...,6},{1,2,6}, {3},{4,5}).
—— N =

Universum paVV PbW §24%

c

2.2.2 Parameter

Es gibt noch mehr »Intanzenparametern«als die Eingabelange.

Um spiter die Komplexitit von Problemen zu messen, werden wir diese relativ zu Instan-
zenparametern messen wollen: Je groBer der Parameter, desto mehr Zeit/ Platz / Prozessoren
werden wir bereit sein einzusetzen. Der zentrale Parameter Wortldnge ist allerdings weder
der natiirlichste noch der niitzlichste:

Beispiel: Eine Aussage liber Sortieren
»Sortieren benétigt @ (nlogn) Vergleiche, wobei n die Anzahl der zu sortierenden Element
ist.«

Diese Aussage in Abhingigkeit der Eingabeldnge neu zu formulieren, ist schwierig. Allge-
mein sind Instanzenparameter Funktionen, die Instanzen auf natiirliche Zahlen abbilden.

Beispielse von Instanzenparametern.

Beispiel: Parameter fir Worter

— Lénge des Wortes.
— Anzahl der unterschiedlichen Buchstaben im Wort.



2 Anatomie von »Problemen«
22 Instanzen

Beispiel: Parameter flir Graphen

— Anzahl Knoten.
— Anzahl Kanten.
— Maximaler oder minimaler Knotengrad.

Beispiel: Parameter fiir Zahlen

— Die Zahl selbst.
— Die Liénge ihrer Bindrkodierung, also grob ihr Logarithmus.

2.2.3 Knappe Darstellungen

Wirklich gro3e Graphen.. ..
... kdnnen knappe Darstellungen haben

Copyright by Intel Corporation

library IEEE;
use IEEE.std_logic_1164.all;
use work.std_arith.all;

entity COUNT is
port ( CLK, ENA : in std_logic;

0 : buffer std_logic_vector (31 downto 0);
CARRY : out std_logic);
end COUNT;

architecture A of COUNT is

begin
Pl: process( CLK )
begin

if( CLK’event and CLK = "1’ ) then
if( ENA = 1’ ) then

Q <=0 + 1;
end if;
end if;
end process;
CARRY <= ’'1’" when Q = "1111" else ’'0’;

end A;

2-11
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Das Galperin-Wigderson-Model von knapp reprasentierten Woértern

Definition

Sei C ein Schaltkreis mit n Eingabegattern und einem Ausgabegatter. Wir sagen, C reprd-
sentiert das Wort w € {0,1}2" mit wli] = 1 fiir all /, fiir die C zu 1 auswertet, wenn die
Eingabegatter mit der Bindrdarstellung von i belegt werden.

Beispiel

Mit knappen Darstellungen lassen sich riesige Worter mit winzigen Wortern beschreiben.

2.3 Problemarten
2.3.1 Entscheidungsprobleme

Die einfachste Art einer »Problemstellung«: Ja oder Nein?

Fiir ein Entscheidungsproblem miissen wir fiir jede mogliche Instanz eine feste Frage mit
»Ja« oder »Nein« beantworten. Dies kann man formalisieren als charakteristische Funktion,
die Instanzen mit Antwort »Ja« auf 1 abbildet und die anderen auf 0, oder als Paritionierung
der Instanzenmenge in Ja-Instanzen und Nein-Instanzen.

Definition: Entscheidungsproblem
Sei © eine Instanzenmenge (also typischerweise © = X*). Ein Entscheidungsproblem auf
© ist eine Teilmenge von © (die Menge der Ja-Instanzen).

— Fiir Instanzenmengen der Form X* heilen Entscheidungsprobleme Sprachen. Fiir unire
Alphabete heilen sie Tally-Sprachen (von fo tally = zihlen).

— Sind die Instanzen logische Strukturen, so nennt man Entscheidungsproblem boolesche
Anfragen (Boolean queries).

Beispielse interessanter Sprachen

Problem: Das Paritatsproblem
PARITY = {w € {0,1}* | die Anzahl len in w ist ungerade}.

Problem: Das Primzahlproblem
prRIMES = {w € {0, 1,...,9}* | w ist die Dezimaldarstellung einer Primzahl}.

Problem: Das Erreichbarkeitsproblem
REACH = {code(G, s,1) | G ist ein gerichteter Graph, in dem es einen Weg von s nach  gibt}.

Knappe Versionen von Entscheidungsproblemen.

Definition: Knappe (succinct) Version einer Sprache
Sei A eine Sprache. Dann ist succiNcT-A die Sprache aller Codes von Schaltkreisen, die
Elemente von A représentieren.

— Die Idee ist, dass manche Instanzen natiirlicherweise in einer knappen Darstellung ge-
geben sind.
Beispiel: Die Beschreibung eines Chips in der einer Hardware-Beschreibungssprache.
— Die Problemstellung bezieht sich aber eigentlich nicht auf die knappe Darstellung, son-
dern auf das, was von ihr beschrieben wird.
Beispiel: Hat der Chip einen Kurzschluss?
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2.3.2 Funktionsprobleme

Die meisten Probleme erfordern mehr als eine einsilbige Anwort. . .

Nur wenige Probleme (wie priMES) sind wirklich Entscheidungsprobleme. Bei Problemen
wie der Addition geht es vielmehr darum, fiir jede Instanz eine »ausfiihrliche Antwort« zu
bekommen — formal sind die Probleme also Funktionen.

Definition: Funktionsproblem
Sei © eine Instanzenmenge. Ein Funktionsproblem ist eine Abbildung f: ® — .

Funktionsprobleme im Kontext der logischen Strukturen (wo also ® die Menge aller logi-
scher Strukturen fiir eine Signatur ist) heilen Anfragen (queries).

Beispiele von Funktionsproblemen

Problem: Die arithmetischen Probleme

f-apprrion ist die Funktion, die ein Wort der Form code(u)#code(v) auf u + v abbildet fiir
u,v € N. »Falsche« Eingaben wie 00##1# werden beispielsweise auf 0 abgebildet.

Die Funktionen f-muLTIPLICATION und f-DivisioN werden analog definiert.

Problem: Das Faktorisierungsproblem
f-Factors bildet Codes von Zahlen auf die sortierten Listen ihrer Primteiler ab.

2.3.3 Optimierungsprobleme

Die wirkliche Frage: Was ist die beste Losung?
Viele Probleme in der Praxis haben nicht »die eine richtige Losung«. Vielmehr gibt es viele
mogliche »Losungen«, manche besser, manche schlechter.

Definition: Optimierungsproblem

Sei © eine Instanzenmenge. Ein Optimierungsproblem auf ® ist ein Tupel bestehend aus
1. einer Losungsrelation S C D x 2,
2. einer Maffunktion m: S — N und
3. einem Typ ¢ € {min, max}.

Fiir eine Instanz x € © und ein Paar (x,s) € S sagen wir, s sei eine Losung fiir x.

Das Mal} misst, wie »gut« eine Losung ist. Der Typ beschreibt, ob grole Malizahlen oder
kleine Maf3zahln »gut« sind.

Beispiel eines Optimierungsproblems

Problem: Das Cliquen-Problem
MAX-CLIQUE ist das Optimierungsproblem, bei dem

1. die Losungsrelation S die Menge alle (kodierten) Paare (G,C) ist, wobei C eine Clique
in dem Graphen G ist,

2. m(G,C) die Anzahl der Knoten in C ist und

3. ¢ = max.

% Zur Ubung

Das Erfiillbarkeitsproblem sat wird klassischerweise als Entscheidungsproblem definiert.
Wie sieht eine sinnvolle Variante dieses Problems aus als Funktionsproblem und als Opti-
mierungsproblem?

Es gibt viele richtige Losungen.
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2.4 Problemreferenz

Im Folgenden sind Probleme aufgelistet, die in spéteren Kapiteln relevant werden.

2.4.1 Arithmetische Probleme

Problem: Funktion f-AppiTion
Instanzen Ein (kodiertes) Paar (u,v) von Zahlen.

Ausgabe Die (kodierte) Summe u + v.

Problem: Sprache BiT
Instanzen Ein (kodiertes) Paar (x,7) von Zahlen.

Frage Istdas i-te Bit von x eine 1?7 (Mit i = 0 wird das Least-Significant-Bit referenziert.)

Problem: Funktion f-prvision
Instanzen Ein (kodiertes) Paar (u,v) von Zahlen.
Ausgabe Der (kodierte) abgeschnitte Quotient |u/v| oder 0, falls v = 0.

Problem: Funktion f-muLTiPLICATION
Instanzen Ein (kodiertes) Paar (u,v) von Zahlen.
Ausgabe Das (kodierte) Produkt uv.

Problem: Sprache pariTY
Instanzen Ein Wort x € {0,1}*.

Frage Hat x eine ungerade Anzahl Einsen?

2.4.2 Probleme aus der Zahlentheorie

Problem: Funktion f-racTors
Instanzen Eine (kodierte) Zahl n.
Ausgabe Die (kodierte) Sequenz der Primfaktoren in aufsteigender Reihenfolge.

24.3 Graphprobleme

Bei den folgenden Graphproblemen seien die Graphen beispielsweise als Adjazenzmatrizen kodiert.

Problem: Sprache cLiQuE
Instanzen Ein ungerichteter Graph G = (V,E) und eine Zahl k.
Frage Hat G eine Clique der Grofe k?

(Eine Clique eines Graphen ist eine Knotenmenge C C V, so dass je zwei Knoten in C mit einer Kante
verbunden sind.)

Problem: Optimierungsproblem Max-cLIQUE
Instanzen Ein ungerichteter Graph G = (V,E).
Losungen Cliquen C in G.

MafB3 Grofe von C.
Typ Maximierung.

Problem: Sprache pisTANCE
Instanzen Ein gerichteter Graph G = (V, E), zwei Knoten s,# € V und eine Zahl d.

Frage Gibt es einen Pfad von s nach ¢ der Lange maximal d?

Problem: Funktion f-pIsTANCE
Instanzen Ein gerichteter Graph G = (V, E) und zwei Knoten s, € V.
Ausgabe Die Distanz von s nach ¢ in G.
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Problem: Sprache bOMINATING-SET
Instanzen Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k.
Frage Hat G eine dominierende Menge der GroBe k?

(Eine dominierende Menge eines Graphen ist eine Knotenmenge D C V, so dass jeder Knoten v € V
entweder in D liegt oder wenigstens mit einem Knoten in D verbunden ist.)

Problem: Optimierungsproblem MIN-EUCLIDIAN-TSP = MIN-2D-EUCLIDIAN-TSP
Instanzen Eine (kodierte) Menge von Punkten in der Ebene.
Losungen Permutationen der Punktemenge.

Mall Summe der Distanzen von einem Punkt der Permutation zum néchsten plus die Distanz
zwischen dem ersten und letzten Punkt.

Typ Minimierung.

Problem: Sprache INDEPENDENT-SET
Instanzen Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k.
Frage Hat G eine unabhingige Menge der Grofie k?

(Eine unabhdingige Menge eines Graphen ist eine Knotenmenge U C V, so dass es keine Kanten zwi-
schen Knoten in U gibt.)

Problem: Sprache LONGEST-PATH
Instanzen Ein ungerichteter Graph G = (V,E), zwei Knoten s,¢ € V und eine Zahl d.

Frage Gibt es einen Pfad von s nach ¢ der Lange mindestens d? (Der Pfad darf keinen Knoten
zweimal enthalten.)

Problem: Optimierungsproblem MAX-LONGEST-PATH
Instanzen Ein ungerichteter Graph G = (V,E), zwei Knoten s, € V.
Losungen Pfade von s nach 7. (Kein Knoten doppelt auf solch einem Pfad.)
MaR Linge des Pfades.
Typ Maximierung.

Problem: Sprache REACH = GAP = s-f-CONN
Instanzen Ein gerichteter Graph G = (V, E) und zwei Knoten s, € V.
Frage Gibt es einen Pfad von s nach ¢?

(»GAP« steht fiir »graph accessibility problem«.)

Problem: Optimierungsproblem MIN-REACH = MIN-SHORTEST-PATH = MIN-DISTANCE
Instanzen Ein gerichteter Graph G = (V, E), zwei Knoten s, € V.
Lésungen Pfade von s nach 7. (Kein Knoten doppelt auf solch einem Pfad.)
MaR Linge des Pfades.
Typ Minimierung.

Problem: Optimierungsproblem MIN-TRIANGLE-TSP = MIN-A-TSP

Instanzen Ein kantengewichteter vollstindiger Graph G, wobei die Kantengewichte die Dreiecks-
ungleichung erfiillen.

Losungen Ein hamiltonischer Pfad durch den Graphen (=Permutationen der Knotenmenge).
MaR Summe der Gewichte entlang des Pfades.
Typ Minimierung.

Problem: Optimierungsproblem min-Tsp
Instanzen Ein kantengewichteter Graph G.
Losungen Ein hamiltonischer Pfad durch den Graphen.
Mal Summe der Gewichte entlang des Pfades.
Typ Minimierung.
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Problem: Sprache ubisTANCE
Instanzen Ein ungerichteter Graph G = (V, E), zwei Knoten s,¢ € V und eine Zahl d.

Frage Gibt es einen Pfad von s nach ¢ der Lange maximal d?

Problem: Funktion f-ubisTaNce
Instanzen Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und zwei Knoten s,7 € V.

Ausgabe Die Distanz von s nach ¢ in G.

Problem: Sprache UREACH = UGAP = s-1-UCONN
Instanzen Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und zwei Knoten s,7 € V.

Frage Gibt es einen Pfad von s nach ¢?

Problem: Sprache vc = VERTEX-COVER
Instanzen Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k.
Frage Hat G eine Knoteniiberdeckung der Grofle k?

(Eine Knoteniiberdeckung eines Graphen ist eine Knotenmenge K C V, so dass jede Kanten mindestens
einen Endpunkt in K hat.)

244 Probleme zu Formeln und Schaltkreisen

Formeln und Schaltkreise seien sinnvoll als Worter kodiert.

Problem: Sprache BF = BOOLEAN-FORMULA
Instanzen Ein aussagenlogische Formel ¢ ohne Variablen.

Frage Wertet ¢ zu wahr aus?

Problem: Sprache cvp = CIRCUIT-VALUE-PROBLEM
Instanzen Ein Schaltkreis C ohne Eingabegatter und mit einem Ausgabegatter.
Frage Wertet der Schaltkreis zu 1 aus?

Problem: Sprache circurr-sat
Instanzen Ein Schaltkreis C mit einem Ausgabegatter.

Frage Gibt es einen Belegung fiir die Eingabegatter, so dass der Schaltkreis zu 1 auswertet?

Problem: Optimierungsproblem MAX-WEIGHTED-CIRCUIT-SAT
Instanzen Ein Schaltkreis C mit einem Ausgabegatter.
Losungen Belegungen, die C zu 1 auswerten lassen.

Mal Anzahl der 1 in der Belegung.
Typ Maximierung.

Problem: Optimierungsproblem MAX-SAT = MAX-3-SAT
Instanzen Ein aussagenlogische Formel ¢ in konjuktiver Normalform mit 3 Literalen pro Klausel.
Losungen Belegungen.
Mal Anzahl der erfiillten Klauseln
Typ Maximierung.

Problem: Optimierungsproblem MAX-WEIGHTED-SAT
Instanzen Ein aussagenlogische Formel ¢.
Lésungen Belegungen, die ¢ wahr machen.
MaR Anzahl der mit wahr belegten Variablen in der Belegung.
Typ Maximierung.
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» Problem: Sprache Nag-k-sat fir festes k > 3

Instanzen Eine aussagenlogische Formel ¢ in konjuktiver Normalform mit genau k Literalen pro
Klausel.

Frage Gibt es einen Belegung, so dass in jeder Klausel nicht alle Literale falsch sind (erfiillbar)
und auch nicht alle wahr sind (»not all equal«)?

P Problem: Sprache sar
Instanzen Eine aussagenlogische Formel ¢.

Frage Ist ¢ erfiillbar?

P Problem: Sprache k-sar fiir festes k > 1

Instanzen Eine aussagenlogische Formel ¢ in konjuktiver Normalform mit genau k Literalen pro
Klausel.

Frage Ist ¢ erfiillbar?

Zusammenfassung dieses Kapitels

P> Arten von Instanzen

— Worter.
— Zahlen und Vektoren.
— Logische Strukturen.

» Instanzenparameter
Ein Instanzenparameter ist eine Funktion, die Instanzen Zahlen zuordnet.

» Knappe Darstellung von Instanzen
Eine knappe Darstellung eines Wortes ist ein Schaltkreis, der bei Eingabe einer Bitposition
ausrechnet, ob dort eine 1 oder eine 0 in dem Wort steht.

» Arten von Problemen

— Entscheidungsprobleme (formalisiert als Sprachen).
— Funktionsprobleme (formalisiert als Funktionen).
— Optimierungsprobleme (formalisiert als Tupel von Losungsrelation, MaB3funktion und

Typ).

Zum Weiterlesen

[1] Hana Galperin, Avi Widgerson, Succinct representations of graphs, Information and
Control, 56(3):183-198, 1984

In diesem Artikel werden die »knappen Beschreibungen« (succinct representations) eingefiihrt.
Zur gleichen Zeit haben andere Autoren, insbesondere Klaus Wagner, dhnliche Modelle vor-
gestellt, jedoch stellte sich schnell heraus, dass die verschiedenen Modelle im Wesentlichen
gleichmichig sind, das Galperin-Wigderson-Model jedoch formell am einfachsten zu handhaben
ist.
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Die Frage, was genau eine »Berechnung« sei, hat eine lange Geschichte. Im Rahmen seiner
philosophischen Uberlegungen zur Logik und zu Argumentationen hat Blaise Pascal bereits
die Hoffnung geduBert, dass eines Tages Dispute nicht mehr von demjenigen »gewonnen«
wiirden, der die spitzere Zunge hat und beeindruckender formuliert. Seine Hoffnung war, ei-
nes Tages werden er sagen kdnnen »Sire, let us calculate.« Heute wiirden wir sagen, Pascal
strebte die Arithmetisierung logischer Kalkiile an. (Etwas traurig ist an dieser Stelle anzu-
merken, dass wir heutzutage logische Kalkiile ganz wunderbar arithmetisieren konnen, der
Weltfrieden hierdurch jedoch auch nicht erreicht wurde.)

Die Notwendigkeit, den Begriff des »Berechnens« genauer zu fassen, wurde Anfang des 20.
Jahrhunderts mit David Hilberts Programm der kompletten Formalisierung der Mathematik
plotzlich sehr dringend. Hilberts groBes Ziel war, die Wahrheit eines beliebigen mathema-
tischen Satzes wie »Korper sind nullteilerfrei« einfach »auszurechnen«. Dabei stellte sich
alsbald heraus, dass es ziemlich kniffelig war, den Begriff des »Rechnens« mathematisch ex-
akt zu fasse — er ist dhnlich schwer wie beispielsweise der Begriff des »Denkens«. (Wieder
ist traurig anzumerken, dass auch Hilberts Traum nicht in Erfiillung gegangen ist. Godels
Unvollstindidkeitssatz zeigt ndmlich, dass man nicht fiir jeden mathematischen Satz einfach
ausrechnen kann, ob er wahr oder falsch ist. Dies hat Gédel in dem treffend Uber formal un-
entscheidbare Sdtze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I betitelten Aufsatz
gezeigt.)

Die groe Wende kam 1936 mit Alan Turings epochalem Aufsatz On Computable Num-
bers With an Application to the Entscheidungsproblem (man beachten das deutsche Wort in
dem Titel und iiberlege, was dies impliziert). Die Bedeutung dieser Arbeit kann gar nicht
iiberbetont werden, denn seit ihr wissen wir, was »berechenbar« bedeutet.

Obwohl die Turingmaschine der Goldstandard in Bezug auf die Frage ist, was man iiber-
haupt berechnen kann, heif3t dies nicht, dass wir mit Turing-Maschinen tatsichlich etwas be-
rechnen. Schaltkreise, Random-Access-Maschinen, ja selbst die spukhaften (laut Einstein)
Quantenschaltkreise sind realistischere Modelle von »Berechnen«.

Von theoretischen Standpunkt ist es letztendlich besonders interessant zu wissen, wie die
praktischen Modelle nun zur Turing-Maschine stehen. Kurz zusammengefasst: Die Modelle
konnen alle dhnlich viel, nur die Schaltkreise, insbesondere die Quantenschaltkreise fallen
etwas aus dem Rahmen.
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Modelle des »Rechnens«

Lernziele dieses Kapitels

1. Uberblick iiber mogliche Berechnungsmodelle
haben

2. Turing-Maschinen und ihre Konfigurationsgraphen
detailliert verstehen

3. Schaltkreismodelle kennen

4. Grundideen der deskriptiven Komplexitétstheorie
kennen

3-1

Wenn Sie an Verschworungstheorien glauben, so werden Sie am Ende dieses Kapitels even-
tuell die These vertreten, die Komplexititstheorie hitte sich mit dem Software-Engineering
verschworen, alle Programmierinnen und Programmierer arbeitslos zu machen. Das ultima-
tive Ziel sowohl der deskriptiven Komplexititstheorie wie auch des Software-Engineerings
ist ja, das Programmieren abzuschaffen und sich nur noch auf eine exakte Beschreibung des
Problems zu konzentrieren. Wo wir schon bei Verschworungstheorien sind: Wer macht dann
eigentlich noch das Programmieren? Die Computer? Dies konnte man als Skynet-Ansatz be-
zeichnen. Es gibt iibrigens ein Gebiet, bei dem sich der Ansatz »Beschreibe das Problem,
nicht die Losung« durchgesetzt hat: Datenbanken. Wenn Sie von einer Datenbank etwas
wissen wollen, geben Sie keinen Code an, wie man in den Indizes suchen soll; vielmehr
formulieren Sie eine sQL-Anfrage und es ist Aufgabe der Datenbank, hieraus eine Strategie
zur Beantwortung Threr Anfrage abzuleiten.

In der Komplexititstheorie gibt es in Form der deskriptiven Komplexitétstheorie ein »Be-
rechnungsmodell«, das dem Traum der Software-Ingenieure recht nahe kommt: Wir be-
schreiben Probleme sehr exakt durch Formeln und machen uns keine Gedanken, wie die
Probleme algorithmisch gelost werden sollen. Das erledigen dann Sitze und Lemmata fiir
uns, die aufzeigen, wie sich solche Formeln automatisch in Programme iiberfiihren lassen,
die bestimmten Zeit- und Platzschranken unterliegen.

3-2
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3.1 Turing-Maschinen

Wiederholung: Alan Turings Maschinenmodell

Ein kurze Geschichte der Turing-Maschine

Alan Turing hat sein Maschinenmodell 1936 vorgeschlagen, lange bevor es iiberhaupt Com-
puter gab. Er gelangte zu dem Modell durch eine philosophische Uberlegung, in der er ar-
gumentiert, dass alles, was ein Mathematiker tiberhaupt berechnen kann, auch von seiner
Maschine berechnet werden kann. Turing ging es dabei um Berechenbarkeit »als solche«,
iiber Komplexitéit machte er sich keine Gedanken.

Wieso werden Turing-Maschinen immernoch verwendet?

— Sie sind extrem einfach aufgebaut und damit gut analysierbar.

— Sie sind extrem flexibel, da man leicht jede Menge Spezialbidnder hinzufiigen kann.

— Thre natiirlichen Eingaben sind Worter (Strings), was gut zur Theorie der formalen Spra-
chen passt.

Beispiel einer Turing-Maschine.

Beispiel: Eine simple Turing-Maschine

Die Zustandsmenge ist O = {qo,q1 }-
Der Anfangszustand ist go.

Das Bandalphabet ist I' = {0, 1,J}.
Das Eingabealphabet ist £ = {0, 1}.
Die Bandanzahl ist 1.

Das Programm ist

0/0/r

start — @

1/0/r

0/0/n

Zur Standard-Definition von Turing-Maschinen siehe das Skript zu »Theoretische Informa-
tik«.

Definition: Maschinen-Alphabete
Ein Bandalphabet T" ist ein Alphabet, das das Blanksymbol [ enthilt und wenigstens ein weiteres
Symbol. Ein Eingabealphabet ¥ ist eine Teilmenge von I, die [J nicht enthilt.

Definition: Bander, Schranke

Ein Band ist eine Sequenz von Symbolen, die beidseitig unendlich ist. Ein Schrank enthilt eine end-
liche Anzahl von Bindern. Formal ist ein Band eine Funktion 7: Z — I" und ein Schrank ist ein Tupel
(t1,...,) von Bindern.

Definition: Kopf
Ein Kopf ist eine Position auf einem Band, also eine ganze Zahl.

Definition: Zustéande

Ein Zustand ist im Prinzip ein Programmzéhler. Formal ist ein Zustand ein Element einer endlichen
Menge Q von Zustdnden. Der Anfangszustand qq ist ein Element von Q. Die Menge der akzeptierenden
Zustdnden Qy ist eine Teilmenge von Q.

Definition: Kopf-Bewegungen

Wihrend einer Berechnung kann sich der Kopf bewegen. Es gibt drei erlaubte Bewegungen: links,
rechts und stehenbleiben. Diese werden durch drei Symbole angedeutet: {links, rechts, neutral} oder
{l,r,n} oder {—1,1,0}.
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P Definition: Programm

Ein Programm fiir h Kopfe ist eine partielle Funktion, die Paare von
— einem Zustand und
— einem A-Tupel von gelesenen Bandsymbolen

auf Tripel abbildet, bestehend aus
— einem neuen Zustand,
— einem A-Tupel von geschriebenen Bandsymbolen und
— einem h-Tupel von Kopf-Bewegungen.

Formal ist dies eine partielle Funktion

8:0xT" =5 OxT" x {1,r,n}".

» Notation
Wir stellen Programme als Graphen dar mit den Zustéinden als Knoten. Es gibt eine Kanten von ¢ nach
¢’ mit der Markierung a/b/c, falls 8(g,a) = (¢’,b,c).

P Definition: Deterministische Mehrband-Turing-Maschine
Eine k-Band-Turing-Maschine (k-pT™m) besteht aus:
— Einer endlichen Menge Q von Zustéinden.
— Einem Anfangszustand gg € Q.
— Einer Menge Q. C Q von akzeptierenden Zusténden.
— Einem Bandalphabet I’ mit J € T".
— Einem Eingabealphabet X C ' mit (] ¢ T
— Einer Anzahl k an Béndern.
— Einem Programm § fiir k Kopfe.

» Notation
Wir stellen Turing-Maschinen durch ihre Programme dar. Der Initialzustand ist durch einen Pfeil an-
gedeutet, akzeptierende Zustdnde durch Doppelkreise.

P Definition: Konfigurationen
Eine Konfiguration einer Turingmaschine M ist ein Tupel, bestehend aus
— dem aktuellen Zustand q € Q,
— dem aktuellen Schrank an Béindern und
— den aktuellen Kopfpositionen.
Formal ist dies also ein Element von Q x [Z — ['* x ZF.
Hierbei ist [Z — I'] die Menge aller Funktionen¢: Z — T..

» Notation
Ein Band mit einem Kopf schreiben wir wie folgt auf:

1. Wir beginnen mit Piinktchen.

2. Dann schreiben wir alle Symbole vor der Kopfposition auf, beginnend mit der ersten Stelle, die
nicht [J ist, oder einer friiheren Stelle.

3. Dann schreiben wir das spezielle Dreiecks-Symbol hin, das kein Element des Bandalphabets ist,
sondern nur eine Markierung.

4. Dann kommen alle folgenden Symbole, mindestens bis zum letzten, das nicht [J ist.

5. Wir enden mit Piinktchen.

Beispiel: Ein Band mit dem Kopf auf der ersten 1
---[J00022002>1200002001101003 - - -

P Definition: Berechnungsschritt
Eine Konfiguration C = (q,11,.. . ,t, h1,. .., i) hatdie Nachfolgekonfiguration C' = (¢ ,t{,... .t} By, ..., h}),
geschrieben C Fj; C', falls:
— Sei 0; das Symbol an Position 4; des Bandes f;, also 6; = #;(h;).
- Sei §(q,01,...,00) = (¢',01,...,00,my,...,mg).
— Dann ist

) = {t,-(j), falls j # hi,

/
lof sonst.

—1, fallsm; =1,
Bi=hi+<{1, fallsm=r,
0, falls m; = n.
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P Definition: Anfangskonfiguration
Die Anfangskonfiguration Cy; (w) einer Maschine M fiir ein Wort w € £* lautet:
— Der Zustand ist gg.
- (i) =wli] firi e {1,...,|w|}.
— Alle anderen Zellen sind mit [J gefiillt.
— Alle Kopfe sind auf Position 1.

P Definition: Endkonfigurationen und akzeptierende Konfigurationen
Eine Endkonfiguration ist eine Konfiguration ohne Nachfolgekonfiguration (dies ist der Fall, wenn die
partielle Funktion 6 fiir die gelesenen Symbole undefiniert ist).
Eine Endkonfiguration heiflt akzeptierend, wenn ihr Zustand ein Element von Qg ist.

P Definition: Akzeptierte Sprache
Sei M eine Turingmaschine. Wir sagen, M akzeptiert ein Wort w € ¥, falls eine akzeptierende End-
konfiguration C existiert mit Gy (w) b}, C. Die von M akzeptierte Sprache L(M) ist die Menge aller
von M akzeptierten Worter.

» Definition: Berechnete Funktion
Fiir eine Turingmaschine M mit einem Ausgabeband sagen wir, dass M die Funktion f: £* — T*
berechnet, wenn fiir alle w € £* gilt: Es gibt eine akzeptierende Endkonfiguration C mit Cjpj(w) - C
und f(w) ist der Inhalt des Ausgabebandes in C, wenn man alle Blanksymbole vor dem ersten Nicht-
Blanksymbol und dem letzten Nicht-Blanksymbol auf dem Band ignoriert. Wir schreiben dann auch
M (x) fiir f(x).

Der Konfigurationsgraph.
In der Komplexititstheorie konnen Turing-Maschinen in aller Regel nur endlich viele Kon-
figurationen bei einer Eingabe erreichen — bevor ihnen die Zeit oder der Platz ausgehen:

P Definition: Konfigurationsgraph
Fiir eine Eingabe w sei C die Menge alle potentiell erreichbaren Konfigurationen (aufgrund
der Zeit- oder Platzschranken) fiir eine Maschine M. Dann ist der Konfigurationsgraph der
Maschine M der gerichtete Graph mit der Knotenmenge C und Kanten von einer Konfigu-
ration C zu einer anderen C’ genau dann, wenn C tj; C’.

& Zur Ubung
Geben Sie obere Schranken fiir die Gro3e der Menge an potentiell erreichbaren Konfigu-
rationen (und damit fiir die GroBe des Konfigurationsgraphen) an in Abhéngigkeit von der
Linge n der Eingabe:

1. Eine Maschine M}, die niemals irgendwelche Bandsymbole modifiziert (also ein Zwei-
Wege-DFa).

2. Eine Maschine M, die maximal polynomiell viele Schritte macht, bevor sie anhiilt.

3. Eine Maschine M3, die ausschlielich die Bandpositionen 1 bis log, n auf den Béindern
andert.

Nur-Lese- und Nur-Schreib-Bander

P Definition: Nur-Lese-Bander (read only)
Auf einem Nur-Lese-Band muss das geschriebene Symbol immer gleich dem gelesenen
Symbol sein.

P> Definition: Nur-Schreibe-Banger (write only)
Bei einem Nur-Schreibe-Band muss der Wert der Zustandiiberfiihrungsfunktion 6 unabhin-
gig sein vom gelesenen Symbol.

Man beachte, dass diese Eingschrinkungen syntaktischer Natur sind. Wir werden fiir un-
sere Maschinen immer annehmen, dass das Eingabeband ein Nur-Lesen-Band ist und das
Ausgabeband (wenn vorhanden) ein Nur-Schreiben-Band ist.
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Eine Ubersicht von méglichen Spezialbéndern.
In spiteren Kapiteln werden wir noch jede Menge Spezialbénder nutzen:
Zufallsband Ein Nur-Lese-Band, das mit einem String von zufélligen Bits initialisiert ist.

Auswahlband Ein Nur-Lese-Band, das mit einer Folge von Bits initialisiert ist, die nichtde-
terministische Entscheidungen steuern.

Orakelband Ein Band, das gelesen und geschrieben werden kann. Wenn die Maschine in
einen bestimmten Zustand iibergeht, wird der Inhalt des Bandes augenblicklich
durch einen anderen ersetzt.

Komminikationsband Ein Band, tiber das die Maschine Nachrichten mit anderen Maschinen
austauscht.

3.2 Die Random-Access-Maschine

Wiederholung: Ein realistischeres Modell von Computern.

Die Random-Access-Maschine

raMs sind abstrakte Single-Core-Maschinen: Thr Speicher ist in Zellen organisiert, die Zah-
len speichern. Diese Speicherzellen konnen beliebig und in Zeit O(1) adressiert werden.
Programmiert werden die Maschinen in einer einfachen Maschinensprache.

Wieso ist das RAM-Modell nicht das Standardmodell?

Eingaben, wie Worter oder Graphen, miissen recht kiinstlich in Zahlen umgewandelt
werden.

Zellen konnen, anders als in der Realitit, beliebig grole Zahlen speichern.

AuBer betreffend Parallelismus ist das Modell schwer erweiterbar.

Es liefert keine neue Einsichten, die man mit Turing-Maschinen nicht schon hatte.

Beispiel einer RAM.
Fiir eine detaillierte Definition von Random-Access-Maschinen, siehe das Skript zur Theo-
retischen Informatik.

Beispiel

R3 < Rr1

R4 <0

R4 < R4 +R2
R3+RrR3—1

if R3 > 0 goto 3
stop

& Zur Diskussion

Was macht das Programm?

3-9
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3.3 Schaltkreise

Computer so modellieren, wie sie wirklich arbeiten

Das Schaltkreismodell

Praktisch alle Computer sind intern letztendlich hochintegrierte Schaltkreise. Die in der
Theoretischen Informatik benutzten Schaltkreismodelle stellen eine ganz gute Modellierung
solcher Schaltungen dar. Tatsdchlich stellen sie die bei weitem »realtistischste« Modellie-
rung von Rechnern dar innerhalb der Theoretischen Informatik.

Warum ist das Schaltkreismodell nicht das Standardmodell?

— Schaltkreise sind sehr anstrengend zu »programmieren.

— Schaltkreise konnen nur Eingaben einer fixen Lénge verarbeiten, was »unschone« De-
finition nach sich zieht.

— Mit Schaltkreisen kann man schlecht Schleifen modellieren.

3.3.1 Syntax

Uberblick zu Gattern.

Schaltkreise (in Sinne der Theoretischen Informatik) bestehen aus Gattern, die durch Kan-
ten (Leitungen) verbunden sind. Sie unterscheiden sich in Bezug darauf, welche Arten von
Gatter erlaubt sind und wie die Gatter verbunden werden diirfen.

Definition: Gatter
Ein Gatter ist ein Knoten in dem Graphen, aus dem der Schaltkreis besteht. Der Eingrad des
Gatters ist der Fan-in, der Ausgrad der Fan-Out.

Definition: Kleine und grof3e Gatter
Ein Gatter mit Fan-in maximal 2 heif3t klein. Bei groBBerem Fan-In heif3t es grofs oder weit.

Definition: Ein- und Ausgabegatter
Ein Eingabegatter hat Fan-in 0, Ausgabegatter haben Fan-In 1 und Fan-Out 0. Sie sind mit
Positionen des Eingabe- beziehungsweise des Ausgabestrings markiert.

Schaltkreise sind kreisfrei.

Definition: Allgemeiner Schaltkreis
Ein n-Eingabe-m-Ausgabe-Schaltkreis ist ein endlicher pag, dessen Knoten Gatter sind und
in dem es genau n Eingabegatter und genau m Ausgabegatter gibt.

Definition: Boolesche Schaltkreise
Ein boolescher Schaltkreis ist ein Schaltkreis, der folgende Gatter hat:

Ein- und Ausgabegatter,
Konstantengatter (Eingrad 0),
Negationsgattter,

Und-Gatter und

Oder-Gatter.

Wenn keine Negationsgatter vorhanden sind, heif3t der Schaltkreis monoton.
Beispiel eines Schaltkreises.
S Ly

= —
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3.3.2 Semantik

Semantik von Schaltkreisen: Effekte der Gatter.

P Definition
Eine Gatter-Belegung fiir einen booleschen Schaltkreis ist eine Funktion 7, die Gatter auf
{0,1} abbildet.

Diese Funktionen geben an, welche Ausgaben die Gatter (vermutlich) produzieren. Man
muss nun natiirlich definieren, wenn einen solche Belegung korrekt ist.

» Definition
Fiir einen n-Eingabe-m-Ausgabe-Schaltkreis C und eine Eingabe x € {0, 1}" und eine Aus-
gabe y € {0,1}"™ heift eine Gatter-Belegung y korrekt, wenn:

1. Fiir jedes Konstantengaiter g mit Label i € {0,1} gilt y(g) = i.

2. Fiir jedes Eingabegatter g mit Label i gilt y(g) = x[i].

3. Fiir jedes Ausgabegatter g mit Label i und Vorginge g’ gilt y(g) = y(g’) = y[i].

4. Fiir jedes Negationsgatter g mit Vorginger g’ gilt y(g) =1 —y(g’).

5. Fiir jedes Und-Gatter g mit Vorgingern g1, ..., g gilt y(g) = min{y(g1),...,v(g)}

6. Fiir jedes Oder-Gatter g mit Vorgingern g, ..., g gilt y(g) = max{v(g1),...,v(gk)}
» Lemma

Fiir jeden n-Eingabe-m-Ausgabe-Schaltkreis C und Eingabe x € {0,1}" existieren genau
eine Ausgabe y € {0,1}™ und genau eine Gatter-Belegung v, die fiir den Schaltkreis, die
Eingabe und die Ausgabe korrekt ist.

Beweis. Da C ein DAG ist, konnen wir C topologisch sortieren. Nun zeigt man durch Induk-
tion iiber die Knotennummer entlang dieser Sortierung, dass der Wert des jeweils nichsten
Gatters determiniert wird durch die vorherigen. O

P Definition: Ausgabe eines Schaltkreises
Fiir einen n-Eingabe-m-Ausgabe-Schaltkreis C und eine Eingabe x € {0,1}" wird die auf-
grund der Lemmas eindeutig bestimmte Ausgabe mit C(x) € {0, 1} bezeichnet.

3.3.3 Varianten: Spezialgatter

Zusatzgatter flir boolesche Schaltkreise.
Wir konnen unsere Schaltkreise kleiner machen, wenn wir méchtigere Gatter zulassen (alle
sind weite Gatter).

Spezialgatter

Majority Gibt 1 aus, wenn die Mehrheit seiner Eingénge 1 sind.
Threshold Gibt 1 aus, wenn die Anzahl der Eingéinge mit einer 1 mindestens gleich einer
auf den Gatter angegebene Zahl ist.
Parity Gibt 1 aus, wenn die Anzahl der Eingénge mit einer 1 ungerade ist.

Modulo Gibt 1 aus, wenn die Anzahl der Eingéinge mit einer 1 modulo einer auf dem
Gatter stehenden Zahl 0 ist.

% Zur Diskussion
Argumentieren Sie, dass Majority-Gatter Threshold-Gatter simulieren konnen und umge-
kehrt, ohne die Tiefe des Schaltkreises zu verandern.

3-16

3-17



3-18

3 Modelle des »Rechnens«
34 Schaltkreise

3.3.4 Varianten: Arithmetische Schaltkreise

Schaltkreise auf Zahlen.
Bei arithmetische Schaltkreisen werden statt booleschen Werten Zahlen zwischen den Gat-
tern weitergereicht. Die Gatter verarbeiten die Zahlen und liefern neue Zahlen.

Definition: Arithmetische Schaltkreise
Ein arithmetischer Schaltkreise ist ein Schaltkreis der folgende Gatter hat:

Ein- und Ausgabegatter,
Konstantengatter (Eingrad 0),
Additionsgatter und
Multiplikationsgatter.

Man kann als Spezialgatter auch Negationsgatter, Divisionsgatter und weitere Gatterarten
zulassen.

Die Semantik ist dhnlich wie bei booleschen Schaltkreisen definiert.

Schaltkreise auf Mengen von Zahlen.

Statt booleschen Werten oder Zahlen kann man sogar ganze Mengen von Zahlen iiber die
Leitungen reichen. Die Gatter fithren dann Operationen auf Mengen von Zahlen durch wie
die Vereinigung.

Definition: McKenzie-Wagner-Schaltkreise, Syntax und Semantik
Ein MC(U,N, ™, +, x)-Schaltkreis verarbeitet Mengen von ganzen Zahlen. Die Gatter haben
folgende Effekte:

Die Eingabegatter und die Konstantengatter liefern immer einelementige Mengen.

— Die Vereinigungsgatter und Schnittgatter geben die Vereinigung beziehungsweise den
Schnitt ihrer Eingaben aus.

Komplementgatter liefern y(g) = N\ y(g’), wobei g’ das Vorgéngergatter von g ist.
Bei Werten A C N und B C N an ihren Eingéngen liefern Additionsgatter und Multipli-
kationsgatter die Werte {a+b|a€A,b€ B} und {a-b|a €A,b € B}.

& Zur Ubung

Welche Mengen geben die folgenden Schaltkreise aus?

1. Cr: {0}

ORI M 1
[}

ce [ 'z
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3.4 Deskriptive Modelle
34.1 Idee

Ein Modell von »Berechnung, bei dem nicht gerechnet wird.

Ziel der deskriptiven Komplexitatstheorie

Statt konkrete Berechnungen zu beschreiben, beschreiben wir lieber das Problem sehr for-
mell und exakt. Die Hoftnung ist nun, allein aufgrund der Komplexitdt der Problembeschrei-
bung auf die Komplexitit des Problems zu schliefen.

Wie beschreibt man nun Probleme »genau«?

Wir haben schon gesehen, dass bei manchen Problemen die Instanzen gerade endliche logi-
sche Strukturen sind. Fiir eine prddikatenlogische Formel ist die Menge aller ihrer endlichen
Modelle genau eine solche Menge von logischen Strukturen. Wir benutzen also Formeln, um
Probleme zu beschreiben.

Beispiele, wie sich Probleme mit Formeln beschreiben lassen.

Beispiel: Das Tournamentproblem

Frage Ist ein Graph ein Graph ein Tournament (je zwei unterschiedliche Knoten sind
durch genau eine Kante verbunden)?

Beschreibung Die Menge aller endlichen logischen Strukturen G = (V, E), fiir die gilt

VxVy(x #y— (E(x,y) ¢ ﬁE(y,x))).

Beispiel: 3-Farbbarkeit
Frage Ist ein Graph 3-firbbar?
Beschreibung Die Menge aller endlichen logischen Strukturen G = (V, E), fiir die gilt
JRIGIB(Vx(B(x) V G(x) V B(x))A
Vavy (E(x,y) —

(

( A
(G(x)ANG(y)V
( A

B(y)))))-

& Zur Ubung

Finden Sie pridikatenlogische Formeln, die folgende Probleme beschreiben (nach Schwie-
rigkeit sortiert):

1. Das Graph ist 3-regulér (alle Knoten haben Grad 3).

2. Der Graph hat Durchmesser hochstens 4 (der Durchmesser eines Graphen ist die maxi-
male Entfernung von Knoten im Graphen).

3. Der Graph ist stark zusammenhéngend. (Hierfiir benotigen Sie Logik zweiter Stufe.)

4. Der Graph ist ein stark zusammenhingendes Tournament.
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3.4.2 Klassen

3-24 Logiken liefern Problemklassen.

P Definition: Deskriptive Komplexitatsklassen
Fixiert man eine bestimmte Logik, so liefert die Menge an Problemen, die sich mit Formeln
dieser Logik beschreiben lassen, eine Komplexitdtsklasse.

Beispiele

Die Klasse FOy,< enthilt alle Probleme, die sich in Pridikatenlogik erster Stufe beschreiben
lassen. Ahnlich enthilt SO alle Probleme, die sich mit Pradikatenlogik zweiter Stufe (second
order) beschreiben lassen.

— TOURNAMENT € FOy,<, da sich Tournaments mit einer erststufigen Formel beschreiben
lassen (siehe oben).

— 3-COLORABLE € SO, da sich 3-Firbbarkeit in zweitstufiger Logik beschreiben lésst (sie-
he oben).

— REACH ¢ FOyo< aufgrund einer einfachen Anwendung des Kompaktheitssatzes (nach-
dem, wenn jede endliche Teilmenge einer Formelmenge ein Modell hat, so auch die
gesamte Formelmenge).

3-25 Logiken entsprechen Klassen.

— Die Klasse FOyo< entspricht keiner Standard-Komplexitétsklasse. Varianten aber schon:
- FO = AC".
- FO(DTC) = L.

FO(TC) = NL.

FO(LFP) = P.

— Varianten von zweitstufiger Logik entsprechen grof3eren Klassen:

— SO3 =NP.
— SOV = coNP.
- SO =PH.

Zusammenfassung dieses Kapitels

3-26 » Turing-Maschinen

Vorteile

+ (Vergleichsweise) einfach und sehr bewihrt.
+ Flexibel, da neue Béander hinzugefiigt werden kdnnen.
+ Konzept des Konfigurationsgraphen ist sehr niitzlich.

Nachteile

— Kein realistisches Modell.

P Random-Access-Maschinen

Vorteile

+ (Vergleichsweise) realistisches Modell.
+ Sehr gut erweiterbar zur Modellierung von Parallelismus.

Nachteile

— Arbeiten nicht auf Strings.
— Schlecht erweiterbar.
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P Boolesche Schaltkreise

Vorteile

+
+
+
+

Realistisches Modell.

Sehr genaue Aussagen moglich.
Wichtige untere Schranken bekannt.
Vielseitig einsetzbar.

Nachteile

Definition von Klassen schwierig.
Schwierig zu entwerfen und zu »programmieren«.

» Deskriptive Methoden

Vorteile

+
+
+

Abstraktion von konkreter Berechnung, Konzentration auf das Problem.

Formeln oft leichter zu finden als konkrete Algorithmen.

Die michtigen Methoden der Logik konnen auf Berechnungsprobleme angewandt wer-
den.

Nachteile

Bei kleinen Klassen sehr technische Definitionen.
Wissen iiber Logik und endliche Modelltheorie notig.
Liefern selten hocheffiziente Algorithmen

Zum Weiterlesen

(1]

(2]

(3]

Alan M. Turing, On Computable Numbers With an Application to the Entscheidungs-
problem, Proceedings of the London Mathematical Society, 42(2):230-265, 1936

Noch ein Blick in die Arbeit lohnt sich, um Turings Definition von Maschinen mit der »moder-
nen« Definition zu vergleichen.

J. C. Shepherdsom and H. E. Sturgis, Computability of Recursive Functions, Journal
of the ACM, 10(2):217-255, 1963

Die Arbeit, in der Random-Access-Maschinen eingefiihrt wurden.

Pierre McKenzie and Klaus Wagner, The complexity of membership problems for
circuits over sets of natural numbers, Proceedings of stacs 2003, LNcs, Springer,
2607:571-582, 2003.

Diese Arbeit untersucht das Schaltkreisauswertungsproblem fiir verschiedene Arten von Gattern
und Schaltkreise. Das »Standard«-Circuit-Value-Problem ist vollstdndig fiir P, aber Varianten
sind sehr leicht, andere zu vermutlich unentscheidbar.

Die Abkiirzung stacs steht fiir »Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science,«
eine der wichtigsten Konferenzen der Theoretischen Informatik. Die Abkiirzung Lncs steht fiir
»Lecture Notes in Computer Science.« In dieser Reihe werden die meisten Tagungsbinde der
Theoretischen Informatik verdffentlicht.



Teil IV
Messen und Vergleichen von Komplexitéat

Teil IV

Messen und Vergleichen von
Komplexitat

Der gesunde Menschenverstand sagt uns, dass manche Probleme einfacher zu 16sen sind
als andere. Jedes Schulkind wird sofort bestétigen, dass es einfacher ist, zwei Zahlen zu
addieren, als sie zu dividieren. Jeder Computer wird bestitigen, dass es einfacher ist, ein
Gleichungssystem mit 10 Variablen zu 16sen als eines mit 10 Billionen Variablen. Um zu
verstehen, warum machen Problem einfacher sind als andere, brauchen wir Hilfsmittel, um
die Komplexitidt von Problemen zu messen und zu vergleichen.

Wenn man etwas dariiber nachdenkt, so sieht man schnell, dass es einen grundsétzlichen
Unterschied bei den beiden obigen Beispielen gibt: Bei »10 Variablen versus 10 Billionen
Variablen« handelt es sich zweimal um dasselbe Problem, nur bei unterschiedlichen Einga-
begroBen. Da verwundert es wenig, dass man bei groeren Eingaben auch mehr Zeit braucht.
Bei »Addieren versus Dividieren« handelt es sich um zwei unterschiedliche Probleme. Hier
ist es schon viel schwieriger, sauber zu definieren, was es heiflen soll, dass das eine Problem
»prinzipiell« schwieriger sei als das andere — beispielsweise ist es sicherlich einfacher durch
1 zu dividieren als 1 zu addieren, trotzdem ist Division »an sich« schwieriger. Tatsichlich
zu beweisen dass ein bestimmtes Problem einfacher ist als ein anderes ist bis jetzt leider nur
in sehr wenigen Fillen gelungen.
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Kapitel 4

Komplexitatsmalle

Die drei wichtigsten Mal3e: Zeit, Zeit und Zeit

Lernziele dieses Kapitels

. Definitionen der grundlegenden Mafle kennen

. Die Komplexitit von Problemen messen konnen
. Das Konzept der Komplexititsklasse verstehen

. Diagonalisierungen durchfiihren konnen

AW N =

Inhalte dieses Kapitels

4.1 Zeit
4.1.1 Definition . . ... ... ... ... ..

4.1.2 Klassen . . . ... ... ... ......
4.2 Platz
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441 Triviale Inklusionen . . . ... ... ..
442 Nichttriviale Inklusionen . . . ... ..
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Ubungen zu diesem Kapitel

In der Einleitung zu diesem Skript habe ich Ihnen bereits die beiden Zahlen-auf-einer-Tafel-
Probleme vorgestellt: Ich schreibe eine Zahlen auf eine Tafel und Sie miissen moglichst viel
durchstreichen, so dass die Summe noch mindestens Tausend ist; oder beim zweiten Problem
genau ein Tausend. Mittlerweile konnen wir diese Probleme etwas formaler fassen:
Problem: Subset-Sum, Version A
Instanzen (Codes von) Mengen N C N und ein Wert ¢.
Losungen Teilmengen S C N mit Zsess >t.
MaB ||
Typ Minimierung

Problem: Subset-Sum, Version A
Instanzen (Codes von) Mengen N C N und ein Wert ¢.
Losungen Teilmengen S C N mit )¢5 =1.
MaB ||
Typ Minimierung

Es ist nicht sonderlich schwer zu sehen, dass Version A schnell gelost werden kann, indem
man die Zahlen sortiert. Deutlich schwieriger ist es schon, die Platzkomplexitiit der Versi-
on A zu bestimmen; wenn man die Tricks nicht kennt, so erscheint es reichlich erstaunlich,
dass logarithmisch viel Platz ausreicht. Uber Version B wissen wir hingegen sehr wenig; tat-
sdchlich kennt niemand ein Polynomialzeitverfahren seiner Losung. Das Erstaunliche hieran
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4.1 Zeit

ist weniger, dass wie kein solches Verfahren kennen (unsere Unwissenheit mag peinlich sein,
wichtig ist sie nicht). Wichtig ist, dass die beiden Versionen des Problems fast identisch sind,
aber sehr unterschiedliche Komplexititen haben.

Viele Sichten auf ein Problem.

Die Komplexitdt eines Problems beschreibt, wie viele Ressourcen zu seiner Losung notig
sind. Zwei unterschiedliche Problem kdnnen in Bezug auf ein Maf gleich viele Ressourcen
bendtigen, in Bezug auf ein anderes sehr unterschiedliche. Es ist daher wichtig, nicht nur
Zeit als Maf3 zu betrachten.

Beispiel: Die besten Resultate fiir zwei NP-vollstandige Probleme

Maf VERTEX-COVER  CLIQUE

Zeit exponentiell exponentiell

Platz polynomiell polynomiell
Approximierbarkeit  gut (konstant) sehr schlecht
KernelgroBe sehr gut (linear)  sehr schlecht (keiner)

Beispiel: Die besten Resultate flir zwei NL-vollstandige Probleme

Maf DISTANCE TOURNAMENT-DISTANCE
Zeit linear linear
Platz log? log?

Approximierbarkeit  sehr schlecht sehr gut

4.1 Zeit
4.1.1 Definition

Das wichtigste Mal3: Zeit.

Definition: Das Maf} »Zeit«
Sei M eine Turing-Maschine mit Eingabealphabet X. Wir definieren #y,: £* — NU{oc} wie
folgt:

s,  falls eine Folge Cipiyt(x) F C1 -+ -+ C;
ty(x) = existiert, in der C; Endkonfiguration ist,

o0,  sonst.

)

Wir definieren 7y, : N — NU{co} durch

Ty (n) = maxty (x).
xexn

4.1.2 Klassen

Eine »Zeitklasse« enthalt Probleme, die sich in einer vorgegebenen Zeit |6sen lassen.

Definition: Zeitklasse
Sei F C {f | f: N — N} eine Klasse von Zeitschranken. Die Klasse TIME(F) enthilt alle
Sprachen L, so dass eine Turingmaschine M und ein f € F existieren mit

1. L(M) =Lund

2. fiir alle n € N gilt Ty, (n) < f(n).
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4.2 Zeit

Die zentralen Zeitklassen

P Definition
Sei poly(n) eine Abkiirzung fiir n%), also fiir ein beliebiges Polynom.
LINTIME = TIME(O(n)),
P = TIME (poly(n)),
quasi-P = TIME (n?(10¢"))

E = TIME(29"),

(
(n
(
EXP = TIME (2P (™)),
EE = TIME(220 ),
(

l
EEXP = TIME (22" ),

on

ELEMENTARY = TIME(22 ).

Klassifikation einiger Probleme

— PARITY € LINTIME.
— DISTANCE € P.

— cvpEP.

— sAT € E.

— CLIQUE € E.

— SUCCINCT-PARITY € E.

& Zur Ubung
Klassifizieren Sie:

— REACH,
— SUCCINCT-REACH,
— SUCCINCT-SUCCINCT-REACH.

Klassen flir Funktionsprobleme

P Definition: Zeitklassen fiir Funktionen
Sei F C {f| f: N — N} eine Klasse von Zeitschranken. Die Klasse FTIME(F) enthilt alle
Funktionen g: £* — X*, so dass eine Turingmaschine M und ein f € F existieren mit

1. M berechnet g und
2. fiir alle n € N gilt Ty (n) < f(n).

P Definition: Wichtige Zeitklassen fiir Funktionen
FLINTIME = FTIME(O(n)),
FP = FTIME (poly(n)),
FEXP = FTIME (2P (")),
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43 Platz
4.2 Platz

4.2.1 Definition

Die zweitwichtigste Ressource: Platz.

Definition: Platzverbrauch einer Berechnung
Sei Ci Fpr Co by ... eine Berechnung einer ptm M. Sei A} jeweils die Kopfposition auf
Band ¢ in Konfiguration C;.

1. Der Platzverbrauch der Berechnung auf Band t ist
1 +max{h|,h,...} —min{h| Ks,...} e NU{c0}.

2. Der Platzverbrauch der Berechnung ist die Summe des Platzverbrauchs iiber alle Ar-
beitsbénder.

Merke
Die Eingabe- und Ausgabebiénder zéhlen nicht mit, wenn der Platzverbrauch bestimmt wird.

Definition: Platzverbrauch einer DTM
Sei M eine pt™ mit Eingabealphabet X*. Wir definieren sy : £* — NU{oo} durch

sy (x) = Platzverbrauch der mit Cjp;(x) beginnenden Berechnung.
Wir definieren Sy : N — NU{cc} als

Su(n) = )r(réaggsM(x).

4.2.2 Klassen

Klassifikation von Problemen beziiglich des Platzverbrauchs.

Definition: Platzklassen flir Sprachen und Funktionen
Sei F C {f | f: N— N} eine Klasse von Platzschranken.
Die Klasse SPACE(F) ist die Menge aller Sprachen L, so dass eine brm M und ein f € F
existieren mit

1. L(M) = Lund

2. fiir alle n € N gilt Syr(n) < f(n).
Die Klasse FSPACE(F) enthilt alle Funktionen g: X* — X*, so dass eine Turingmaschine M
und ein f € F existieren mit

1. M berechnet g und

2. fiir alle n € N gilt Sys(n) < f(n).

Wichtige Platzklassen

P Definition

L = SPACE(O(logn)),
L? = SPACE(O(log” n)),
(log?Vn))
LINSPACE = SPACE(O(n)),

FL = FSPACE(O(logn)).
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43 Tiefe
4.3 Tiefe

4.3.1 Definition

Einschub: Wie man mit Schaltkreisen Sprachen akzeptiert.
Aufgrund ihrer Konstruktion konnen Schaltkreise nur Bitstrings fester Lénge verarbeiten.
Um nun Sprachen zu »entscheiden«, brauchen wir also pro Eingabeldnge einen Schaltkreis.

Definition: Schaltkreisfamilien
Sei L C {0, 1}* eine Sprache. Eine Schaltkreisfamilie fiir L ist eine Folge C = (Cy,Cy,Cs, . ..)
von Schaltkreisen, so dass

1. jedes C, ein n-Eingaben-1-Ausgabe-Schaltkreis ist und
2. Cjj(x) = 1 genau dann gilt, wenn x € L.

Wir schreiben C(x) fiir Cy|(x).

Zwei sehr einfache Schaltkreisfamilien.

Beispiel: Zwei Schaltkreisfamilien fiir die Sprache {1}*

Co: y1

Ci: xj—— )1

X
G x;?y Y1
X1

N
Cs: xz; Y1
X3

Cl: Xi———> 1
X

G a3 b—n

Ch: xz".\._yw

xls

xg‘t} »

Cj:

Schaltkreisfamilien flr Funktionen

Will man statt Sprachen Funktionen f: {0,1}* — {0, 1}* mit Schaltkreisen berechnen, so
haben die Schaltkreise statt nur einem, viele Ausgabegatter. Problematisch ist dabei, dass
Worter gleicher Lange (wie 00 und 11) auf Worter unterschiedlicher Lange abgebildet wer-
den konnten (zum Beispiel £(00) =1 und f(11) = 101). Dies verbieten wir einfach.

Definition: Schaltkreisfamilien fiir Funktionen
Sei f: {0,1}* — {0,1}* eine Funktion, so dass die Linge von f(x) gleich ist fiir alle x
gleicher Linge. Eine Schaltkreisfamilie fiir f ist eine Folge C = (Cy,C),Cs,...) von Schalt-
kreisen, so dass:

1. Jedes C, ist ein n-Eingaben-m-Ausgabe-Schaltkreis mit m = | f(0")| und

2. Cjy(x) = f(x) fiir alle x.

Wir schreiben auch C(x) fiir f(x).
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Uniformitat: Die hdssliche Seite von Schaltkreisfamilien

Schaltkreisfamilien kdnnen prinzipiell beliebig »wild« sein: Cjgp kdnnte Schach spielen,
Cio1 konnte bestimmte Instanzen das Haltproblems 16sen, Cjo; hingegen bestimmte Instan-
zen von saT. Da Schaltkreisfamilien prinzipiell fast beliebige Funktionen von N in die Menge
aller Schaltkreise sein konnen, sind die allermeisten Schaltkreisfamilien nicht berechenbar.
Wir miissen also irgendwie sicherstellen, dass sich fiir gegebenes i der Schaltkreis C; »sehr
leicht« berechnen ldsst.

Definition: Uniforme Schaltkreisfamilien
Eine Schaltkreisfamilie (C;);en heiBt (logspace-)uniform, wenn eine Funktion f € FL exi-
stiert mit f(1') = code(C;).

Schaltkreistiefe = Zeit
Fiir einen Schaltkreis C entspricht seine Tiefe der Rechenzeit — denn so lange miissten wir
warten, wire er in Hardware implementiert.

Definition: Tiefe und GréBe einer Schaltkreisfamilie
Sei C = (C;);en eine Schaltkreisfamilie. Dann ist

— depth,(n) die Anzahl der Gatter auBer den Eingabe und Ausgabegattern auf dem ling-
sten Pfad in C,, und
— sizec(n) die Anzahl der Gatter in C,,.

Beispiel
Fiir n > 2 gilt fiir die Schaltkreisfamilien aus dem Beispiel depth(n) = 1 und depth,, (n) =
[log, n].

4.3.2 Klassen

Klassifikation von Problemen gemal3 ihre Schaltkreiskomplexitat

Definition: Schaltkreisklassen

Sei i € N. Die Schaltkreisklassen AC' und FAC' enthalten alle Sprachen L C {0, 1}* bezie-
hungsweise Funktionen f: {0,1}* — {0, 1}*, fiir die uniforme Schaltkreisfamilie C existie-
ren mit

1. C entscheidet L beziehungsweise berechnet f,
2. depth,(n) = O(log'n) und
3. sizee(n) = nO0),

Weitere Klassen ergeben Sie durch Variation dieser »Basisdefinition«:

— Fiir NC' und FNC' miissen alle Gatter kleine sein (Fan-In hchstens 2).
— Fiir TC' und FTC' sind hingegen auch Threshold-Gatter zugelassen.
— Fiir ModC' und FMod, C' sind Modulo-k-Gatter zugelassen.

4.4 Inklusionen zwischen Klassen

Warum uns Inklusionen zwischen Klassen interessieren.

Eine Menge Energie wird in der Komplexititstheorie darauf verwandt, C; C C, zu beweisen
(oder eben C; € Cy). Solche Inklusionen erlauben uns, einen Komplexititsaspekt eines Pro-
blems zu untersuchen und es dann automatisch auch auf eine andere Art losen zu konnen.

Beispiel
Man kann zeigen, dass L C AC' gilt. Falls wir also einen platzeffizienten Algorithmus fiir
ein Problem finden konnen, so ist das Problem automatisch parallelisierbar.

Beispiel

Man kann zeigen, dass Nc! C L. Weiter kann man zeigen, dass die Division in Nc! liegt.
Folglich kann man in logarithmischem Platz dividieren. (Versuchen Sie mal, das direkt zu
zeigen...)
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4.4.1 Triviale Inklusionen

Folgende Inklusionen folgen direkt aus den Definitionen.

P C E C EXP C EE C ELEMENTARY,
L C polyL C PSPACE C EXPSPACE,
AC? C Ac! CAC? C--- CAC,
Nc? CNC!' ©NC? C - CNC,

tc’crc! cTC? C--- CTC,
NC' C AC' C TC'.

4.4.2 Nichttriviale Inklusionen

Inklusionen zwischen Zeit und Platz.

Lemma
Fiir jede verniinftige Funktion f mit f(n) > log(n) gilt

TIME(f) C SPACE(O(f)) C TIME(2°().

Beweis. Fiir die erste Inklusion beachte man, dass man in f(n) Schritten nicht mehr als
bf(n) Zellen beschreiben kann, wobei b die Anzahl der Béander ist.

Fiir die zweite Inklusion sei L € SPACE(f) via M. Dann ist die GroBe des Konfigurations-
graphen von M bei Eingabe x mit Lange n = |x| hochstens

s= of n L fmOm goumy,
~— .. N ~— M
Zustinde Eingabekopfpositionen Arbeitsbandkopfpositionen Bandinhalt

Wenn M nicht nach S Schritten angehalten hat, wird M nie halten. O

Inklusionen zwischen Zeit- und Platzklassen.

Folgerung
Es gelten
L C P C PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE C ELEMENTARY

und
" b

pEs 2
ELEMENTARY = TIME(2° ) =SPACE(2~ ).
Inklusionen zwischen Schaltkreisklassen.

Lemma
Fiir alle i > 0 gilt TC' C NC™!,

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass wir ein Majority-Gatter mit n Eingédngen durch einen
Schaltkreis der Tiefe O(logn) simulieren konnen, der nur kleine Gatter besitzt.

Dies geht so: Wir summieren die n Eingabebits der Gatters. Dazu miissen wir n Zahlen
addieren, wobei jede maximal Lange n hat (sogar nur Lénge logn). Dies kann man in Tiefe
O(logn) erreichen, siche Ubung 4.6. Uberpriife am Ende, ob das erste Bit 1 ist. O

» Folgerung

Nl caclcrc? encl cacl e eNc? C ...

4-20

4-21

4-22



4-24

4-25

4 Komplexitatsmale
44 Inklusionen zwischen Klassen

443 Echte Inklusionen

Echte Inklusionen zwischen Komplexitadtsklassen

Intuition

Wenn wir mehr Zeit haben, sollten wir in der Lage sein, mehr Probleme zu 16sen. Anderer-
seits sieht man leicht (siehe Ubungsaufgabe 4.7), dass beispielsweise eine Verdopplung der
erlaubten Zeit keinen Effekt hat.

Satz: Zeithierarchiesatz
Sei f(n) > n eine sinnvolle Funktion. Dann gilt TIME(f) C TIME(f(n)?).

Satz: Platzhierarchiesatz
Sei f(n) > logn eine sinnvolle Funktion und f € o(g). Dann gilt SPACE( f) C SPACE(g).

Beweis des Zeithierarchiesatzes. Betrachte die folgende Diagonalisierungssprache:

Dy = {code(M) | M akzeptiert code(M) nicht
in f(|code(M)|) Schritten}.

Wir behaupten D € TIME(f(n)*) \ TIME(f):

— Dy € TIME(f(n)?) via einer Simulation von M auf der Eingabe code(M) fiir maximal
f(Jcode(M)|) = f(n) Schritte.
— Nehmen wir an, Dy € TIME(f) gelte via M. Sei x = code(M). Dann gilt:

1. Wenn M das Wort x akzeptiert, gilt x € Dy. Also akzeptiert M das Wort x nicht in
F(jx|) Schritten (ein Widerspruch).

2. Wenn M das Wort x nicht akzeptiert, gilt x ¢ D 7. Dann braucht M entweder mehr
als f(]x|) Schritte (ein Widerspruch) oder M akzeptiert x (noch ein Widerspruch).

Die Widerspriiche zeigen, dass Dy ¢ TIME(f). O

Echte Inklusionen zwischen Zeit- und Platzklassen.

Lemma

LINTIME C P C E C EXP C EE C ELEMENTARY,
L C polyL C PSPACE C EXPSPACE.

Lemma
In der Inklusionskette
L C P C PSPACE

ist mindestens eine Inklusion echt, es gilt also L # P oder P # PSPACE (wir wissen nur nicht,
welches).
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Klassen und ihre Inklusionsstruktur
Nc? cac’ ctc’ cNe! cacl cTe eNne? e,
LINTIME C P C E C EXP C EE C ELEMENTARY,
L C polyL. C PSPACE C EXPSPACE,
L C P C PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE C ELEMENTARY

2" 2"

—TIME(2>" ) =SPACE(2>" ).

Zum Weiterlesen

[1] J. Hartmanis and R. E. Stearns, On the computational complexity of algorithms, Tran-
sactions of the acm, 117:285-306, 1965

[2] J. Hartmanis, P. L. Lewis II, and R. E. Stearns, Hierarchies of memory-limited compu-
tations, Proceedings of the Sixth Annual 1EEE Symposium on Switching Circuit Theory
and Logic Design, 179-190, 1965

Diese beiden Artikel sind die »Pioniere« betreffend die Definition von Zeit- und Platzkomple-
xitat. Die Hierarchiesitze werden dort bewiesen. Beachten Sie, dass diese Artikel »ziemlich alt
sind« (Quicksort wurde 1962 »entdeckt«).

Ubungen zu diesem Kapitel

Fiir die folgenden Aufgaben bendtigen wir eine Definition:

Definition: Zeitkonstruierbar
Eine (totale) Funktion f: N — N hei3it zeitkonstruierbar wenn es eine Turing-Maschine M gibt mit
f=Ty.

Ubung 4.1 Einfache zeitkonstruierbare Funktionen, einfach
Zeigen Sie, dass f(n) =n+ 1 und g(n) = |1,5n] zeitkonstruierbar sind.

Ubung 4.2 Nichtzeitkonstruierbare Funktionen, mittel
Zeigen Sie, dass es eine nichtzeitkonstruierbare Funktion f € O(n) gibt.

Ubung 4.3 Wir kénnen annehmen, dass Maschinen immer anhalten, mittel

Sei M eine Turingmaschine und f zeitkonstruierbar. Nehmen wir weiter an, dass fiir alle x € ** ent-
weder f37(x) < f(|x|) oder t3(x) = oo gilt. Zeigen Sie, dass eine Turingmaschine M’ existiert mit
L(M) = L(M") und Ty (n) < f(n) +n fiir alle n € N.

Tipp: Machen Sie sich zunichst klar, warum die Bedingunge Ty (n) < f(n) +n bedeutet, dass M’ auf
allen Eingaben anhilt. Wie konnen Sie dies garantieren? Nutzen Sie weitere Binder.

Ubung 4.4 Sublogarithmischer Platz, mittel
Zeigen Sie SPACE (loglogn) # REG.
Tipp: Betrachten Sie
L = {code(1)#code(2)#...#code(n) | n € N}.

Ubung 4.5 Sublogarithmischer Platz, schwer

Zeigen Sie SPACE (logloglogn) = REG.

Tipp: Erweitern Sie das Argument aus dem Kapitel iiber Zwei-Wege-Automaten im Skript zur Theo-
retischen Informatik, in dem mit Hilfe von Crossing-Sequenzen gezeigt wird, dass sich jeder Zwei-
Wege-Automat durch einen Ein-Wege-Automat simulieren lisst. Erweitern Sie aber nun den Begriff
des Zustands so, dass auch die Inhalte der Arbeitsbénder eingeschlossen sind. Sie sollten fiir jede
Wortlidnge einen Automaten erhalten, der doppelt-exponentiell viele Zustéinde im Platzverbrauch der
Maschine hat. Argumentieren Sie nun weiter wie folgt: Betrachte die kiirzeste Eingabe x, fiir die die
Maschine S > 0 Platz benétigt. Dann muss der Automat fiir alle Préfixe dieser Eingabe in einem an-
deren Zustand sein, denn sonst gibe es ein kiirzeres Wort, fiir das auch nur S Platz benétigt wiirde
(warum?). Argumentieren Sie, dass Sie nun einen Widerspruch beziiglich der Liange von x haben.

4-26
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 4.6 lIterierte Addition in NC', schwer

Die iterierte Addition ist das Funktionsproblem f-ITERATED-ADDITION, das Strings der Form
code(x) )#code(x)#...#code(xn)

auf 37| x; abbildet. Zeigen Sie, dass f-ITERATED-ADDITION € FNC'.
Tipp: Lesen Sie das Kapitel »Grundrechenarten« im Skript zu »Parallelverarbeitung«.

Ubung 4.7 Linearer Speedup, schwer

Beweisen Sie den folgenden Linearen-Speedup-Satz: Sei L € TIME(f). Dann gilt fiir alle € > 0, dass
L € TIME(f") mit f'(n) = ef(n) +n+2.

Tipp: Benutzen Sie den »Register-Trick«. Alle paar Jahre werden Computer schneller, weil man statt
8-Bit-Computern irgendwann 16-Bit-Computer, dann 32-Bit-Computer, dann 64-Bit-Computer und
so weiter eingefiihrt hat. Ubersetzt auf Turing-Maschinen bedeutet dies: Fiihren Sie ein groBeres Al-
phabet ein, bei dem ein Symbol in diesem Alphabet viele Symbole des Originalalphabets kodiert. Die
Maschine lduft dann einmal iiber die Eingabe, um diese zu »komprimieren« (daher der n + 2 Part).
Danach konnen viele Schritte der alten Maschine durch einen Schritt der neuen Maschine ersetzt wer-
den.

Gut ist diese Simulation, wenn die zu simulierende Maschine immer viele Symbole hintereinander
weg liest; problematisch ist es, wenn sie an einer »Wortgrenze« immer hin- und herwechselt. Um dies
zu verhindern, muss die simulierende Maschine immer zwei nebenanderstehende Symbol lesen.

Ubung 4.8 Platzhierarchiesatz, schwer
Beweisen Sie den Platzhierarchiesatz.

Tipp: Gehen Sie genauso vor wie beim Zeithierarchiesatz. Der Unterschied liegt lediglich in der Si-
mulation, wo Sie argumentieren miissen, dass g Platz ausreicht, um f Platz zu simulieren, wenn g echt
schneller wichst als f.
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Kapitel 5

Vergleich von Komplexitat

Der Farbbarkeitswolf im Erfiillbarkeitsschafpelz

Lernziele dieses Kapitels

1. Genaues Verstindnis von Reduktionen und 51 Einleitung
Vollstandigkeit i
2. Eigene Vollstindigkeitsbeweise fiihren konnen >2 Redu t_' onen
5.2.1 Grundideen

3. Eine Reihe vollstidndiger Probleme kennen

Wenn Sie mal ein Kind haben sollten, fragen Sie bitte keinen Komplexitétstheoretiker und
auch keine Komplexititstheoretikerin um Rat betreffend mogliche Namen fiir ihren Spross-
ling. Komplexititstheoretiker tendieren dazu, reichlich verwirrliche Namen fiir die Dinge
zu wihlen, die ihnen lieb und teuer sind. Die Namen der Komplexititsklassen aus dem vo-
rigen Kapitel sind gute Beispiele. Den Unterschied zwischen E und EXP muss man schon
suchen; schlimmer noch: {iber die Jahre @ndert sich, was womit gemeint ist. Friiher hiel} P
mal PTIME, wohingegen E frither EXPTIME hiel3 (und nicht etwa ETIME).

Sind die meisten in der Komplexititstheorie genutzten Klassennamen lediglich verwirrlich,
sind die drei zentralen Begriff »Reduktion«, »Schwere« und »Vollstandigkeit« katastrophal
schlecht gewihlt: Sie verwirren Anfangerinnen und Anfinger in der Regel dermaflen, dass
sie die Lust an der Materie verlieren. Eine Reduktion macht ein Problem nicht kleiner, ein
schweres Problem muss nicht schwer zu 16sen sein und ein vollstindiges Problem ist nicht
das Gegenteil eines unvollstdndigen Problems. Natiirlich ist es mittlerweile zu spit, die Din-
ge neu zu benennen, genausowenig wie wir die lustigen, aber ebenfalls verwirrlichen Namen
»Korper« oder »Ring« in der Mathematik noch &ndern konnen.

Was wiren aber bessere Bezeichungen gewesen? Statt einer »Reduktion« zwischen Pro-
blemen sollte man besser von einem »Vergleich« von Problemen sprechen: Wenn A auf B
reduziert werden kann, bedeutet dies »die Komplexitit von A ist nicht hoher als die von B«.
Statt zu sagen »A ist schwer fiir eine Klasse C« sollte man lieber sagen, »A ist hilfreich fiir
eine Klasse C«: Wenn A schwer ist fiir C, so kann man alle Probleme in C 16sen, wenn man
denn A gelost bekommt. Schlieflich kdnnte man statt von »einem vollstdndigen Problem
fiir eine Klasse C« von einem »hilfreichen Problem in der Klasse C« sprechen: Der einzi-
ge Unterschied zwischen »schwer« und »vollstdndig« ist, dass vollstdndige Probleme in der
Klasse sein miissen, fiir die sie schwer sind.
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5 Vergleich von Komplexitat
5.2 Reduktionen

5.1 Einleitung

Relative statt absolute Komplexitat.

»Absolute« Komplexitat

Die Mafe »Zeit«, »Platz«, »Tiefe« und so weiter sind »absolute« Mafle. Wir nutzen sie fiir
Aussagen wie »Problem Foo hat Zeitkomplexitit @(bar) und Platzkomplexitit @ (blub).«
Leider sind gerade die unteren Schranken fast nie bekannt.

»Relative« Komplexitat
Bei der relativen Komplexitdit eines Problems vergleichen wir es »lediglich« mit einem an-
deren Problem. Die absolute Komplexitdit beider Problem muss dabei gar nicht klar sein.

5.2 Reduktionen
5.2.1 Grundideen

Was ist eine Reduktion?

Idee
Reduktionen erlauben uns, die Komplexitét zweier Probleme zu vergleichen. Ziel ist es, Aus-
sagen der folgenden Form zu zeigen:

Problem A kann leicht gelost werden unter der Annahme, dass Problem B leicht
gelost werden kann.

Die Idee ist, hierfiir die Frage »Ist x € A7« in Fragen der Form »Ist ein y € B?« umzuwandeln.
Wir sagen dann, A reduziert sich auf B.

Merke
Bei einer Reduktion ist es unerheblich, wie schwer B ist und wir versuchen nicht, B zu losen.
Vielmehr nehmen wir einfach an B wire auf magische Weise beliebig schnell 16sbar.

Visualisierung einer Reduktion von A auf B.

Urspriingliches
Problem
erzeuge Frage(n)
x€A? yeB?
Magie
Antwort Antworten

Nutze Antwort(en)

Reduktionen unterscheiden sich darin, wie schwierig die Fragen zu erzeugen sind, wie viele
Fragen wir stellen diirfen und was wir mit den Antworten machen diirfen.

@, Zur Ubung

Geben Sie moglichst einfache Reduktion an

1. von REACH auf DISTANCE,
2. von DISTANCE auf REACH und
3. von REACH auf SUCCINCT-REACH.

Achten Sie auf die Richtung!
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5.2.2 Logspace-Many-One-Reduktionen

Die Logspace-Many-One-Reduktionen

Steckbrief

Was darf eine Logspace-Many-One-Reduktion, die die Frage »Ist x € A7« beantworten soll?
Anzahl Fragen Nur eine Frage »Ist y € B?« darf gestellt werden.

Zeit-/Platzschranke Nur logarithmisch viel Platz zur Berechnung von y.

Erlaubte Auswertung Die Antwort auf »Ist y € B?« muss iibernommen werden.

Definition
Seien A,B C X* Sprachen. Wir sagen, A Idsst sich logspace-many-one-reduzieren auf B,
. log
geschrieben A <\,° B, wenn
— eine Funktion f € FL existiert, so dass
- firallex e X* giltx € A < f(x) € B.

Ein wichtiges Lemma

Lemma: Das Logspace-Kompositionslemma
Die Klasse FL ist unter Kompositionen abgeschlossen, das heifit, aus f,g € FL folgt fog €
FL.

Folgerung
Sei A <I°¢ B und B <\ C. Dann gilt A <\ C.

Beweisskizze. Sei x eine Eingabe. Wir wollen f(g(x)) in logarithmischem Platz berechnen.
Wir konnen nicht einfach erst g(x) berechnen und dann f auf das Ergebnis anwenden, da
g(x) viel zu lang ist, als dass wir es zwischenspeichern konnten. Der Trick ist, ein »virtu-
ellen« Arbeitsband zu nutzen: Wir beginnen die Berechnung von f auf Eingabe g(x). Wir
kennen g(x) gar nicht, tun aber einfach so. Friiher oder spéter wird die Berechnung nicht
weitergehen, wenn wir nicht ein bestimmtes Bit von g(x) kennen. An dieser Stelle starten
wir eine Simulation von g auf der (echten) Eingabe x. Die Ausgabe der Simulation (welche
g(x) wire) wird weggeschmissen mit Ausnahme des uns interessierenden Bits. O

Beispiel fiir die Komposition zweier logspace-berechenbaren Funktionen.

Sei g € FL die Multiplikation, also g = f-muLITPLICATION, und sei M, eine Logspace-
Maschine, die g berechnet. Sei f die Funktion, die eine Zahl auf die Summe ihrer Ziffern
abbildet, und sei My eine Logspace-Maschine, die f* berechnet. Dann bildet die Berech-
nung fog das Wort 12345x54321 auf 45 ab, da 12345 - 54321 = 670592745 und die
Quersumme von 670592745 gerade 45 ist.

Visualisierung des »Virtuellen Bands.«
echtes Eingabeband (nur lesen), n Symbole

12345%x54321
simuliertes Arbeitsband von g

21

670592745

virtuelles Band

simuliertes Arbeitsband von f

6

45
echtes Ausgabeband
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5.2.3 Polynomialzeit-Turing-Reduktionen

Die Polynomialzeit-Turing-Reduktion

Steckbrief
Was darf eine Polynomialzeit-Turing-Reduktion, die die Frage »Ist x € A7« beantworten
soll?

Anzahl Fragen Beliebig viele Fragen der Form »Ist y € B?« diirfen adaptiv gestellt werden.
Zeit-/Platzschranke Es darf polynomiell viel Zeit genutzt werden.

Erlaubte Auswertung Die Antworten diirfen beliebig in die Berechnung einflieen.

Eine genaue Definition wird spéter gegeben, wenn wir Orakel-Turing-Maschinen behandeln.

5.2.4 Projektionsreduktionen

Die schwachsten Reduktionen: Projektionen

Steckbrief
Was darf eine Projektionsreduktion, die die Frage »Ist x € A7« beantworten soll?

Anzahl Fragen Eine Frage der Form »Ist y € B?« darf gestellt werden.
Zeit-/Platzschranke Jedes Bit von y muss sich aus einem Bit von x direkt ergeben.

Erlaubte Auswertung Die Antwort muss iibernommen werden.

Definition: Projektion
Eine Projektion ist eine Schaltkreisfamilie (Cy,Cy,Ca,...), so dass jeder Schaltkreis Tiefe
maximal 1 hat und nur Eingabe-, Ausgabe-, Negations- und Konstantengatter enthalt.

Definition: Projektionsreduktionen
Seien A,B C X* Sprachen. Wir sagen, A ldsst sich mit einer Projektion reduzieren auf B,
geschrieben A <, B, wenn

— es eine logspace-uniforme Projektion C gibt, so dass
- firallex € X* giltx € A < C(x) € B.

5.2.5 Abschlusseigenschaften

Reduktionsabschlisse.

Definition: Reduktionsabschluss
Sei C eine Sprachklasse. Dann ist der (logspace-many-one) Reduktionsabschluss von C die

Klasse RI%¢(C) = {A |A <[ Be C).

Definition
Eine Sprachklasse C heillt abgeschlossen unter (logspace-many-one) Reduktionen, wenn
C=R%(C).

Lemma
Die Klassen L, P, PSPACE und EXP sind abgeschlossen unter Reduktionen.

Beweis. Siehe Ubung 5.2. O
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5.3 Schwere und Vollstandigkeit
53.1 Idee

Auf der Suche nach wirklich schweren Problemen.

A giﬁg B bedeutet, dass B »mindestens so schwer wie A« ist. Ein wirklich schwieriges Pro-
blem wird nicht nur schwerer als A, sondern auch schwerer als viele andere Probleme sein.
Es kann sogar schwerer sein als alle Probleme einer Klasse und wir sagen dann es ist schwer
fiir diese Klasse.

Beispiel

— Das Halteproblem ist schwer fiir L.
— Das Halteproblem ist auch schwer fiir P.
— Das Halteproblem ist auch schwer fiir ELEMENTARY.

Schwer, schwerer, am schwersten

Probleme wie das Halteproblem sind fiir praktisch jede Klasse schwer. Interessanter sind
Probleme, die schwer sind fiir eine Klasse und trotzdem in der Klasse liegen: die vollstdn-
digen Probleme.

Wenn Probleme Menschen waren

Stellen wir uns vor, Probleme wiren Menschen und A < B bedeutet »A ist nicht grof3er als B«.
Ein schweres Problem fiir eine Klasse von Leuten ist eine beliebige Person, die mindestens
so grof} wie alle in der Klasse ist. Die vollstindigen Probleme fiir eine Klasse sind genau die
grofBten Personen in der Klasse (es kann mehrere geben).

5.3.2 Definitionen

Die Definitionen von Schwere und Vollstandigkeit

Definition
Sei C eine Sprachklasse und A ein Problem. Wie sagen

1. A ist schwer fiir C (unter Logspace-Many-One-Reduktionen) oder C-schwer, wenn C C
RIE({A}) und

2. A ist volistindig fiir C (unter Logspace-Many-One-Reduktionen) oder C-vollstindig,
wenn A schwer ist fiir Cund A € C.

Ein praktisches Lemma

Lemma: Das Kollapslemma
Sei C C D, seien C und D unter Reduktionen abgeschlossen und sei A schwer fiir D. Dann
folgtaus A € C, dass C = D.

Beweis. Trivial (folgt direkt aus den Definitionen). O

Folgerung
Wenn ein PSPACE-vollstindiges Problem in P ist, so folgt P = PSPACE.

Folgerung
Die Klasse L enthdlt keine PSPACE-schweren Probleme.

Beweis. Nach dem Platzhierarchiesatz gilt L ## PSPACE. O
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5.3.3 P-Vollstandigkeit

Wie man Vollstandigkeit beweist
Es gibt zwei Methoden zu zeigen, dass ein Problem B schwer ist fiir eine Klasse C:

Bootstrapping Man konstruiert fiir jedes Problem A € C eine Reduktion von A auf B.

Reduktionsmethode Wenn ein C-vollstindiges Problem X bekannt ist, zeige X §1§g B.

Ein vollstandiges Problem fiir P.

Satz
cvp ist P-vollstindig.

Beweisplan. cvp € P ist leicht zu sehen. Wir zeigen Schwere durch Bootstrapping. Sei A €
P via M, wir zeigen A glﬁg cvp: Sei x eine Eingabe, fiir die wir die Frage »Ist x € A%«
beantworten sollen. Wir miissen (in logarithmischem Platz) einen Schaltkreis C bauen, so
dass

1. wenn x € A, so wertet C zu 1 aus, und
2. wenn x ¢ A, so wertet C zu 0 aus.

Der Schaltkreis bestehen aus einer Reihe von Schichten. Jede Schicht erhilt eine (kodierte)
Konfiguration von M als Eingabe und liefert die Nachfolgekonfiguration als Ausgabe. Bei
der letzten Schicht iiberpriifen wir einfach, ob eine akzeptierende Endkonfiguraiton erreicht
wurde. O

Setting the Stage: Die im Folgenden verwendeten Namen.
Wir legen zunichst einige wichtige Bezeichner fest:

A Die Sprache in P, die wir auf cvp reduzieren wollen.
M Eine Polynomialzeitmaschine, die A entscheidet.
p Ein Polynom, das die Laufzeit von M beschrénkt.
x Eine Eingabe, fiir die die Reduktionsfunktion die Frage »Ist x € A?« in die Frage
»Ist code(C) € cvp?« umwandeln soll.
n Die Ldnge von x, also n = |x]|.
C Der Schaltkreis, der von der Reduktion berechnet wird.

Von der Maschine zum Schaltkreises.
Wir beginnen mit ein paar Vereinfachungen:

— Die Maschine M habe nur ein Band.

Das Band der Maschine M sei einseitig beschrdnkt.
Es gibt genau eine akzeptierende Endkonfiguration.
Bei dieser Endkonfiguration ist der Kopf am Anfang.

@ Zur Diskussion

Wie kann man jeweils Maschinen, die eine der obigen Eigenschaften nicht haben, umwan-
deln, so dass die Eigenschaften erfiillt werden?

Grober Aufbau des Schaltkreises.
Wir bauen den Schaltkreis C wie folgt:

— Er besteht aus p(n) Schichten.

— An den Ausgabegattern der k-ten Schicht liegt kodiert die k-te Bandkonfiguration an.

— An den Eingabegattern der k-ten Schicht liegt kodiert die (k — 1)-ste Bandkonfiguration
an.

Die Kodierung einer Bandkonfiguration funktioniert wie folgt: Um eine Bandzelle zu ko-
dieren, benutzen wir mehrere Leitungen. Ist das Bandalphabet I', so kdnnen in einer Zelle
IT'] verschiedene Symbole stehen; wir benutzen deshalb log |I'| Leitungen zur Kodierung
des Zelleninhalts. Zusitzlich benutzt man noch pro Zelle eine Leitung, um zu signalisieren,
ob der Kopf dort ist. SchlieBlich benutzen wir noch log|Q| Leitungen, um den aktuellen
Zustand der Turingmaschine zu kodieren.
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Eine Beispielsituation.

Die Symbole des Bandalphabets I = {a,b,0} werden kodiert durch 00, 01, 10.

Es gibt vier Zustinde {qo,q1,¢2,¢3}, kodiert durch 00, 01, 10 und 11.

Der initiale Bandinhalt ist ab[J[], der initiale Zustand ist g; und der Kopf ist initial auf
erstem Zeichen (dem a).

Nach einem Schritt ist der Bandinhalt b6, der Zustand ist ¢, und der Kopf auf dem
zweiten Zeichen.

Nach zwei Schritten ist der Bandinhalt ball[], der Zustand ist g und der Kopf auf dem
dritten Zeichen.

Nach p(n) — 1 Schritten ist der Bandinhalt aaal], der Zustand ist g3 und der Kopf auf
dem ersten Zeichen.

Akzeptierender Zustand ist genau g3.

Visualisierung der Schichtenstruktur des Schaltkreises.
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Was leistet der Schaltkreis?

— Betrachtet man die Leitungen, die in die erste Schicht hineinfiihren, so kodieren sie
genau die Anfangskonfiguration.

Betrachtet man die Leitungen, die in die zweite Schicht hineinfiihren, so kodieren sie
genau den Bandinhalt nach einem Schritt.

Betrachtet man die Leitungen, die in die dritte Schritt hineinfiihren, so kodieren sie
genau den Bandinhalt nach zwei Schritten.

Betrachtet man die Leitungen, die in die p(n)-fe Schritt hineinfiihren, so kodieren sie
genau den Bandinhalt der Endkonfiguration.

Schaltet man also noch einen winzigen Schaltkreis nach, der iiberpriift, ob diese End-
konfiguration akzeptierend ist, so leistet der Schaltkreis das Gewiinschte:

Er wertet zu 1 aus genau dann, wenn die Maschine die Eingabe akzeptiert.

Was in den Schicht-Verkniipfungs-Schaltkreisen passiert.

Wir wollen einen (flachen) Schaltkreis angeben, der Schicht i mit Schicht i + 1 verkniipft.
Dieser Schaltkreis besteht aus p(n) vielen Boxen. Jede Box kiimmert sich darum, den Band-
inhalt einer bestimmten Zelle z zu berechnen. Dazu muss sie lediglich die Inhalte der Zelle
z in der vorherigen Schicht kennen, sowie die Inhalte der Zelle links und rechts davon.
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Aufbau eines Schicht-Verkniipfungs-Schaltkreises.
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Wie schwierig ist der Schaltkreis zu bauen?
Was wir erreicht haben:

— Zu jeder beliebigen Eingabe x konnen wir einen Schaltkreis konstruieren, der genau
dann zu 1 auswertet, wenn M das Wort x akzeptiert.

Was fehlt:
— Wie schwierig ist es, den Schaltkreis zu konstruieren?
Antwort hierauf:

Dies ist einfach, da alle Boxen identisch sind.

Der Schaltkreis besteht im Wesentlichen aus p(n)? Boxen, die in einfacher Weise ver-
drahtet sind.

Es ist leicht, in logarithmischem Platz in einer Schleife p(n)?> Boxen (fester GroRe!)
auszugeben.

Die Verdrahtung ist etwas fummeliger, aber auch nicht schwierig.

Zusammenfassung dieses Kapitels

» Reduktionen
Reduktionen tibersetzen die Frage »Ist x € A?« in die Frage(n) »Ist y € B?«. Wir haben drei
Arten von Reduktionen betrachtet (nach Machtigkeit sortiert):

1. Polynomialzeit-Turing-Reduktionen (gg),

2. Logspace-Many-One-Reduktionen (giﬁg),
3. Projektionsreduktionen (<po;),

P Abschluss, Schwere, Vollstandigkeit

1. Fiir eine Klasse C ist RI9(C) = {A | A <R B € C}.
2. Ein Problem A heiBt schwer fiir C wenn C C RI%¢({A}).
3. Ein Problem A heil3t volistindig fiir C wenn A € C und A ist schwer fiir C.

» Kollapslemma
Wenn C C D und C und D abgeschlossen sind unter Reduktion und A vollstindig ist fiir D,
so folgt aus A € C, dass C = D.

» CVP ist P-vollsténdig
Das Circuit-Value-Problem ist vollstindig fiir P.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 5.1 Logspace-many-one-Reduktionen sind in L nutzlos, leicht
Zeigen Sie, dass fiir alle A € L gilt A <€ {1}.

Ubung 5.2  Abschlusseigenschaften, mittel
Zeigen Sie, dass die folgenden Klassen unter logspace-Many-One-Reduktionen abegschloosen sind:

1. L (Tipp: Nutzen Sie das Kompositionslemma).
2. P (Tipp: Nutzen Sie, dass FL. C FP).

3. PSPACE.

4. EXP.

Ubung 5.3 PSPACE-Schwere, schwer

Zeigen Sie, dass succiNcT-REACH schwer ist fiir PSPACE. (Es ist sogar vollstindig fiir die Klasse, aber
das soll nicht gezeigt werden.)

Tipp: Die Frage »Ist x € A7« reduziert sich auf ein Erreichbarkeitsproblem im Konfigurationsgraphen
der PSPACE-Maschine, die A entscheidet. Dieser Graph hat zwar exponentielle Grof3e, aber er kann
knapp beschrieben werden (im Wesentlichen durch den Schaltkreis aus dem Schichtenlemma).

Ubung 5.4 Untere Schranke fiir ein Problem, leicht
Zeigen Sie SUCCINCT-REACH ¢ L.
Tipp: Nutzen Sie Ubung 12.1.

Fiir die nidchste Aufgabe brauchen wir eine Definition.
Definition: Graphisomorphie-Problem, GI
Instanzen Zwei ungerichtete Graphen G| = (V},E}) und G = (V, E»).

Frage Sind G| und G, isomorph? (Gibt es eine Bijektion t: V; — V, mit {x,y} € E| <~
{l(x)vl(y)} € EZ)

Beispiel: .%3 ist isomorph zu .@

Ubung 5.5 Colored-Gl reduziert sich auf Gl, schwer

Ein gefiirbter Graph ist ein Graph, in dem alle Knoten eine Farbe haben (benachbarte Knoten diirfen
dieselbe Farbe haben). Ein Isomorphismus zwischen gefiarbten Graphen ist ein Isomorphismus, der
die Farben »erhilt« (rote Knoten werden auf rote Knoten abgebildet).

. . lo
Zeigen Sie COLORED-GI <pf GI.

Tipp: Kleben Sie sehr lange Pfade an die Knoten, deren Lédngen die Farben kodieren.

Ubung 5.6 Reduktionsabschliisse von E und EXP, schwer

1. Zeigen Sie, dass EXP = Rlﬁg(E).
2. Zeigen Sie, dass E nicht unter Reduktionen abgeschlossen ist.
Tipp: Nutzen Sie den Zeithierarchiesatz.
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Berechnungen mit Hilfe

Wenn man sich einen GroBteil der Konzepte der Komplexitétstheorie anschaut, dann konn-
te man auf die Idee kommen, dass Komplexititstheoretiker sehr hilfsbereite Menschen sein
miissen. Zumindest Maschinen helfen sie gerne: Statt ihre Turing-Maschinen einfach hilflos
ihre Berechnungen durchfiihren zu lassen, sie die Literatur voll von Ideen, wie man ihnen
helfen kann. Am bekanntesten ist zweifelsohne der Nichtdeterminismus, dessen Definition
schon auf Turings Arbeit von 1936 zuriickgeht. Turing stellte sich vor, dass an bestimmten
Stellen der Berechnung die Maschine, wenn sie nicht mehr recht weiter weil3, ihren Zu-
standswechsel von einem Menschen durchfiihren lassen kann. Heute formalisieren wir dies
mittels »Béandern mit nichtdeterministischen Bits«.

Neben nichtdeterministischen Bits gibt es aber noch viele weitere »Hilfestellungen«, die
in der Literatur betrachtet werden: Man kann Maschinen mit Zufallsbits helfen. Man kann
Ratschlagsbits (Advice-Bits) zur Verfiigung stellen. Man kann die Ergebnisse von Vorbe-
rechnungen nutzen. Und wenn alle Stricke reilen, so kann man Orakel befragen.
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Kapitel 6

Nichtdeterminismus

Betrligerische Maschinen

Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels
1. Unterschiedliche Definitionen von 6.1 Sithen auf Nic.htdeterm.i.nismu?
Nichtdeterminismus kennen und vergleichen kénnen 6.1.1 Sicht I: Beweiser und Uberpriifer

2. Den Satz von Cook kennen und beweisen konnen 6.1.2 Sicht I: Auswahlbander . . .. ... ..
6.1.3 Sicht III: Transitionsrelationen . . . . .
6.2 Klassenstruktur
6.3 Der Satz von Cook

Ubungen zu diesem Kapitel

Ist es moralisch verwerflich, zu schummeln? Fiir Menschen sicherlich — und es kann duB3erst
unangenehme Konsequenzen haben, wie Thnen mittlerweile eine ganze Reihe ehemaliger
Bundesminister(innen) werden bestitigen konnen. Fiir Maschinen ist die Situation etwas
anders: Es ist nicht verwerflich, wenn Maschinen schummeln diirfen — es fiihrt lediglich zu
Berechnungsmodellen, die nichts bringen.

Wie konnen Maschinen »schummeln«? Nun, zunédchst konnen sie (Aus)wahlbinder haben.
Dies sind extra Bénder, auf denen die Maschine Hinweise bekommt. Stellen Sie sich vor,
Sie sitzen in einer Klausur und Ihr Nachbar steckt Thnen klandestin einen Bogen mit den
Antworten fiir die Klausur zu. Sehr praktisch. Jedoch hat die Sache einen Haken: Sie konnen
sich leider nicht sicher sein, dass Sie dieselbe Klausur wie Ihr Nachbar haben; Sie miissen
die Antworten erst noch iliberpriifen. Wie Sie aber aus eigener Erfahrung wissen, ist das
Uberpriifen von Losungen im Allgemeinen wesentlich einfacher, als die Losungen selbst zu
finden.

Auswahlbinder und »Hinweise« sind zugegebenermafien etwas dubios, sie sind schwer zu
motivieren und schwer zu definieren. Trotzdem brauchen wir sie, denn sie stehen im Zen-
trum des beriihmtesten Problems der Informatik iiberhaupt: dem P-NP-Problem. Formuliert
man es als »Schummel-Problem« so ist die Frage, ob Polynomialzeitmaschinen die Hinwei-
se ihrer Nachbarn etwas niitzen oder ob diese Hinweise nicht auch immer durch »ehrliche«
Berechnungen ersetzt werden konnen.
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6.1 Sichten auf Nichtdeterminismus

Nichtdeterminismus — Ein kurzer Uberblick.

Die Idee des Nichtdeterminismus geht auf Turings Originalarbeit zu Turingmaschinen zu-
riick. Er nennt nichtdeterministische Maschine »automatisch«. In diesem Kapitel betrachten
wir Nichtdeterminismus von drei Blickwinkeln:

1. Prover-Verifier-Protokolle.
Dies ist eine »moderne« Sicht, die zu Durchbriichen wie dem pcp-Satz gefiihrt hat.

2. (Aus)wahlbdnder.
Hier ist der Nichtdeterminismus besonders »explizit«, was viele Argumente leichter
macht.

3. Transitionsrelationen.
Dies ist die klassische Sicht, die sich leicht auf viele Maschinenmodelle verallgemei-
nern lasst.

6.1.1 Sicht I: Beweiser und Uberpriifer

Die Struktur der vieler Probleme.

Viele Entscheidungsprobleme haben grundsitzlich folgende Struktur: Gegeben ist eine Ein-
gabeinstanz, fiir die wir nach einer Losung suchen. Falls eine solche Losung existiert, so ist
die Eingabe eine »Ja«-Instanz (ist in der Sprache), sonst nicht.

Beispiele

1. Fiir saT sind Losungen erfiillende Belegungen.

2. Fiir cLiQuE sind Losungen hinreichend grofse Cliquen.

3. Fiir das Faktorisierungsproblem sind Losungen die Faktoren der Eingabe.

4. Fiir das Halteproblem sind Losungen die Anzahl der Schritte, nach der die Maschine
anhalt.

Warum sind Probleme schwer?!
Interessanterweise kann es viele Griinde geben, warum Probleme schwer sind:

— Es ist unklar, was Losungen iiberhaupt sein konnten.
Beispiel: Das Primzahlproblem oder das Erfiillbarkeitsproblem fiir priadikatenlogische
Formeln.

Losungen konnen unglaublich grofs sein.

Beispiel: Halteproblem.

Losungen kdnnen sehr grofle sein.

Beispiel: SUCCINCT-REACH.

Losungen kdnnen extrem schwer zu finden sein.
Beispiel: SAT, CLIQUE.

Losungen kdnnen schwer zu finden sein.

Beispiel: Faktorisierung, Graphisomorphie.

Prover-Verifier-Spiele.

Die Idee

In einem Prover-Verifier-Spiel (auch Prover-Verifier-Protokoll genannt) gibt es zwei Spieler,
genannt Prover und Verifier. Der Job von Prover ist, zu Eingaben Losung zu produzieren.
Der Job von Verifier ist, Losungen zu iiberpriifen.

Definition
Sei L C X*. Ein Prover-Verifier-Protokoll fiir L ist ein Paar (P,V) mit P: ¥* — X* und V C
Y x X*, so dass

1. fiir alle x € L gilt (x,P(x)) € V und
2. fiir alle x ¢ L und alle y € X* gilt (x,y) ¢ V.

Die Ausgaben von Prover heilen Zertifikate. Die erste Bedingung sagt, dass fiir Worter in
der Sprache Prover Verifier immer »iiberzeugen« kann. Die zweite Bedingung sagt, dass fiir
Worter, die nicht in der Sprache sind, Verifier nie iiberzeugt werden kann.
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Zur Ubung

Geben Sie Prover-Verifier-Protokolle an fiir

1. SAT
2. das Halteproblem.

Verifier mit eingeschrankten Fahigkeiten.

Definition: NP-Prover-Verifier-Protokoll
Ein Prover-Verifier-Protokoll (P,V) fiir eine Sprache L ist ein NP-Prover-Verifier-Protokoll,
wenn

1. P polynomiell beschrinkt ist, also [P(x)| < |x|°() und
2. V in polynomieller Zeit entscheidbar ist, also V € P.

Man beachte, dass Prover »allmdichtig « ist!
Beispiel: NP-Prover-Verifier-Protokoll fir sat

Prover Bildet jedes ¢ auf ein 8 mit 8 |= ¢ ab, wenn ein solches 3 existiert.
Verifier Uberpriift, ob B = ¢. (Also code(¢,8) € V genau dann, wenn 8 = ¢.)

Beispiel: NP-Prover-Verifier-Protokoll fir cLiQuE

Prover Bildet (G,k) auf eine Clique C der GroBe k in G ab.
Verifier Uberpriift fiir ((G,k),C), ob C eine Clique der GroBe k in G ist.

Beispiel: NP-Prover-Verifier-Protokoll fiir beliebiges A € P

Prover Macht nichts.

Verifier Bei Eingabe (x,y), akzeptiere genau dann, wenn x € A.

Zur Ubung
Geben Sie NP-Prover-Verifier-Protokolle an fiir

1. a1 (Graph-Isomorphie-Problem),
2. VERTEX-COVER,
3. PRIMES (schwierig!).

6.1.2 Sichtll: Auswahlbander

Eine zweite Sicht auf NP: Auswahlbander.

Definition: Wahlband
Ein Wahlband ist ein spezielles Band fiir eine Turingmaschine mit:

1. In der Anfangskonfiguration ist das Band nicht leer, sondern mit einem String b €
{0, 1}* initialisiert. Wir schreiben hierfiir C2, (x).

2. Der Kopf ist anfangs auf dem ersten Bit von b.

3. Der Kopf darf nie nach links gehen auf diesem Band (ein Einweg-Band).

Fiir die Zeit- und Platzkomplexitit einer solchen Maschine fiir eine Eingabe x wird jeweils
der maximale Zeit- oder Platzverbrauch iiber alle moglichen » genommen. Das Band zéhlt
nicht beim Platz.
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6.1 Sichten auf Nichtdeterminismus

Wie Wahlbander bei Berechnungen helfen.

Definition

Sei M eine Turingmaschine mit einem Wahlband. Sei x eine Eingabe. Wir sagen, M akzep-
tiert x, wenn es ein b € {0, 1}* gibt, so dass C2,. (x) - - - - - C,, wobei C,, eine akzeptierende
Endkonfiguration ist.

Die Bits auf dem Wahlband sind »Tipps«, die die Maschine durch die Berechnung »leiten«.
Wir nennen sie auch nichtdeterministische Entscheidungen.

Beispiel

Die Sprache sat kann mit durch eine Turingmaschine mit Wahlband schnell entschieden
werden: Bei Eingabe ¢ mit n Variablen kopiert die Maschine zunichst die ersten n Bits vom
Wahlband auf ein Arbeitsband. Sie interpretiert dann diese Bits als eine Belegung 8 und
akzeptiert, wenn f3 = ¢.

Zur Diskussion
Wie schnell arbeitet diese Maschine?

Nichtdeterministische Klassen

Definition
Die nichtdeterministischen Klassen NTIME(F) und NSPACE(F) sind wie TIME(F) und
SPACE(F) definiert, nur dass die Maschinen Wahlbénder haben.

Definition: Die wichtigsten nichtdeterministischen Klassen

NL = NSPACE(O(logn)),

NP = NTIME(n?(1)),

NE = NTIME(2°("),
NEXP = NTIME(2"").

Wahlbander versus Prover-Verifier-Protokolle.

Satz
Eine Sprache ist in NP genau dann, wenn es ein NP-Prover-Verifier-Protokoll fiir sie gibt.

Beweis.

1. Fir die Riickrichtung, sei (P,V) ein NP-Prover-Verifier-Protokoll fiir L. Die gesuchte
Maschine kopiert bei Eingabe x einfach den Inhalt des Wahlbandes hinter x und simu-
liert dann V.

2. Sei nun M eine Maschine mit Wahlband, die L akzeptiert. Prover bildet nun eine Ein-
gabe x € L auf ein kiirzestes b ab, so dass C’, (x) -* C fiir eine akzeptierende End-
konfiguration C. Ein solches b muss es geben und es muss polynomiell lang sein, da

M polynomiell zeitbeschrinkt ist. Verifier simuliert auf Eingabe (x,y) einfach M fiir

Eingabe x und Wahlbandinhalt b = y. O
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6.1.3 Sichtlll: Transitionsrelationen

Von Programmen zu Transitionsrelationen.

— Zur Erinnerung: Ein Programm fiir eine Turingmaschine ist eine Funktion
§:0xI" 5 oxTI'x {l,r,n}h.

— Wir definieren nun ein nichtdeterministisches Programm, indem wir diese Funktionen
durch Relationen ersetzen:

ACOXT"xQxT"x{l,rn}".

— Die Relation I auf Konfigurationen wird nun manchmal eine Konfiguration C mit meh-
reren Nachfolgekonfigurationen in Beziehung setzen.
— Ein Wort wird nun akzeptiert, wenn es eine akzeptierende Berechnung gibz.

Im Westen nichts Neues. . .

Satz

Eine Sprache ist in NP genau dann, wenn sie von einer Turingmaschine mit nichtdetermi-
nistischem Programm akzeptiert wird, bei der alle Berechnungen hochstens polynomielle
Léinge haben.

Beweis.

1. Fiir die Riickrichtung sei M eine Maschine mit nichtdeterministischem Programm P.
Eine deterministische Maschine M’ mit Wahlband simuliert diese nun, indem sie immer
dann, wenn M eine von k mdglichen nichtdeterministische Entscheidung fdllen muss,
[logk] Bits vom Wahlband liest.

2. Fiir die andere Richtung sei M’ eine Maschine mit Wahlband. Eine nichtdeterministi-
sche Maschine M kann M’ simulieren, indem sie zunichst nichtdeterministisch einen
Inhalt b fiir das Wahlband »rit« und dann M’ normal laufen lésst. O

6.2 Klassenstruktur

Zusammenhand zwischen deterministischen und nichtdeterministischen Klassen.

Satz: Triviale Inklusionen

TIME(f) C NTIME(f),
SPACE(f) € NSPACE(f).

Satz
Fiir alle sinnvollen f mit f(n) > log(n) gilt

NTIME(f) C SPACE(f),
NSPACE(f) C TIME(2°V)).

Beweis.

1. In Zeit f kénnen wir nur f(|x|) Bits vom Wahlband lesen. Folglich kénnen wir deter-
ministisch in Platz f einfach alle moglichen Inhalte des Wahlbandes durchgehen und
stoppen, wenn wir einen finden, bei dem die Maschine akzeptiert.

2. Sei L € NSPACE(f) via M. Bei Eingabe x schreiben wir zunichst den Konfigurations-
graphen von M auf, wobei wir uns vom Wahlband aber immer nur das aktuelle Zeichen
merken brauchen. Der Graph hat dann GréBe O(nf(n)°()20U (")), Hier miissen wir
nun Erreichbarkeit 16sen, was quadratischen Zeitaufwand hat und somit gilt die behaup-
tete Schranke. O

6-15

6-17
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6.3 Der Satz von Cook

NP hat ein vollstandiges Problem.

Definition: ciIRcUIT-SAT

Eingaben Schaltkreis C mit einem Ausgabegatter und n Eingabegatter.
Frage Gibt es eine Eingabe x € {0, 1}", so dass C(x) = 1?

Satz
CIRCUIT-SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Um circuIT-saT € NP zu sehen, betrachte folgendes Prover-Verifier-Protokoll:

Prover Bilde C auf ein x ab mit C(x) = 1.
Verifier Bei Eingabe (C,x), iiberpriife, ob C(x) = 1.

Schwere zeigen wir durch Bootstrapping: Sei L € NP via M mit einem Wahlband. Wir konnen
annehmen, dass M genau ein Bit auf dem Wahlband in jedem Schritt liest. Sei nun x eine
Eingabe fiir die Reduktion auf circurt-saT. Die Reduktion bildet x nun auf den Schaltkreis
C aus dem Vollstindigkeitsbeweis von cvp fiir P ab, jedoch gibt es fiir jede Schicht ein
zusitzliches Eingabegatter, das das Bit des Wahlbandes enthilt, das in diesem Schritt gelesen
wird. Dieses Eingabegatter ist mit allen Boxen auf der Schicht verbunden. Nun gilt:

Fiir eine Eingabe b fiir den Schaltkreis gilt C(b) = 1 genau dann, wenn b ein Inhalt fiir das
Wahlband ist, so dass M fiir diesen akzeptiert.

O

Der konstruierte Schaltkreis.

g g
- g 2
S 5 8 = = 8 O . g
° g <= o o =B ° o 2
s S < 2 o < 5 ax
E z & E g & E 2 &
v N X B n B M
—— A A —— A —— A
0 ombo 0 1o bl 2]
00 |0]O |1 0f1 [0fO |O 110 [0]O0 [O
S
SheZ &st
| Box Box Box |
SSS—ra
AT oA &SQ\J
| Box Box Box |
T T -
R AR YV YV vV YV v

Satz von Cook.

Satz
SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Eine Reduktion von cIRcuIt-saT auf sat. Siehe die Ubung 6.3. O



6 Nichtdeterminismus
Zusammenfassung dieses Kapitels

Zusammenfassung dieses Kapitels

» Definitionen von NP: Sicht |
NP ist die Klasse aller Sprachen L, fiir die es Prover-Verifier-Protokolle gibt mit

— Provers Beweise sind nur polynomiell lang und
— Verifier liegt in P.

» Definitionen von NP: Sicht Il
NP ist die Klasse aller Sprachen L, die von deterministischen Turingmaschinen M mit Wahl-
band entschieden werden konnen, die nur polynomiell lange rechnen.

» Definitionen von NP: Sicht IlI
NP ist die Klasse aller Sprachen L, die von nichtdeterministischen Turingmaschinen M ent-

schieden werden konnen, die nur polynomiell lange rechnen.

» Klassendiagramm

PSPACE

Zum Weiterlesen

[1] Steven A. Cook, The complexity of theorem-proving procedures. In Proceedings of
STOC’ 71, 151-158, 1971.

Dies ist die Originalarbeit, in der Cook zeigt, dass das Erfiillbarkeitsproblem vollstidndig ist fiir
NP. Da er direkt auf sat reduziert, ist der Beweis etwas undurchsichtig. Weiterhin benutzt Cook
auf keine Logspace-Many-One-Reduktion, sondern eine Polynomialzeit-Turing-Reduktion.

Ubungen zu diesem Kapitel

P Definition: Graph-Automorphie-Problem, GA
Eingabe Ein ungerichteter Graph G = (V, E).

Frage Hat G einen nichtrivialen Automorphismus? (Gibt es eine Bijektion 1: V — V, die nicht
die Identitidt ist, mit {x,y} € E <= {1(x),1(y)} € E).

Beispiel: A hat einen nichttrivialen Automorphismus, aber .4144 nicht.

Ubung 6.1 Reduktion von GA auf Gl, schwer

Zeigen Sie Ga Sg GI.

Tipp: Reduzieren Sie auf das gefirbte Isomorphieproblem. Fiir jedes Paar u,v € V mit u # v im Gra-
phen G erzeugen Sie zwei Versionen von G, in der einen ist u schwarz gefirbt und alle anderen weif3,
in der anderen ist v schwarz geférbt und alle anderen weif3.
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Ubung 6.2  Schaltkreise in Formeln umwandeln, schwer

Wir wollen Schaltkreise in Formeln umwandeln ohne sie stark zu vergrofern. Sei C ein Schaltkreis
mit Fan-In 2. Wir bauen eine Formeln ¢ wie folgt: Fiir jedes Gatter g; fithren wir eine Variable g; ein.
Ziel ist, folgendes zu erreichen:

(*) Es gibt eine erfiillende Belegung 3 fiir ¢ mit $(g;) = 1 genau dann, wenn es eine Eingabe
fiir C gibt, so dass g; eine 1 ausgibt.

Wir kénnen (x) beispielsweise fiir ein Und-Gatter g; durch folgende Teilformel garantieren: g; <>
(gj A gk), wobei g; und g; die Vorginger von g; sind. Fiir ein Oder-Gatter wiirden wir g; <> (g; V gk)
zu ¢ hinzufiigen.

1. Beschreiben Sie, wie die Konstruktion fiir die anderen Gatterarten (Negations-, Konstanten-,
Eingabe- und Ausgabegatter) funktioniert.
2. Wenden Sie die Idee auf folgenden Schaltkreis an:

(]

=

3. Welche Form hat die Formel, die entsteht? Ist sie in einer Normalform? Wenn ja, in welcher?
4. Argumentieren Sie, weshalb tatséchlich () gilt bei der Konstruktion. (Z7ipp: Eine Induktion.)

Ubung 6.3 Beweis des Satzes von Cook, mittel
Zeigen Sie den Satz von Cook (sart ist NP-vollstindig). Gehen Sie wie folgt vor:

1. Zeigen Sie saT € NP, indem Sie ein NP-Prover-Verifier-Protokoll angeben.
2. Zeigen Sie CIRCUIT-SAT g};’g saT. Nutzen Sie die Idee aus der vorherigen Ubung.

Wenn Thnen das zu einfach ist: Zeigen Sie, dass 3-sat auch NP-vollsténdig ist.

Ubung 6.4 Schwache Verifier, schwer

Betrachten Sie folgende spezielle Art von Prover-Verifier-Protokoll (P, V): Prover ist polynomiell be-
schrinkt und V € L (statt V € P, wie es sonst iiblich wire). Zeigen Sie, dass fiir jede Sprache in NP
ein Prover-Verifier-Protokoll dieser Art existiert.

Tipp: Man kann leicht in logarithmischem Platz tiberpriifen, ob f§ |= ¢ gilt, wenn @ in 3-KNF ist.
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Kapitel 7

Relativierung

Grenzen gangiger Beweismethoden

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Die Polynomielle Hierarchie und wichtige Probleme 7.1 Orakel
in ihr kennen 7.1 Dieldee . ................
2. Konzept der Orakelmaschine und der Relativierung 7.1.2 Die Definition . . . ...........
kennen o
3. Orakel kennen, relativ zu denen P und NP /2 Relatly|§rung
7.2 Relativierte Klassen . . . .. ... ...

zusammenfallen und nicht zusammenfallen

Versetzen Sie sich bitte in den Kopf einer Komplexititstheoretikerin Mitte der 1970er Jahre,
die sich iiber die P-NP-Frage Gedanken macht. Ihre Uberlegung wiirde in etwa wie folgt
ablaufen: »Stephen hat ja vor kurzem gezeigt, dass aus saT € P schon P = NP folgt, und ich
sehe gar nicht, weshalb saT einen Polynomialzeitalgorithmus haben sollte. Bis zur nidchsten
Konferenz-Deadline zeige ich dann mal P # NP. Das ist ein >Klassentrennungsproblem< und
die sind ja alte Hiite. Schon Turing hat doch mittels Diagonalisierung das Halteproblem
von den rekursiven Sprachen getrennt; und vor ein paar Jahren haben Dick, Juris und Phil
P und EXP mittels Diagonalisierung getrennt. Also: Ich konstruiere einfach eine Sprache, die
definitiv nicht in P liegt, weil jede Polynomialzeit-Maschine sich bei wenigstens einem Wort
»irrt<. Das ist schonmal ziemlich einfach. Dann muss ich nur noch zeigen, dass die Sprache
in NP liegt. Das mache ich dann morgen, ... « ...was dann aber nie geschah.

Alle Versuche, P # NP mittels Diagonalisierung zu beweisen, scheiterten —und dies hat einen
tieferen Grund, der erstmals im Jahr 1975 von Baker, Gill und Solovay [1] in ihrer Arbeit
Relativizations of the P=NP? Question erlautert wurde und den wir in diesem Kapitel kennen
lernen wollen.

7.1 Orakel
7.1.1 Dieldee

Eine kleine Geschichte zu RISC und CISC.
In der technischen Informatik tobt seit Urzeiten ein Streit, ob nun risc oder cisc besser sei:

Alan Turing: Pioneer des RISC

Die risc-Jiinger mochten den in Hardware implementierte Befehlssatz ihrer Prozessoren
klein halten, komplexere Befehle sollen doch bitte »ausprogrammiert« werden. Ihr radi-
kalster Vertreter war (ohne es zu wissen) Alan Turing, denn die Turing-Maschine ist die
ultimative risc-Maschine.

7.2.2 P = NP relativ zu einem Orakel . . . . .
7.23 P # NP relativ zu einem Orakel . . . . .

Public domain
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7 Relativierung
7.1 Orakel

Pentium: Eine fette CISC-Maschine

Die bekannteste cisc-Maschine ist der Pentium mit seinen »méchtigen« Befehlen wie rpa-
TAN zur Berechnung des Arkustangens einer Zahl in einem (konzeptionellen) Schritt. Hier-
durch werden Berechnungen schnell, bei denen der Arkustangens oft gebraucht wird; hinge-
gen wird ein Pentium beispielsweise bei einer normalen Rekursionen hierdurch keine Vortei-
le haben. Der Pentium besitzt beispielsweise auch solch lustige Befehle wie aaa (»adjust af-
ter addition«), einer von vier (!) Befehlen allein zum Arbeiten mit Binary-Coded-Decimals.

CISC mit wirklich machtige Befehlen

Was wiirde passieren, wenn jemand einen Prozessor mit, sagen wir, einem Befehl ongw fiir
»optimal next go move« bauen wiirde, der in einem Schritt den optimalen néchsten Zug fiir
eine Position im Brettspiel Go berechnet?

Auf dem Weg zur Definition von Orakeln.

Reale Prozessoren und ihre Befehlssitze sind fiir theoretische Betrachtungen eher ungeeig-
net. Um die Auswirkungen von »extrem méchtigen Befehle« exakt zu untersuchen, iibertra-
gen wir daher die Idee auf die besser handhabbaren Turingmaschinen. Das Resultat sind die
recht originell benannten »Orakel-Turingmaschinen«. Die Idee ist, die »méchtigen Befehle«
formal als Sprachen aufzufassen, sie aber »Orakel« zu nennen und sie dann »zu befragen«.

Beispiel: Ein Befehl aus der Kryptologie als Orakel

Ein »Befehl«, den man in der Kryptologie gerne hiitte, lautet »teste, ob eine Zahl prim ist«.
Dies formalisieren wir als Orakel primes = {10, 11,101,111,1011,... }, das alle Primzahlen
in Bindrdarstellung enthilt.

Beispiel: Der hypothetischen Maschinen-Befehl ONGM (»optimal next go movex) als Orakel
Unseren hypothetischen ongm Befehl konnen wir als Orakel co formalisieren. Diese Spra-
che enthélt alle (Codes von) Go-Spielbrettern zusammen mit einer Feldposition, falls die
Feldposition fiir Weil} ein optimaler nédchster Zug ist.

7.1.2 Die Definition

Definition von Orakel-Turingmaschinen.

Definition: Orakel
Ein Orakel ist eine Sprache.

Definition: Orakel-Turingmaschinen

Eine Orakel-Turingmachine ist eine Maschine M’ mit den drei speziellen Zustéinden
1. Frage-Zustand q- (query state),
2. Ja-Zustand gj, und dem
3. Nein-Zustand qnein

sowie einem speziellen Orakel-Band, das ein Nur-Schreiben-Band ist.

Definition: Semantik einer Orakel-Turingmaschine
Sei M” eine Orakel-Turingmaschine und X ein Orakel. Die Berechnung von M’ bei Eingabe x
relativ zum Orakel X ist eine normale Berechnung mit folgender Ausnahme: Wenn M’ in
den Frage-Zustand wechselt, passiert folgendes:

— Falls der aktuelle Inhalt des Orakel-Bandes ein Wort in X ist, so ist in der ndchsten

Konfiguration der Zustand der Ja-Zustand, sonst der Nein-Zustand.
— In der nichsten Konfiguration ist das Orakel-Band komplett geleert.
— Keine anderen Zellen werden verindert und keine Kopfe bewegt.

Eine Anfrage an das Orakel zu stellen ist »kostenlos, sie kostet weder Zeit noch Platz.

Definition: Spezielle Regeln betreffend Nichtdeterminismus und Orakel-Maschinen

Wenn eine Orakel-Maschine auch ein Wahlband hat, so gibt es folgende Sonderregel:
Sie darf ihren Kopf auf dem Wahlband nur dann bewegen, wenn das Orakelband
komplett leet ist.

Mit anderen Worten: Die Maschine darf keine nichtdeterministischen Schritt machen, wih-
rend sie ihre Orakelanfrage aufschreibt.
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Eine einfache Orakel-Maschine.

Wir bauen eine Turing-Maschine, die alle (Bindrcodes von) Zahlen akzeptiert, die das Dop-
pelte von Primzahlen sind. Normalerweise ist das kniffelig; wenn wir aber Zugriff auf das
Orakel priMES haben, so leistet folgende Orakel-Turingmaschine das Gewiinschte: Sie ko-
piert ihre Eingabe auf das Orakelband, 16scht aber die 0 am Ende. Nun fragt sie das Orakel
und akzeptiert (nur) im Zustand gj,.

. . 92
Die Maschine Mg,y

&) () ()

N (o) )
000 Y 0.0.0 O,

Konfiguration beim Erreichen von ¢, bei Eingabe 1010.

Eingabeband
ST T TtotJo[ TS
f—‘—'A
9 .
M, easy 11 4?7
—
SITTTonT [ TS
Orakelband

Von Orakel-Maschinen akzeptierte Sprachen

Definition: Die relativ zu einem Orakel akzeptierte Sprache

Fiir eine Orakel-Turingmaschine M’ und ein Orakel X schreiben wir L(M¥) fiir die Menge
aller von M’ relativ zu dem Orakel X akzeptierten Worter. Eine andere gingige Schreibweise
ist L(M*, X).

Zur Ubung
Geben Sie L(MERS™) und L(MY,,) mit Y = {1"0" | n € N} an fiir M_,., von oben an.

easy easy

Eine nichtdeterministische Orakel-Turingmaschine

9

Die Suchmaschine Mg,

()0, () @) (). ()

R O A—

| O n

Die Maschine lduft in einer Schleife nach rechts iliber die Eingabe, solange diese nur aus len
besteht. Wahrenddessen schreibt sie nichtdeterministisch auf das Orakelband einen Bitstring,
der genauso lang wie die Eingabe ist. Sie akzeptiert offenbar {iberhaupt nur Worter der Form
1", denn sonst schafft sie es nie nach g». Dariiber hinaus muss es dann noch wenigstens eine
nichtdeterministische Berechnung geben, bei der auf dem Orakelband auch ein Wort steht,
zu dem das Orakel »Ja« antwortet.

Vorletzte Konfiguration einer akzeptierenden Berechnung bei Eingabe 1111 fiir das Orakel primEs
Eingabeband

sl s
—

9 .
M carch 11 4?

S

—
[T TfoliT T2

Orakelband
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@, Zur Ubung

Wie lauten L(MX

search

) fiir X = primEs und fiir X = {ww~! | w € {0,1}*}?

7.2 Relativierung
7.2.1 Relativierte Klassen

Die Frage nach dem Effekt von ONGM ist brisant.

Standard-Beweisverfahren sind sehr »cisc-tolerant«: Wenn man mit ihnen zeigt, dass zwei
Berechnungsmodelle (wie »deterministische polynomielle Zeit« und »nichtdeterministische
polynomielle Zeit«) unterschiedlich sind, dann klappt diese Trennung unabhdingig davon,
wie schnell bestimmte Befehle ausgefiihrt werden konnen.

Baker, Gill und Solovay [1] haben 1975 in der Arbeit Relativizations of the P=NP? Question
gezeigt, dass genau diese beiden Berechnungsmodelle gleich sind, wenn (nur) »oNGM« als
Ein-Schritt-Befehl zur Verfiigung steht, und sie ungleich sind, wenn (nur) »TrRwc« als Ein-
Schritt-Befehl zur Verfiigung steht. (TrRwc soll fiir »test really weird condition« stehen.)
Also ldsst sich P £ NP gar nicht mittels Standard-Beweisverfahren zeigen, da diese Trennung
ja fiir jeden Befehlssatz funktionieren miisste, was nicht der Fall ist.

Relativierte Klassen

Definition: Relativierte Zeitklassen

Sei X ein Orakel und F C {f | f: N — N} eine Klasse von Zeitschranken. Die Klasse
TIME(F)X enthilt alle Sprachen L, so dass eine Orakel-Turingmaschine M’ und ein f € F
existieren mit

1. L(MX) = L und
2. fiir alle n € N gilt Ty (n) < f(n).

Die Klassen NTIMEX (F), SPACEX (F) und NSPACEX (F) sind analog definiert.

Schreibweisen

Wir schreiben PX fiir TIMEX (n°(")) und NPX fiir NTIMEX (n°())). Fiir eine ganze Klasse
D von Problemen schreiben wir CP fiir Uxen CX. Beispielsweise steht NP fiir »Sprachen
entscheidbar von NP-Maschinen, die eine Sprache in P befragen diirfen«.

Ein machtiges Orakel.

Wie bei echten Prozessoren auch sind einige Orakel (= »méchtige Befehle«) zwar nice-to-
have, sie éindern aber nichts grundsitzlich an der Michtigkeit der Maschinen. So gilt PX = P
fiir das Orakel X = {0"1" | n > 1}, denn statt X zu befragen, kann eine Polynomialzeitma-
schine die Frage »Ist x € X7« bei diesem einfachen Orakel gleich selbst beantworten. Das
folgende Beispiel zeigt, dass ein ongm-Befehl hingegen sehr niitzlich wire.

Lemma
Fiir das Orakel X = Go gilt PSPACE C pX.

Beweis. Man kann zeigen, dass Go ein PSPACE-vollstindiges Problem ist. Sei nun L in
PSPACE und somit L glﬁg X via einer Funktion f € FL C FP. Eine Orakel-Turingmaschine
rechnet bei Eingabe w das Wort f(w) aus, kopiert f(w) auf das Orakelband und fragt dann
das Orakel, ob f(w) € o gilt. Ist die Antwort »Ja«, so akzeptiert sie, sonst verwirft sie.

O

Was Relativierungen mit Beweisen zu tun haben.

Die mit Standardbeweisverfahren aus der Komplexititstheorie erzielte Ergebnisse gelten re-
lativ zu jedem Orakel. Ein einfaches Beispiel ist das (triviale) Ergebnis P C NP. In der Tat
gilt auch PX C NPX fiir jedes Orakel: In der Literatur lesen Sie dann etwa »P C NP and this
result relativizes.«

Zentrale Beobachtung

Wenn PX = NPX fiir ein Orakel X und PY =+ NPY fiir ein anderes Orakel Y, so kann man
weder P = NP noch P ## NP beweisen mit einem Verfahren, das relativ zu jedem Orakel
funktioniert.
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7.2.2 P = NP relativ zu einem Orakel

Ein Orakel, relativ zu dem P = NP gilt. 7-14
Wie konnte ein Orakel X aussehen, bei dem Nichtdeterminismus keinen »Vorteil« mehr

darstellt, wenn man X befragen kann? Der Trick ist, X so méchtig zu wihlen, dass die »feinen

Unterschiede« zwischen den Modellen »plattgewalzt« werden.

Satz
Es gibt ein Orakel X mit PX = NPX,

Kommentare zum Beweis

Beweis. Sei X = Go.' Nach dem Lemma gilt PSPACE C PX. Weiter gilt natiirlich immer  '&s kann auch jedes andere PSPACE-
PX C NPX. Nun gilt aber auch NPX C PSPACE, denn in polynomiellem Platz kann man vollstandige Problem als Orakel gewahlt
werden. Ubung ?? zeigt aber, dass man
1. alle moglichen Berechnungen einer NP-Maschine nacheinander durchgehen und plernicht Xt = saTwahlen kann.

2. dabei die Orakelanfragen an X »selbst« beantworten, da X € PSPACE.
Also gilt PSPACE C PX C NPX C PSPACE. O

7.2.3 P # NP relativ zu einem Orakel

Ein Orakel, relativ zu dem P # NP gilt. 7-15
Wie konnte nun umgekehrt ein Orakel Y aussehen, das nichtdeterministische Maschinen

»bevorteilt«? Was konnen diese besonders gut? »Suchen!« Sie sind unschlagbar, wenn es

darum geht, in einem mathematischen Heuhaufen eine Nadel zu finden. Wir werden deshalb

in Y »Hinweise« verstecken, die einer solchen Maschine helfen, die aber (nachweislich) fiir

eine deterministische Maschine nicht zu finden sind.

Satz
Es gibt ein Orakel Y mit PY # NP,

Der Beweisplan. 7-16
Wir konstruieren gleichzeitig das Orakel Y und eine Sprache S mit folgenden Eigenschaften:

1. S wird von keiner deterministischen Polynomialzeitmaschine relativ zu Y akzeptiert.
(Diagonalisierung!)

2. S enthélt nur Worter, die nur aus len bestehen, und auch nur einige von ihnen. (S ist
also eine Tally-Sprache.)

3. Ist 1" € S, so enthdlt ¥ genau ein Wort der Linge n, sonst keines. (Das ist die »Nadel«
in dem »Heuhaufen« der Worter der Linge n.)  vine102

1011101...1110 € ¥
Liinge 100 -~

01101, 110l e ¥
Worterin Y : ~ /
WorterinS: ... 11%¢g 110 ¢ g 112¢g
Der Beweis. 7-17

Die trennende Sprache S liegt in NPY .

Wir konnen jetzt schon zeigen (bevor wir Y und S iiberhaupt genauer definiert haben), dass
S € NPY gilt. Betrachten wir dazu die Orakel-Turingmaschine M;’earch: Diese akzeptiert nur
Worter der Form 1” und auch nur solche, fiir die Y wenigstens ein Wort der Léinge n enthdlt
— was genau S ergibt.

Die Maschinen, gegen die wir diagonalisieren.

Um nun S ¢ P! zu erreichen, diagonalisieren wir gegen alle »Kandidaten« M”, fiir die S =
L(MY) gelten konnte. Dazu nummerieren wir die Kandidaten durch als M}, M3, M3, .... Da
wir nur an Polynomialzeitmaschinen interessiert sind, statten wir jede Maschine M, mit ei-
nem »Wecker« aus, der ihre Berechnung nach n» Schritten abbricht. Dabei gilt k, = | log, 7
(je andere langsam wachsende Funktion ginge auch). Jetzt ist garantiert, dass jede Maschi-
ne, die S € PY zeigen konnte, in der Liste irgendwo auftaucht und nicht von ihrem »Wecker«
unterbrochen wird.
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Wir garantieren, dass S ¢ P .

Um nun S ¢ P¥ zu garantieren, sorgen wir fiirn = 1,2,3, ... dafiir, dass M sich relativ zu Y
bei dem Wort 1" »irrt«: Wir haben bereits S und Y fiir Worter bis zur Linge n — 1 festgelegt.
Nun betrachten wir, was M. relativ zu dem bisher festgelegten Orakel Y und der Eingabe 1"
macht. Dabei beantworten wir alle Orakelfragen betreffend Worter, die Linge n oder grofier
haben, mit »Nein«. Falls nun MZ das Wort 1" akzeptiert, so sei 1” ¢ S, sonst sei 1" € S. Das
soll garantieren, dass S ¢ 128

Wie wir das Orakel Y wahlen missen.

Es bleibt, die Nadel in Y zu verstecken, falls 1" € S: Wir miissen dann genau ein Wort im
»Heuhaufen« {0, 1}" in Y haben. Wir konnen jedes wihlen, solange die deterministischen
Maschinen »nichts davon mitbekommen«: Thnen gegeniiber soll Y ja ab Wortldnge n immer
mit »Nein« antworten. Wir diirfen also kein Wort wihlen, dass irgendeine der Maschinen
M i’ , M;, ..., M} bei ihrer Berechnung fragt. Diese Worter sind »verbrannt«. Da Mi? maximal
" Schritte macht, werden maximal Z?zl i*i << 2" unterschiedliche Wérter verbrannt. Wir
packen also einfach eines der (irrsinnig vielen) Worter aus {0, 1} nach Y, das nicht gefragt
wurde.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Bei einer relativierten Klasse haben die Turingmaschinen Zugriff auf ein Orakel, das
ihnen in konstanter Zeit antwortet.

2. Es gibt ein Orakel X mit PX = NPX und ein Orakel ¥ mit P¥ # NP . Deshalb kann man
die P-NP-Fragen mit »Standardverfahren« nicht beantworten.

Seit Baker, Gill und Solovay 1975 einem schnellen Beweis von P # NP einen Riegel vor-
geschoben haben, hat man sich redlich bemiiht, eben gerade nicht relativierbare Beweisver-
fahren zu entwickeln. Leider haben sich dann wieder neue Probleme aufgetan, wie Sie den
folgenden Literaturangaben entnehmen konnen. Derzeit ist die Trickkiste der Theorie leer.

Zum Weiterlesen

[1] Theodore Baker, John Gill und Robert Solovay. Relativizations of the P=NP? Question,
s1aM Journal on Computing, 4(4):431-442, 1975.

Diese Arbeit prophezeite, dass Relativierbarkeit ein zentrales Problem bei der Losung des
P-NP-Problems sein wird. Wer in diese Arbeit etwas genauer schauen mochte, sei aber gewarnt:
Den Beweis, dass es ein Orakel X gibt mit pX #* NP¥, haben die Autoren nur aufgenommen »to
illustrate the basic techniques«. IThre wirkliche Beweisleidenschaft gilt in der Arbeit wesentlich
abgehobeneren Orakelkonstruktionen.

[2] Alexander Razborov und Steven Rudich. Natural Proofs, Journal of Computer and
System Sciences, 55:24-35, 1997.

Gut zwanzig Jahre nach der Arbeit von Baker, Gill und Solovay zeigen Razborov und Rudich hier
eine neue Barriere auf: In den 1980er Jahren gab es eine Reihe von wichtigen unteren Schranken
fiir die Tiefe von Schaltkreisen, die schwierige Sprachen entscheiden. Entscheidend war, dass
diese unteren Schranken nicht relativierbar waren und somit einen moglichen Weg zu einem
Beweis von P 7 NP aufzeigen konnten. In dieser Arbeit wird nun aber gezeigt, dass der Weg
iiber Schaltkreise aller Voraussicht nach zum Scheitern verurteilt ist. Ahnlich wie die Arbeit von
Baker, Gill und Solovay ist der Hauptverdienst dieser Arbeit, vorhandene Ideen einheitlich zu
fassen und aufzuzeigen, wie sie sich auf die P-NP-Frage auswirken.

[3] Scott Aaronson und Avi Wigderson. Algebrization: A New Barrier in Complexity
Theory, Proceedings of the 40th Annual acm Symposium on Theory of Computer
(STOC 2008), acm, Seiten 731-740, 2008.

Gut zehn Jahre nachdem Razborov und Rudich die groe Hoffnung der Theoretikergemeinde
aus den ’80ern zerstort hatten (eine Losung des P-NP-Frage durch Schaltkreisbetrachtungen),
zeigen Aaronson und Wigderson in dieser Arbeit auf, dass die in den *90er Jahren entwickelte
Technik der Algebraisierung von Sprachen das P-NP-Problem auch nicht wird 16sen konnen.
Auf dieses Verfahren war viel Hoffnung gesetzt worden, da Shamir 1992 mit dieser Technik
zeigen konnte IP = PSPACE. Wie die Klasse IP definiert ist, ist hier nicht wichtig, entscheidend
ist aber, dass es Orakel gibt mit PX #* PSPACEX ; der Beweis von Shamir durchbricht also die



Relativierung
Zusammenfassung dieses Kapitels

Relativierungsbarriere. Leider zeigen Aaronson und Wigderson in dieser Arbeit, dass man eine
Art »algebraische Relativierung« einfithren kann — und prompt zeigt sich, dass die P-NP-Frage
mit Mitteln der Algebraisierung nicht beantwortet werden kann.
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Die Klasse NP ist zugegebenermallen ziemlich groB3. Praktisch jedes Problem, das einem
in Theorie und Praxis iiber den Weg lauft, ist in NP. Aber, ist das wirklich so? Es lohnt
sich, etwas genauer hinzuschauen: In vielen Fillen sind Probleme eigentlich nur deshalb in
NP, »weil wir so formulieren, dass sie gerade in NP liegen«. Beispielsweise ist die Frage
beim Handlungsreisendenproblem nicht nur, ob es eine Rundreise mit Kosten »kleiner oder
gleich einem gegebenen Budget« gibt. Vielmehr mochte man vielleicht auch wissen, ob ein
gegebenes Budget gerade gleich den minimalen Kosten ist. Ahnlich beim Cliquen-Problem:
Neben der in NP liegenden Frage, ob ein Graph eine Clique der Gré8e & hat, kann man sich
auch die berechtigte Frage stellen, ob die grofite Clique im Graphen Grof3e k hat.

Wenn Sie etwas dariiber nachdenken, so werden Sie feststellen, dass diese Problemvarian-
ten gar nicht in NP zu sein scheinen. Andererseits wird man auch nicht erwarten, dass ihre
Komplexitit nun »wahnsinnig anders« ist aber die der urspriinglichen Varianten — jedenfalls
wire es iiberraschend, wenn die Frage nach der Grof3e der groften Clique in einem Graphen
nun plotzlich PSPACE-vollstindig wire. Aber mehr als NP scheint es schon zu sein.

An dieser Stelle kommt die Polynomielle Hierarchie ins Spiel. Mit ihr lassen sich Problem-
varianten wie die eben skizzierten gut untersuchen; beispielsweise liegt die Frage nach der
GroBe der groBiten Clique in einem Graphen »auf der zweiten Stufe« und damit »etwas«
oberhalb von NP.

Die Polynomielle Hierarchie heift so, weil man vermutet, dass sie eine Hierarchie von »im-
mer schwierigeren« Problemklassen darstellt. Dabei ist jedoch nicht klar, ob die Probleme
wirklich immer schwieriger werden: Ist beispielsweise P = NP, so »kollabiert« die Hierar-
chie und alle Probleme in ihr sind gleich schwierig. Wie wir sehen werden, ist die Aussage
»die Polynomielle Hierarchie ist tatsidchlich eine Hierarchie« eine viel stirkere Vermutung
als P # NP; letzteres ist ndmlich einfach nur die Aussage »die Polynomielle Hierarchie ist
bis zur ersten Stufe tatsdchlich eine Hierarchie«.

Genau wie die meisten Theoretikerinnen und Theoretiker davon ausgehen, dass P # NP, ge-
hen sie auch davon aus, dass die Polynomielle Hierarchie echt ist. Widerspricht eine Annah-
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me dem, so »glaubt« man nicht daran. Wir werden beispielsweise sehen, dass die Annahme,
saT lieBe sich von Schaltkreisen polynomieller Gro3e entscheiden, die Polynomielle Hier-
archie kollabieren lidsst — weshalb man in der Theorie davon ausgeht, dass sich sat gerade
nicht von Schaltkreisen polynomieller Grofle entscheiden lisst.

8.1 Die Polynomielle Hierarchie
8.1.1 Dieldee

Manche Probleme bleiben schwer, selbst wenn man ein SAT-Orakel hat.

Was ware wenn?

Stellen wir uns vor, wir hétten ein sat-Orakel zur Verfiigung. Dann kénnen wir Probleme
wie sAT leicht I6sen. Ebenso kénnen wir TauToLOGY leicht I6sen. Aber was ist mit Problemen
Wwie SHORTER-FORMULA?

Die Sprache SHORTER-FORMULA
Instanzen Formel ¢.
Frage Gibt es eine kiirzere Formel y mit ¢ = y?

Beobachtungen:

1. Mit einem saT-Orakel kdnnen wir eine Formel y »raten« und dann etwas iiberpriifen.
2. Mit einem sat-Orakel konnen wir auch die Frage beantworten, ob y = ¢ gilt.
3. Wir konnen aber nicht beides gleichzeitig!

Die Idee hinter der Polynomiellen Hierarchie.

Wir wollen systematisch untersuchen, was ein Orakel wie sat nun bringt: Welche Sprachen
liegen in P$*? Genau wie der Wechsel von P zu NP uns erlaubt, viele neue Probleme zu
untersuchen, kann man auch von P$*" zu NP5*T wechseln. Dies fiihrt zu neuen Problemen,
die man wiederum als Orakel nutzen kann, was wieder zu neuen Klassen fiihrt: Es entsteht
die Polynomielle Hierarchie.

8.1.2 Die Definition

Die Definition der Polynomiellen Hierarchie.

Definition
AP:=P,
Y|P := NP,
I1{P := coNP.

Fiir i > 1 definieren wir:
Ajy 1P := PEP = plliP|
¥ 1P := NPYF = NP
IT;, 1P := coNP™F = coNP!IiP,

Weiter ist

PH = UZ,P = UH,P.
i i

Es gilt also beispielsweise:
Y,P= NPNP _ NPCONP,
NP
¥ =NPNP |

NPNP
[P = coNPVP |
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Wie die Klassen zueinander liegen.

PH
0

N
N oA

~pNP
PNP

VAN
3P = NP conpNPY = T

N/
pNPY _ Asp

7N

2P =NPNP  coNPNP =TII,P
N\ /
PNP — AP
2 X
TIP=NP coNP=IIP

N/
P

Beispiele von Sprachen in der Polynomiellen Hierarchie.

P Lemma

SHORTER-FORMULA € X,P = NPNP = NpeoNP,

Beweis. Wir bauen eine Maschine mit Wahlband, die TautoLoGy als Orakel benutzt.' Sei ¢
die Eingabe, fiir die wir priifen miissen, ob es ein kiirzeres dquivalentes y gibt: Die Maschine
liest ¥ vom Wahlband. Dann fragt sie ihr Orakel, ob ¢ <> y eine Tautologie ist. L

Sei SHORTEST-FORMULA die Sprache, die alle Formeln ¢ enthilt, fiir die es keine kiirzere
dquivalente Formel gibt.
» Lemma

SHORTEST-FORMULA € II,P = coNPNP = coNPONP,

Beweis. Die Sprache ist gerade das Komplement von SHORTER-FORMULA (bis auf syntaktisch
inkorrekte Worte, die man leicht herausfiltern kann). ]

Sei Exact-Tsp die Sprache, die (die Codes von) einem gewichteten Graphen G und einer
Zahl k enthilt, so dass die kiirzeste Rundreise in G genau Linge k hat.
» Lemma

EXACT-TSP € AyP = PNP = peoNP

Beweis. Bei Eingabe (G, k) fragen wir zunéchst das Orakel Tsp, ob (G, k) € Tsp, ob also die
kiirzeste Rundreise Lange hochstens k hat. Lautet die Antwort »Ja«, fragen wir noch, ob
auch (G,k — 1) € Tsp. Lautet die Antwort wieder »Ja«, so verwerfen wir, sonst akzeptieren
wir. O

@ Zur Ubung
Ordnen Sie folgendes Problem in die Polynomielle Hierarchie PH ein:

P Problem: Sprache cHROMATIC-NUMBER

Instanzen Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k.
Frage Ist die chromatische Zahl von G gleich k?

(Die chromatische Zahl eines Graphen ist die kleineste Anzahl an Farben, die notig ist, um
den Graphen zu férben.)
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8.1.3 Die Stockmeyer-Charakterisierung: Erste Stufen

Die Idee hinter der Stockmeyer-Charakterisierung

Wenn man mit NP arbeiten mochte. . .

Obwohl NP mittels nichtdeterministischen Berechnungen definiert ist, nutzt man zum »Ar-
beiten« mit NP viel lieber Prover-Verifier-Protokolle. Will man beispielsweise »FOOBAR €
NP« zeigen, so zeigt man »fiir eine Instanz fiir FooBAR sind Losungen Foos — und Foos kann
man natiirlich in polynomieller Zeit iiberpriifen; ged«.

Wenn man mit PH arbeiten mochte. . .
Obwohl die Klassen in PH mittels nichtdeterministischen Berechnungen plus Orakeln defi-
niert sind, nutzt man zum »Arbeiten« mit PH viel lieber erweiterte Prover-Verifier-Protokolle.

Zur Erinnerung: Die ersten Level der Hierarchie

Charakterisierung von NP und coNP (per Definition)

Eine Sprache L ist genau dann in NP = X P, wenn es eine deterministische Polynomialzeit-
Turingmaschine M mit Wahlband gibt, so dass x € L genau dann gilt, wenn es einen Inhalt
fiir das Wahlband gibt, so dass M bei Eingabe x akzeptiert.

Analog ist L genau dann in coNP =I1P, wenn ... (wie oben) ..., wenn fiir jeden Inhalt fiir
das Wahlband M bei Eingabe x akzeptiert.

Charakterisierung der zweiten Stufe der Hierarchie

Satz: Charakterisierung der zweiten Stufe der Hierarchie
Eine Sprache L ist genau dann in NPNY = X,P, wenn

1. es eine deterministische Polynomialzeit-Turingmaschine My, mit zwei Wahlbdindern gibt,
so dass x € L genau dann gilt, wenn

2. es einen Inhalt y fiir das erste Wahlband gibt, so dass fiir jeden Inhalt 7 fiir das zweite
Wahlband My bei Eingabe x akzeptiert.

Analog ist L genau dann in coN =TI1,P, wenn

1. ...(wie oben)...
2. fiir jeden Inhalt y fiir das erste Wahlband es einen Inhalt 7 fiir das zweite Wahlband
gibt, so dass My bei Eingabe x akzeptiert.

Eingabeband (x)
12345

Arbeitsband
21

001010119
Erstes Wahlband (y)

1101101100101010110
Zweites Wahlband (z)

Beweis der einfachen Richtung.

Offenbar reicht es, nur die erste Behauptung zu zeigen.

Nehmen wir an, L wird von einer Maschine My mit zwei Wahlbindern entschieden. Betrach-
ten wir folgende Sprache K = {x#y | fiir alle moglichen Inhalte 7 fiir das zweite Wahlband
gilt, dass My das Eingabewort x akzeptiert, wenn auf dem ersten Wahlband y steht und auf
dem zweiten z}. Jetzt gilt K € coNP. Dann gilt auch L € NPX: Bei Eingabe x »raten« wir
zunichst nichtdeterministisch einen Inhalt y fiir das erste Wahlband und fragen dann das
Orakel K, ob x#y € K gilt.
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Voriiberlegungen zur zweiten Beweisrichtung.

Der Beweis der ersten Beweisrichtung zeigte, dass die Arbeitsweise der Maschine M grob
folgende ist: »Rate nichtdeterministisch ein y, frage dann einmal ein coNP-Orakel K und
iibernimm die Antwort.« Fiir die andere Beweisrichtung haben wir nun aber eine Orakel-
Maschine M’, die wie folgt arbeitet: »Rate nichtdeterministisch etwas, frage ein coNP-Orakel
X (oder NP-Orakel, das ist egal), rate wieder etwas, frage wieder X, rate wieder, und so
weiter.« Was wir also zeigen miissen, ist, dass wir statt vieler Fragen an das coNP-Orakel
mit einer einzigen auskommen (und wir auch die Antwort direkt iibernehmen).

Start der Berechnung Start der Berechnung
der Orakelmaschine M’ der neuen Maschine M
nichtdet. nichtdet.
Berechnung Ist g1 € X? Berechnung Ist g € K?
<—————— > Orakel X ———> Qrakel K
nichtdet. Ja/ Nein Ja/ Nein
Berechnung Ist g € X? »Ja« = akzeptieren /
> Orakel X »Nein« = verwerfen
Ja / Nein
. Istg,—1 € X?
<———— Orakel X
nichtdet. Ja/Nein
Berechnung Ist g, € X?

nichtdet. Ja / Nein
Berechnung

akzeptieren / verwerfen

Umwandlung vieler Fragen in eine Frage: Das Setting

Das Setting

Wir haben eine Orakel-Maschine M’ gegeben, die fiir ein Wort x viele Fragen an ein Orakel
X stellt. Die Maschine M’ ist nichtdeterministisch, hat also ein Wahlband mit einem Inhalt b.
Fiir jedes mogliche b stellt die Maschine Fragen ¢y, ¢>, ..., g,. Welche Fragen gestellt wer-
den, kann von b abhéngen.

Unser Ziel
Wir mochten nun eine neue Orakel-Maschine M bauen, die fiir ein Wort x nur noch eine
Frage g an ein K € coNP stellt und die Antwort iibernimmt.

Der Trick: Wie man die Fragen loswird
Die Maschine M versucht, die Fragen an das Orakel so weit wie méglich zu »erahnen«
und dann »selbst zu beantworten«. Sie »rit« dazu am Anfang (formell: sie interpretiert den
Anfang ihres Wahlbandes als)

1. den Inhalt b des Wahlbandes von M’ (also, welche nichtdeterministischen Entscheidun-

gen M’ fillen wird), gefolgt von

2. den Fragen q1,...,qy, die M’ stellen wird,

3. und den Antworten, die das Orakel X hierauf geben wird.
Nun simuliert sie M’ deterministisch fiir dieses Wahlband und diese Fragen und Antworten
und iiberpriift, ob M’ tatsichlich diese Fragen stellen wiirde und dann akzeptieren wiirde.
Ist dies der Fall, so muss M noch iiberpriifen, ob die sie am Anfang tatsichlich die richtigen
Antworten geraten hat. (Das machen wir gleich)

Wie man die Fragen Uberpruft.

Wo wir stehen

Eine Maschine M hat »Fragen ¢y, ...,q, an ein Orakel X € NP« und »erwartete Antworten
ai,...,a, € {ja,nein}« von ihrem Wahlband gelesen. Die Maschine muss nun noch iiber-
priifen, ob die Antworten stimmen. Das Problem von M ist, dass sie nur eine Orakel-Frage
stellen darf (mit n Fragen wire die Uberpriifung ja leicht).
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Was M fiir Fragen ¢; mit a¢; = ja macht

Das Orakel X sei in NP via einer Maschine My . Fiir alle Worter in X gibt es dann einen Inhalt
fiir das Wahlband von My, so dass My akzeptiert (in polynomieller Zeit). Die Maschine M
macht daher folgendes: Fiir alle Fragen g; mit a; = ja liest sie von ihremm Wahlband ein
Zertifikat und liberpriift, ob My nun tatsichlich g; akzeptiert.

Die entscheidende Beobachtung ist: Stehen auf dem Wahlband von M gerade die richtigen
Zertifikate hintereinander, so werden die Simulationen bestitigen, dass tatsédchlich g; € X
fiir alle { mit a; = ja gilt.

Was M fiir Fragen ¢; mit a¢; = nein macht
Als nichstes muss M nun noch folgendes beantworten:

Ist es wahr, dass fiir alle g; mit a; = nein die Maschine My fiir alle moglichen
Zertifikate verwirft?

Dies ist »eine coNP-Frage«: Genauer liegt die Sprache ¥ = {q1#...#q, | ¢; ¢ X firi €
{1,...,n}} in coNP. Also kann M die obige Frage mit einer Frage an Y beantworten und M
kann sogar die Antwort iibernehmen.

Ein Beispiel
Betrachten wir als Beispiel fiir die Konstruktion der Stockmeyer-Charakterisierung die fol-
gende (etwas kiinstliche) Sprache:

Problem: Sprache oNE-1SOMORPH

Instanzen Ein (kodierter) Graph G und eine (kodierte) Menge M = {G1,...,G,} von Gra-
phen.

Frage Gibt es genau einen Graphen in M, der isomorph zu G ist?

Diese Sprache ist in X, P (sogar in AP) via folgendem Algorithmus:

input G, M = {G,...,G,}
c+0
forie{l,...,n} do
frage das Orakel GRAPH-ISOMOPHIE, 0ob G und G; isomorph sind
if Antwort = ja then
cc+l1
if ¢ = 1 then akzeptiere else verwerfe

Betrachten wir nun, was die Maschine M bei der Eingabe (K4, {K3, K4, Ks}) macht (der K,
ist die vollstdndige Graph mit n Knoten):

Beispiel einer akzeptierenden Berechnung von M

Zunichst »rit« M (= auf dem Wahlband von M steht), dass die Orakelanfragen an das Orakel
at sein werden (K4, K3), dann (K4, K4) und dann (K4, Ks). Weiter »rit« M, dass die Antwor-
ten sein werden »nein, »ja«, »nein«. Dann stellt simuliert M den Algorithmus von M’ und
stellt fest, dass tatséchlich genau diese Fragen gestellt werden und dass M’ bei diesen Ant-
worten akzeptiert.

Nun tiberpriift M die »Ja«-Antworten. Dazu »rit« sie fiir die einzige »Ja«-Antwort einen
Isomorphismus zwischen K4 und K4 (was nicht schwierig ist. . .). Da dies geklappt hat, liber-
priift M nun die »Nein«-Antworten, indem sie das Orakel Y mit einer Frage fragt, ob sowohl
K3 und K4 nicht isomorph sind und auch gleichzeitig K5 und K.
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Aus M wird My : Die Orakelanfrage wird durch das zweite Wahlband ersetzt
Eingabeband (x)
(K4,{K3,K4,Ks})

Arbeitsband

42

q1=( ),a1 = nein;qx = (K4,Ky), a2 = ja;
g3 = ( ),as = nein;id: K4 — Ky.
Erstes/Wahlband (y)

fiKs — Ky

Zweites Wahlband (z)

Alternative Formulierung der Charakterisierung.

Satz: Alternative Formulierung der Charakterisierung
Es gilt L € ¥,P genau dann, wenn ein W € P existiert mit

L={x|3yVz: xty#z e W,|y| = |z] = [x|°V}.
Es gilt L € I P genau dann, wenn ein W € P existiert mit

L= {x|Vy3z: xyttz e W, |y| = |z] = x|},
Beweis. Die Maschinen My aus der originalen Charakterisierung sind alle deterministisch
und polynomiell zeitbeschrinkt. Fiir jeden konkreten Inhalt der Wahlbénder fillt My, also
in polynomieller Zeit eine Entscheidung. Insbesondere ist die Sprache W = {x#y#z | die

Maschine My akzeptiert x, wenn das erste Wahlband mit y belegt ist und das zweite mit z}
in der Klasse P. O

8.1.4 Die Stockmeyer-Charakterisierung: Hoéhere Stufen

Die Stockmeyer-Charakterisierung fiir beliebige Stufen.

Satz
Es gilt L € ¥,P genau dann, wenn ein W € P existiert mit

L={x|3y1Vy23y3Vys---Qy;: xttyi#...#y, € W,|yi| = |x|0(1)}.
Es gilt L € II;P genau dann, wenn ein W € P existiert mit

L= {x | Vy13y2¥y33ya--- Quiz tyi# .. Hy, €W, [yi| = [¢°}.
Dabei steht »Q« passend fiir »3« oder »V «.

Beweis. Per Induktion iiber i; der Induktionsschritt ist genau das Argument fiir i = 2 von
oben. O
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8.2 Kollapsresultate

8.2.1 Kollapslemma

Ist die Hierarchie eine echte Hierarchie?

Satz
Falls £;P = X; 1P, so gilt ;P = X ;P fiir alle j > i. Genauso folgt aus II;P = I1;1 1P auch
IT;P = I1;P fiir alle j > i.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen. U

Aufgrund diese »Kollapslemmas« wissen wir:
1. Die polynomielle Hierarchie kann entweder komplett eine »echte Hierarchie sein« (also
;P C X;41P fiir alle /) oder
2. sie ist nur echt bis zu einem bestimmten i und danach sind alle Stufen gleich.
Im Fall 2 sagt man, »die Polynomielle Hierarchie kollabiert auch die i-te Stufe« und auch
»die Polynomielle Hierarchie kollabiert«.

8.2.2 Hat SAT polynomiell groBe Schaltkreise?

Hat sat polynomiell gro3e Schaltkreise?

Lemma
Falls sat von einer logspace-uniformen Schaltkreisfamilie polynomieller Grdfe entschieden
werden kann, so gilt P = NP.

Beweis. Sei C die Schaltkreisfamilie. Fiir eine Eingabeformel ¢ kann eine Polynomialzeit-
maschine zundchst den Schaltkreis Cjy| ausrechnen (wegen der Logspace-Uniformitét) und
dann C|y| (@) auswerten (wegen cve € P). Also gilt saT € P. O

Grof3e offene Frage
Gilt das Lemma auch, wenn man »logspace-uniform« streicht?

Was passiert, wenn sart polynomiell gro3e Schaltkreise hat.

Satz
Falls sat von einer (nicht unbedingt uniformen) Schaltkreisfamilie polynomiell Grifie ent-
schieden werden kann, so kollabiert die Polynomielle Hierarchie auf die zweite Stufe.

Beweis. Sei L € £3P. Dann ist L = L(MY) fiir ein X mit X = L(M5) fiir zwei NP-Orakel-
maschinen M und M;. Wir wollen zeigen, dass L € X,P via einer Maschine M’ gilt. Sei
dazu x eine Eingabe. Zunichst »rit« M ? Schaltkreise Cy, Cy, ..., C p(n) bis zu einer geeig-
neten Linge p(n), von denen sie »hofft«, dass sie sar korrekt fiir Formeln bis Léange p(n)
entscheiden. Nach Voraussetzung gibt es solche Schaltkreise.

Wir schreiben nun C(¢) fiir die Ausgabe C|y|(¢), also dafiir, ob die Schaltkreise »behaup-
ten, dass @ € sat. Die Maschine M’ fragt nun ihr Orakel die folgende Frage:

Ist es wahr, dass fiir alle Formeln @ der Linge hiochstens p(n) gilt:
1. Enthdlt @ keine Variablen, so gilt C(¢@) = 1 genau dann, wenn @ zu wahr
auswertet.
2. Enthdlt @ eine Variable x, so gilt C(@) = 1 genau dann, wenn C(@[x — £]) =
1 oder C(@[x —w]) = 1.
Die entscheidende Beobachtung ist, dass (a) diese Frage von einem coNP-Orakel beantwor-
tet werden kann und (b) wenn sie mit ja beantwortet wird, die Schaltkreise tatsdchlich sat
korrekt fiir alle Formeln der Linge maximal p(n) entscheiden.
An dieser Stelle hat nun die Maschine M” effektiv in Form der Schaltkreise eine Metho-
de, sat deterministisch in polynomieller Zeit zu entscheiden. Nun galt X = L(M3*"). Die
Orakelanfragen von M5 an saT kann M ? nun aber »selbst, deterministisch« beantworten, so
dass M> nur noch eine reine NP-Berechnung durchfiihrt. Dann kann aber die Berechnung
von M, wiederum auf saT reduziert werden und somit kann M’ die gesamte Berechnung
von M, »selbst, deterministisch« durchfiihren. Schlieflich wird damit die Berechnung von
M, eine normale NP-Berechnung und ist damit schlieBlich auch selbst wieder von M direkt
simulierbar. O
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8 Die Polynomielle Hierarchie
Ubungen zu diesem Kapitel

Zusammenfassung dieses Kapitels

Definition der Polynomiellen Hierarchie

AP :=P,
2P := NP,
I1{P := coNP,

AP :=PHF = plIF,
¥ 1P := NP¥P = NpIIP,
I P := coNP™F = coNP!IP

PH := UE,P = UH,-P.
i i

Die Stockmeyer-Charakterisierung
Es gilt L € ;P genau dann, wenn ein W € P existiert mit

L={x|3y1Vy23y3Vys---Qy;: xttyi#.. . #y, e W,|yi| = |x|0(1)}.
Es gilt L € IT;P genau dann, wenn ein W € P existiert mit

L={x|Vy13y2Vy33ys---Qy;: xtty#...#y, € W,|yi| = |x|0(1)}.

Hat NP polynomiell gro3e Schaltkreise?

Falls sat von logspace-uniformen Schaltkreisen polynomieller Gro3e entschieden werden
kann, so ist P = PH. (Die Polynomielle Hierarchie kollabiert auf die nullte Stufe.)
Falls sat von Schaltkreisen polynomieller Grofle entschieden werden kann, so ist N
PH. (Die Polynomielle Hierarchie kollabiert auf die zweite Stufe.)

pNP _

Zum Weiterlesen

[1] L. J. Stockmeyer. The polynomial hierarchy, Theoretical Computer Science, 4:1-22,
1976.

Die Definition der Polynomiellen Hierarchie ist schon etwas dilter. Die Stockmeyer-
Charakterisierung findet sich auch in dieser Arbeit.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 8.1 Komplexitit des exakten TSP-Problems, schwer

Sei uniQuE-Tsp die Sprache, die alle (Codes von) Instanzen fiir das Travelling-Salesperson-Problem
enthilt, die genau eine minimale Rundreise haben. Zeigen Sie UNIQUE-TSP € A,P.

Ubung 8.2 Komplexitit von knappen Graphproblemen, mittel
Bestimmen Sie, in welchen Stufen der Polynomiellen Hierarchie die folgenden Sprachen liegen:
Problem: Sprache sucCINCT-SMALL-DIAMETER

Instanzen Ein Schaltkreis C mit 2n Eingéngen, der einen ungerichteten Graphen G = ({0,1}",E)
kodiert, und eine Zahl k < n.

Frage Gibt es von jedem Knoten von G zu jedem anderen einen Weg der Linge hochstens k?

Problem: Sprache sucCINCT-SMALL-RADIUS

Instanzen Ein Schaltkreis C mit 2n Eingiéingen, der einen ungerichteten Graphen G = ({0,1}",E)
kodiert, und eine Zahl k < n.

Frage Ist der Radius von G hochstens k?

(Der Radius eines Graphen ist der kleinste Zahl r, so dass es einen Knoten gibt, von dem alle Knoten
in r Schritten erreichbar sind.)



8 Die Polynomielle Hierarchie
Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 8.3 Vollstandigkeit von knappen Graphproblemen, sehr schwer

Zeigen Sie, dass die Probleme aus Ubung 8.2 sogar vollstindig sind fiir die Stufen der Polynomiellen
Hierarchie, die Sie identifiziert haben. Sie brauchen Vollstindigkeit nur fiir Polynomialzeit-Many-
One-Reduktionen zeigen (es geht aber auch fiir Logspace-Many-One-Reduktionen).

Tipp: Nutzen Sie die Stockmeyer-Charakterisierung und Bootstrapping. Nehmen Sie fiir succiNncT-
SMALL-DIAMETER eine beliebige Sprache L her, die sich schreiben ldsst als {x | Vy3z: x#y#tz € W, |y| =
lz| = |x|0(1)}. Bauen Sie nun einen groBen Graphen, der aus drei Cliquen besteht. Die erste Clique
enthélt einen Knoten fiir jedes mogliche y, die zweite Clique enthilt einen Knoten fiir jedes mogliche
z, die dritte »Clique« besteht nur aus einem Knoten v. Es gibt nun eine Kanten von v zu jedem »z-
Knoten«. Weiter gibt es eine Kante von einem »y-Knoten« zu einem »z-Knoten« genau dann, wenn
x#ty#z € W gilt. Der resultierende Graph hat Durchmesser 2 genau dann, wenn x € L.

Fiir succiNcT-sMALL-RADIUS miissen Sie die Konstruktion anpassen und viele solche Graphen neben-
einanderlegen und iiber einen zentralen Knoten verbinden, der dann als einziger als Mittelpunkt des
Graphen in Frage kommen darf.

Wer diese Dinge genauer wissen mochte, dem sei ein Blick in folgendes Paper empfohlen:

Literatur

[1] Edith Hemaspaandra, Lane A. Hemaspaandra, Till Tantau und Osamu Watanabe. On the com-
plexity of kings. Theoretical Computer Science, 411(2010):783-798, 2010.

Ubung 8.4 Die Polynomielle Hierachie und polynomieller Platz, leicht
Zeigen Sie PH C PSPACE.
Tipp: Nutzen Sie die Stockmeyer-Charakterisierung.

Ubung 8.5 Strecken der Polynomiellen Hierarchie I3sst sie kollabieren, schwer
Zeigen Sie, dass aus PH = PSPACE folgt, dass die Polynomielle Hierarchie kollabiert.
Tipp: Sie diirfen ausnutzen, dass es PSPACE-vollstindige Probleme gibt.

Ubung 8.6 Charakterisierung von P mit Schaltkreisen polynomieller GréBe, mittel

Sei POLYSIZE die Klasse aller Sprachen, die von logspace-uniformen Schaltkreisen polynomieller
GroBe entschieden werden (die Klasse ist also definiert wie NC' und AC', nur ohne die Einschrinkung
an die Tiefe). Zeigen Sie POLYSIZE = P.
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Teil VI

L Osen schwerer Probleme

Sie sind von einem kleinen Forschungs-Startup als Informatik-Spezialistin eingestellt wor-
den. Sie lieben die Firma, die Leute sind cool, die Forschungsthemen spannend und — mit
Abstand am wichtigsten — es gibt Double Chocolaty Chip Frappuccino® Blended Créme in
der Variante Venti Decaf Lowfat umsonst! Nach ein paar Tagen stellt sich heraus, dass Sie
insbesondere deshalb eingestellt wurden, da ihre Chefin in [hrem Zeugnis gesehen hat, dass
Sie eine Vorlesung zur Komplexititstheorie besucht haben: Die Forschungsabteilung hat ein
mathematisches Optimierungsproblem, das sie gerne gelost hitte und Sie werden gebeten,
das doch mal in Angriff zu nehmen. (Welches Problem dies genau ist, kann ich hier nicht
verraten, da Sie jede Menge Non-Disclosure-Agreements unterschrieben haben. Nennen wir
seine Entscheidungsvariante einfach BIG-SECRET.)

Ihre — zumindest im Vergleich zur Bezahlung im 6ffentlichen Dienst — iippige Bezahlung ist
in der Tat nicht ganz ungerechtfertig: Sie haben in der Vorlesung gut aufgepasst und stellen
schnell fest, dass BiG-sECRET leider NP-vollstindig ist. Dementsprechend gehen Sie bald zu
Threr Chefin und teilen ihr befriedigt mit »Ah, librigens, B1G-SECRET ist NP-vollstindig.« Die
Antwort »Ja, und?« ist dann doch etwas iiberraschend. Etwas nervos antworten Sie »Also,
das heif3t, dass das Problem, nun ja, nicht geldst werden kann.« Etwas sicherer fahren Sie
fort: »Also, ich meine, es hat noch niemand einen effizienten fiir dieses oder fiir tausen-
de dhnlich gelagerte Probleme gefunden.« Thre Chefin schaut Sie etwas linger an und teilt
schlieBlich mit: »Wir haben dich angestellt, das Problem zu 16sen. Entweder du findest eine
neue Losung fiir das Problem oder wir finden eine neue Losung fiir deinen Arbeitsplatz.«

In diesem Teil geht es darum, wie Sie Ihren Job behalten. Wenn ein Problem NP-vollstéindig
ist, heifit dies noch nicht, dass es nicht praktisch geldst werden kann. Es bedeutet einfach,
dass unter der Annahme P # NP das Problem nicht fiir alle Eingaben in polynomieller Zeit
perfekt gelost werden kann. Es kann aber sehr wohl sein, dass es fiir /hre Eingaben leicht
losbar ist oder dass es fast perfekt losbar ist.



9 Fixed-Parameter-Algorithmen

Kapitel 9

Fixed-Parameter-Algorithmen

Wie man Problem schnell |6st, die sich nicht schnell [6sen
lassen

Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels
1. Konzept der Problemparameter verstehen 91 Einleitung
2. Beispiele von rpr-Algorithmen kennen 9.1.1 Das Schliisselproblem: Vertex-Cover
3. Konzept der rpr-Intractability kennen 9.1.2 Die Idee: Feste Parameter
9.2 Das Vertex-Cover-Problem
9.2.1 Einfacher Fixed-Parameter-Algorithmus

In diesem Kapitel gehen wir einen Pakt mit dem Teufel ein, wie Rod Downey und Mike Fel-
lows es beschreiben (beide sind wirklich nette Menschen, von denen man eigentlich nicht
erwarten wiirde, dass sie Pakte mit Personen wie dem Teufel eingehen). Um bestimmte NP-
vollstindige Probleme zu 16sen, geben wir dem Teufel, was er mochte: eine exponentiel-
le Laufzeit. Jedoch bringt uns der Deal auch etwas: Die Laufzeit ist nur exponentiell in
Bezug auf einen festen Parameter (daher der Name »Fixed-Parameter-Algorithmen«), der
in der Praxis (hoffentlich) sehr klein ist — selbst dann, wenn die Eingabe ansonsten riesig
grof} ist. Dieser faustische Pakt ermoglicht es uns, einige NP-vollstindige Probleme — wie
VERTEX-COVER — in Sekunden zu 16sen auf Eingaben mit Tausenden oder gar Millionen an
Knoten, falls denn die gesuchte Knoteniiberdeckung nicht allzu gro83 ist.

Wenn man einmal damit begonnen hat, nach »kleinen Parametern« in Problemen zu suchen,
entdeckt man sie tiberall. Fiir Firbbarkeit ist beispielsweise die Anzahl der Farben ein na-
tiirlicher und in der Regel sehr kleiner Parameter (meist suchen wir ja 3- oder 4-Fiarbungen).
Bei Problemen aus der Bioinformatik wird die Anzahl an Fehleintrégen in den Eingaben
hoffentlich klein sein (ist sie sehr grof3, kann man Daten eh’ wegschmeifien). Bei Anfragen
an eine relationale Datenbank werden in den sQL-Ausdriicken sicherlich nur wenige Ver-
schachtelungen von Subqueries zu finden sein, wohingegen die Datenbanken, auf die sich
die Anfragen beziehen, ja riesig sein konnen. In diesen und vielen anderen Fillen ist jedes-
mal unsere Hoffnung, einen Pakt mit dem Teufel eingehen zu kdnnen, so dass die »kom-
binatorische Explosion« sich auf den (kleinen) Parameter einschrinken ldsst und uns das
Problem nicht komplett um die Ohren fliegt.

Leider zeigt eine genauere Untersuchung des Kleingedruckten in den Vertrigen mit dem
Teufel, dass dieser, nun ja, teuflisch ist. Es stellt sich ndmlich heraus, dass fiir manche Pro-
bleme — wie Firbbarkeit — die kombinatorische Explosion nicht vermieden werden kann (es
sei denn natiirlich, dass P = NP gilt). Bei anderen — wie eben VERTEX-COVER — kann sie ver-
mieden werden. Schlielich gibt es noch viele Probleme — wie das Cliquen-Problem — bei
denen wir weder das eine noch das andere wissen.

9.2.2 Fortgeschrittener
Fixed-Parameter-Algorithmus

9.3 Allgemein Theorie
9.3.1 Fixed-Parameter-Tractability
9.3.2 Fixed-Parameter-Intractability
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9 Fixed-Parameter-Algorithmen
9.1 Einleitung

9.1 Einleitung

9.1.1 Das Schlisselproblem: Vertex-Cover

Unser Beispielproblem

swreeoamamniene - BNl ENETiENEtZ Eine Kontrollstation
Eine Knoteniiberdeckung (Vertex-Cover) Eine unabhingige Menge

— Ein Netzbetreiber mochte Kontrollstationen fiir Stromleitungen installieren.
— Eine Kontrollstation kann alle angrenzenden Leitungen kontrollieren.

Das Vertex-Cover-Problem

Fiir einen Graph G und eine Zahl k entscheide: Gibt es k Knoten, so dass jede Kante einen
dieser Knoten als Endpunkt hat?

Szenarien, wo man kleine Vertex-Covers sucht

— Netzwerk-Monitoring

— Suche nach groB3en unabhingigen Mengen

— Suche nach grofien Cliquen, speziell in der Bioinformatik:
Gene-Clustering, Phylogenie-Analyse, Gen-Motiv-Analyse, ...
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9.2 Einleitung

Vertex-Cover ist ein schwieriges Problem
Vertex-Cover ist eines der 21 NP-vollstindigen Probleme von Richard Karp.

Wenn wir es trotzdem 16sen wollen:

— Bei Graphen mit n Knoten und m Kanten kann man es offenbar in Zeit O(rn*m) 16sen:
Probiere alle Moglichkeiten durch, k Knoten auszuwihlen.
— Fiir n = 1000 und k = 50 ist dies sequentiell hoffnungslos. (Und parallel auch.)

@ Zur Ubung
Finden Sie eine minimale Knoteniiberdeckung des folgenden Graphen (argumentieren Sie
auch, dass sie tatsdchlich minimal ist.)

9.1.2 Dieldee: Feste Parameter

Problemparameter fiir das Vertex-Cover-Problem.
Zur Erinnerung: Problemparameter sind Zahlen, die Eingabeinstanzen zugeordnet werden.
Fiir das Vertex-Cover-Problem sind folgenden Parameter »natiirlich«:

. Die Lange / der Eingabe.

. Die Anzahl n an Knoten im Graphen.

. Die Anzahl m an Kanten im Graphen.

. Die GroBe k der gesuchten Knoteniiberdeckung.

A W N =

@ Zur Ubung
Geben Sie Algorithmen an, die VERTEX-COVER 16sen in Zeit
1. 020190,
2. 0(3m100),
3. 0(21°M),

Public Domain
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9.2 Das Vertex-Cover-Problem
9.2.1 Einfacher Fixed-Parameter-Algorithmus

9-8 Eine einfache, aber brillante Idee: Backtracking entlang der Kanten.

Fellows Algorithmus

1 procedure vc-backtrack-edges (G, k)
2 if k <0then

3 return false
4 else if G has no edges then
5 return true
6 else

7 pick any edge {x,y} € E

8 foreach v € {x,y} do

9 G +G—v

10 if ve-backtrack-edges (G', k— 1) then
1 return true

12 return false

99 Fellows Algorithmus in Aktion fir k = 4.

Start Wahle Kante Wahle Knoten 1

OS8O
©

G‘G
OO
O—

Wahle Kante Wahle Knoten 2 Wihle Kante

b
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O —
o &
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O
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ORC
®
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Wahle Knoten 3 Wahle Kante Wihle Knoten 4

® O
© @
O
® 0
® @
oXo]
ofo
@(a
oJo

Nicht fertig, backtrack! Letzte gewahlte Kante Wahle anderen Knoten 4

® G
@  ©
© ©
® G
@  ©
O
® G
®  ©
©©
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9 Fixed-Parameter-Algorithmen
9.2 Das Vertex-Cover-Problem

Die Laufzeit von Fellows Algorithmus.

Satz
Der Algorithmus ist korrekt und arbeitet in Zeit O(2*nm).

Beweis. Korrektheit: Wir zeigen die Korrektheit der Ausgabe durch Induktion iiber die An-
zahl an Kanten in G.

— Wenn G keine Kanten hat, ist die Ausgabe offenbar korrekt.
— Wenn G eine Kante {x,y} € E hat, dann hat G eine Knoteniiberdeckung der GroBe k
genau dann, wenn G — x oder G — y Knoteniiberdeckungen der Groe k — 1 haben.

Laufzeit:

— Die Rekursionstiefe ist k.

— Die Anzahl Knoten im Rekurionsbaum ist N(k) < 2N(k—1)+ 1 und N(0) = 0, also
N(k) <2k—1.

— Wir brauchen schliefilich Zeit O(mn) pro Knoten. O

9.2.2 Fortgeschrittener Fixed-Parameter-Algorithmus

Eine neue Idee.

Intuitiv ist es »wahrscheinlicher«, dass ein Knoten mit hohem Grad in einer minimalen Kno-
teniiberdeckung ist als ein Knoten mit kleinem Grad: Hat x Grad 100, so ist entweder x in
der Uberdeckung oder alle 100 Nachbarn. Es scheint also eine gute Idee zu sein, mit Knoten
mit hohem Grad anzufangen.

Richtig nett wird die Sache, wenn wir keine Knoten mit hohem Grad mehr haben: Wenn
ein Graph keine Knoten mit Grad 3 oder hoher mehr enthilt, so ist er »ziemlich trivial«: Er
besteht nur noch aus Pfaden und Kreisen. Fiir einen solchen Graph ist eine minimal Kno-
teniiberdeckung leicht zu berechnen ohne Rekursion:

— Ein Pfad der Linge n kann optimal mit |n/2 | Knoten iiberdeckt werden,
— ein Kreis der Léange n benétigt [n/2] Knoten.
Backtracking entlang der Knoten mit hohem Grad.

Backtracking entlang Knoten mit hohem Grad

procedure vc-backtrack-high-degree (G, k)

if k <O then
return false

else if G has no vertex of degree at least 3 then
compute the size s of the smallest vertex cover of G
return k > s

else
pick a node x € V of degree 3 or more
N« {v|{x,v} € E}, that is, the neighbors of x
foreach S € {{x},N} do

if ve-backtrack-high-degree (G — S, k —|S|) then
return true

return false

9-10
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9.2 Das Vertex-Cover-Problem

913 Der Algorithmus in Aktion fir k = 4.

Start

550

Wahle Knoten mit hohem Grad

Nachbarn von g

OJONOXO
@000

Wahle Nachbarn von a

®
®OOO
@000

Wahle Knoten mit hohem Grad

Keine 2-Knoteniiberdeckung, also backtrack

9008

Keine 0-Knotentiberdeckung, so backtrack

ONOROND

9-14 Die Laufzeit des Algorithmus.

P Satz

Der Algorithmus ist korrekt und lduft in Zeit O(1.49535 nm).

Beweis. Die Korrektheit sollte klar sein. Fiir die Laufzeit betrachte die Anzahl Knoten im
Rekursionsbaum. Sie lédsst sich wie folgt abschitzen:

N(k) <N(k—1)+N(k—-3)+1,
N(2)=1,
N(1)=0,
N(0) =0,

da wir zwei rekursive Aufrufe machen, einen fiir k — 1 und einen fiir k — |S] <k —3.
Wir behaupten, dass N(k) < 5%/ — 1 eine Losung von N (k) < N(k—1)+N(k—3) + 1 ist:
Fiir £ = 0, 1,2 stimmt dies. Fiir den Induktionsschritt von k£ — 1 auf k betrachte:

N(k) <N(k—-1)+Nk-3)+1
< sk/A-1/4 4 sk/A=3/4

= (571445734 5k4 .
—_———

~0.968<1
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9.3 Allgemein Theorie

State-of-the-Art-Laufzeit flir das Vertex-Cover-Problem.

Satz: Chen, Kanj, Xia 2006
VERTEX-COVER kann in Zeit O(1.2738% 4 nm) gelist werden.

Man beachte, dass 1.2738% < 10° for k < 85 und dass O(nm) ein additiver und kein multi-
plikativer Term ist. Folglich ldsst sich VERTEX-COVER fiir n = 1000, m = 10000 und k = 80
im Bruchteil einer Sekunde (!) losen.

9.3 Allgemein Theorie
9.3.1 Fixed-Parameter-Tractability

Die »Zutaten« der allgemeinen Theorie der Fixed-Parameter-Algorithmen.

Was wir erreicht haben

Fiir das Vertex-Cover-Problem haben wir es geschafft, die »kombinatorische Explosion«
auf einen einzigen Parameter k zu beschrdinken. In Bezug auf die anderen Parameter hat der
Algorithmus eine »vertretbare« Laufzeit. Insbesondere gilt: Ist k »fest«, so ist die Laufzeit
ein festes Polynom, dessen Grad nicht von k abhingt.

Ubergang zu einer allgemeinen Theorie
Um die obigen Ideen zu verallgemeinern, miissen wir definieren, was

— ein parametrisiertes Problem ist und
— was dann Fixed-Parameter-Tractability bedeuten soll.

Definition von Parametrisierte Probleme.
Definition
Ein parametrisiertes Problem ist ein Paar (L, k), wobei

— L C X eine Sprache ist und
- K: X* — N ein Parameter.

Wir schreiben parametrisierte Problem auf die folgende Weise auf:
Beispiel: py-VERTEX-COVER
Eingabe Ein Graph G und eine Zahl k.
Parameter k
Frage Hat G eine Knoteniiberdeckung der Gro3e k?

Welchen Parameter wir betrachten, schreiben wir als Index bei » p«, wobei wir den Index
auch weglassen, wenn wir den »natiirlichen« Parameter betrachten.

Beispiele von parametrisierten Problemen.

Beispiel: p-cLiQUE
Eingabe Ein Graph G und eine Zahl k.
Parameter k
Frage Enthilt G eine Clique der Grofle k?

Beispiel: p-cOLORABLE
Eingabe Ein Graph G und eine Zahl y.
Parameter ¥

Frage Konnen wir G mit ) Farben korrekt farben?

Beispiel: p-WEIGHTED-SAT
Eingabe Eine aussagenlogische Formel ¢ und eine Zahl k.
Parameter k
Frage Gibt es eine erfiillende Belegung von ¢, in der genau k Variablen wahr sind?
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9 Fixed-Parameter-Algorithmen
Zusammenfassung dieses Kapitels

Fixed-Parameter-Tractable Probleme.
Definition
Ein parametrisiertes Problem (L, ) ist in der Klasse FPT, wenn eine Turingmachine M, eine
Funktion f: N — N und einen Konstante c existieren, so dass
— L(M)=Lund
— bei Eingabe x hilt die Maschine nach f(k(x))|x|¢ Schritten an.

Beispiel

P-VERTEX-COVER € FPT: Fiir Fellows Algorithmus ist f die Funktion f(k) = 2.

Beachte: Das Polynom |x|¢ darf nicht vom Parameter abhéngen. Die Funktion f darf hin-
gegen beliebig schnell wachsen, so darf sogar nichtrekursiv sein. In der Regel ist sie aber
einfach- oder doppeltexponentiell.

9.3.2 Fixed-Parameter-Intractability

Welche Probleme sind Fixed-Parameter-Tractable?

& Zur Ubung

Zeigen Sie, dass p-coLORABLE € FPT genau dann, wenn P = NP.

— Manche Probleme, wie p-coLoRABLE, kdnnen nicht in FPT liegen, aufler P = NP.

— Manche Probleme, wie p-vERTEX-COVER liegen in FPT.

— Fiir manche Probleme, wie p-cLIQUE, glaubt man nicht, dass sie in FPT liegen, auch
wenn dies nicht P = NP zu implizieren scheint.
Um dies im Detail zu untersuchen, kann man Reduktionen zwischen parametrisierten
Problemen definieren und weitere Klassen.

Zusammenfassung dieses Kapitels

Parametrisiertes Problem
Ein parametrisiertes Problem ist ein Paar (L, k), wobei

— L C X* eine Sprache ist und
- k: X* = Nein Parameter.

Die Klasse FPT
Ein parametrisiertes Problem ist in FPT, wenn es gelost werden kann in Zeit

S () [
Hierbei kann f eine beliebig schnell wachsende Funktion sein.

Vertex-Cover ist schnell I6sbar
Das NP-vollstindige Problem VERTEX-cOVER kann effizient fiir Graphen mit Millionen an
Knoten gelost werden, solange k < 85.

Zum Weiterlesen
[1] J. Chen, I. Kanj and G. Xia, Improved Parameterized Upper Bounds for Vertex Cover.
In Proceedings of Mathematical Foundations of Computer Science 2006, 238-249,
2006.
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Kapitel 10

Kernelisierung

Des Pudels Kern

Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels
1. Die Idee der Kernelisierung verstehen 10.1 Der Kern des Problems
2. Beispiele von Kernelisierungen kennen 10.1.1 Die IQG.e: Erstmal vereinfachen . . . ..
3. Kernelisierungen entwerfen kénnen 10.1.2  Definition: Kernel . . . ... ... ...
10.2 Kernel
10.2.1 ...flir Vertex-Cover . . . ... .....
10.2.2 ...fiir Unique-Hitting-Set . . . . . . ..
10.2.3 ...fiir Bushy-Spanning-Tree . . ... ..
Ubungen zu diesem Kapitel

Kernelisierung dhnelt ziemlich dem Losen eines Sudokus. Bei diesem Zahlenpuzzle wird
man als erstes versuchen, an den »offensichtlichen« Stellen passende Zahlen einzufiillen.
Wenn dies erfolgreich war, so gibt es meist wieder »offensichtliche« Stellen, wo man Zahlen
eintragen kann; und so weiter. Mit etwas Gliick 16st sich das gesamte Probleme durch eine
solche Kette von »offensichtlichen Vereinfachungen« in Luft auf.

Wie Sie vielleicht schon aus eigener Erfahrung leidvoll feststellen mussten, hat man nicht
immer Gliick im Leben. Es gibt durchaus Situationen beim Sudoku, bei denen man nur wei-
terkommt, wenn man zwei unterschiedliche Moglichkeiten »ausprobiert«. Danach ist meist
wieder alles »offensichtlich«, bis doch nach einiger Zeit wieder zwei Moglichkeiten aus-
probiert werden miissen. Situationen, die so vertrackt sind, dass man etwas »ausprobieren«
muss, nennt man Problem-Kernel, da sie den »harten Kern« des Problems darstellen.

Fiir viele Probleme konnen wir »offensichtliche Vereinfachungen« erstaunliche lange durch-
fiihren, bevor wir auf einen Kernel sto3en. Ein wichtiges Beispiel ist (mal wieder) das Kno-
teniiberdeckungsproblem: Nehmen wir an, wir suchen fiir einen Graphen eine Knoteniiber-
deckung mit 10 Knoten. Dann gibt es einen einfachen Algorithmus, der jeden Graphen einer
beliebigen Grofe auf einen Graphen mit maximal 100 Knoten reduziert, der einen Knoten-
iiberdeckung mit 10 Knoten hat genau dann, wenn der »groBe« Graph eine hatte. Wie wir
in diesem Kapitel sehen werden, gilt allgemeiner, dass wir »kernelisieren« konnen genau
dann, wenn das Problem fixed-parameter-tractable ist, also in FPT liegt.

Zur Erinnerung: Unser Beispielproblem

Das Vertex-Cover-Problem
Fiir einen Graph G und eine Zahl k entscheide: Gibt es k Knoten, so dass jede Kante einen
dieser Knoten als Endpunkt hat?
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10 Kernelisierung
10.1 Der Kern des Problems

Wiederholung: Das Problem der kombinatorischen Explosion
Der Suchaum fiir das Vertex-Cover-Problem »explodiert«: Er hat GroBe nk.

Diese »kombinatorische Explosion« ist bei NP-vollstandigen Problemen nicht zu vermeiden.

Es ist aber nicht klar, was hier explodieren muss.
Wiederholung: Fixed-Parameter-Algorithmen
Die Idee von Downey und Fellows

— Beschrinke die kombinatorische Explosion auf einen Parameter, der in der Praxis klein
bleibt.
— Fiir eine Eingabe x ist das Ziel eine Laufzeit von

fle(x) - 00
— ——

»kleine« Explosion polynomiell

10.1 Der Kern des Problems
10.1.1 Die ldee: Erstmal vereinfachen

Die Idee der Vorverarbeitung

Bevor wir den Suchraum durchsuchen, ersetzen wir die Eingabe durch eine vereinfachte
Eingabe — idealerweise eine mit kleinerem Parameter.

Diese Idee funktioniert erstaunlich oft. Die Regeln, nach denen wir Eingaben vereinfachen
(»reduzieren«), nennt man Reduktionsregeln.

Beispiel einer Reduktionsregel.

Beispiel: Reduktionsregel flir p-vERTEX-COVER
Sei (G, k) eine Eingabe fiir p-vERTEx-cOVER und x € V ein Knoten vom Grad 1. Dann redu-
ziert sich (G, k) auf (G',k—1), wobei G’ = G — {x,y} und y der Nachbar von x ist.

Diese Regel ist »korrekt«, da jede Knoteniiberdeckung von G entweder x oder y oder beide

enthalten muss und es »nie falsch ist«, einfach nur y zu nehmen.
Vorher Nachher

reduziert sich auf

@ Zur Ubung

1. Geben Sie eine Reduktionsregel fiir p-vERTEX-cOVER fiir den Fall an, dass G zwei be-
nachbarte Knoten vom Grad 2 enthilt.
2. Geben Sie ein Reduktionsregel fiir p-cLIQUE an.
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10.2 Kernel

10.1.2 Definition: Kernel

Reduktionen etwas formaler

Der Reduktionsprozess

Bei Eingabe einer Instanz fiir ein Problem wenden wir so lange wie irgend moglich Re-
duktionsregeln an. Wenn dies fiir eine Eingabe nicht mehr moglich ist, so nennen wir das
Ergebnis eine nichtreduzierbare Instanz.

Definition: Reduktionsregel
Sei (L, k) ein parametrisiertes Problem. Eine Reduktionsregel ist eine in polynomieller Zeit
berechenbare Funktion f € FP, die

1. als Eingaben Instanzen x € ¥* bekommt und
2. entweder ausgibt »keine Reduktion moglich« oder
3. x€L <= f(x) € Lund k(f(x)) < x(x) und | f(x)| < |x].

Kernel sind kleine nichtreduzierbare Instanzen.

Definition: Kernelisierung

Ein parametrisiertes Problem ldsst sich kernelisieren, wenn es eine Menge von Reduktions-
regeln gibt, so dass fiir alle Eingaben x die wiederholte Anwendung der Regeln immer einer
nichtreduzierbare Instanz liefert, deren Grdfe nur von k(x) abhdngt. Die nichtreduzierbare
Instanz heilit Kernel.

Man beachte: Welche Reduktionsregel wir anwenden (miissen), dndert sich stindig. Jedoch
miissen wir »immer« einen Kernel erreichen, egal in welcher Reihenfolge wir Regeln an-
wenden.

Beispiel

Wir werden gleich sehen, dass das Knoteniiberdeckungsproblem einen quadratischen Ker-
nel hat, also einen Kernel der GroBe O(k?). Fiir k = 10 bedeutet dies folgendes: Es gibt
Reduktionsregeln, so dass wir fiir jeden Graphen G mit einer Milliarde Knoten sehr schnell
einen Graphen G’ mit maximal 100 Knoten und eine Zahl ¥’ < 10 berechnen kdnnen mit
folgender Eigenschaft: Der reduzierte Graph G’ mit 100 Knoten hat genau dann eine Kno-
teniiberdeckung der GroBe k', wenn der Graph G mit einer Milliarde Knoten eine der GroRe
k hatte.

Kernelisierbar = Fixed-Parameter-Tractable

Satz
Ein Problem ist genau dann kernelisierbar, wenn es einen Fixed-Parameter-Algorithmus
hat.

Beweis. Siehe Ubungen 10.1 und 10.2. O
10.2 Kernel
10.2.1 ... fur Vertex-Cover

Reduktionsregeln fiir das Knoteniiberdeckungsproblem.

Reduktionsregeln fiir das Knotenliberdeckungsproblem
Bei Eingabe (G, k) tue:

1. Wenn G cinen isolierten Knoten hat, entferne ihn.

2. Wenn G einen Knoten v vom Grad mindestens k + 1 hat, gib (G — {v},k— 1) aus.

3. Wenn die obigen Regeln nicht anwendbar sind, aber G mehr als k(k+ 1) Knoten hat,
gib (e—e,0) aus (also »nein«).
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10 Kernelisierung
10.2 Kernel
» Lemma

Die Reduktionsregeln sind korrekt.

Beweis.

1. Regel 1 ist trivial.

2. Fiir Regel 2 beachte, dass ein Knoten vom Grad k + 1 immer in einer Knoteniiber-
deckung der Grofle k enthalten sein muss.

3. Fiir Regel 3 betrachte zum Zwecke des Widerspruchs einen Graphen mit mehr als
k(k+ 1) Knoten, der eine Knoteniiberdeckung C der GroBe k besitzt. Da Regel 2 nicht
anwendbar ist, kann jeder Knoten in C nur & Kanten abdecken. Es gibt im Graphen
folglich einen Knoten v, der mit keinem Knoten in C verbunden ist. Da Regel 1 nicht
anwendbar ist, hiingt an v eine nicht iiberdeckte Kante. O

Kernelisierung des Knoteniiberdeckungsproblems.

Lemma
Die Reduktionsregeln liefert einen Kernel der Grofle hochstens k(k+ 1).

Beweis. Trivial. O

Folgerung
P-VERTEX-COVER kann in Zeit O(|G| +25k?) gelost werden.

Folgerung
P-VERTEX-COVER kann in Zeit O(|G| + 1.49535kk?) gelost werden.

Beweis. In beiden Fillen gilt: Erst kernelisieren, dann die Algorithmen aus dem vorigen
Kapitel anwenden. O

10.2.2 ... fur Unique-Hitting-Set

Das Unique-Hitting-Set-Problem
Problem: p-UNIQUE-HITTING-SET
Eingaben Eine Menge X und k Teilmengen X1, ..., X; von X.
Parameter k.
Frage Gibt es eine Teilmenge S C X, so dass fiir alle i gilt |[SNX;| = 1?

X
X
X2
X3
Xy

x1 €S8 xpeSs

Kernelisierung des Unique-Hitting-Set-Problem:s.

Reduktionsregel
Bei Eingabe (X, Xj,...,X;) tue:
— Falls es zwei unterschiedliche x,y € X gibt mit {i | x € X;} = {i |y € X;}, so gib (X —

{y}7X1 - {y}> s X — {Y}) aus.
— Sonst gib »keine Reduktion moglich« aus.

Lemma
Die Reduktion ist korrekt und liefert einen Kernel der Grofe 2F.

Beweis. Wir werden nie sowohl x als auch y in unser Hitting-Set wihlen — und wenn wir
eines wihlen, konnten wir genausogut das andere wéhlen. Folglich schadet es nicht, y zu
entfernen. Da es nur 2F Moglichkeiten fiir die Menge {i | x € X;} gibt, wird die Reduktion
nicht stoppen, wenn es noch mehr als 2 Elemente in X gibt. U
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10.2 Kernel

10.2.3 ... fur Bushy-Spanning-Tree

Das Geriistproblem mit einer beschrankten Anzahl Blatter.

P Problem: p-BUSHY-SPANNING-TREE

Instanzen Ungerichtete Graphen G und eine Zahl k.
Parameter k.

Frage Hat G ein Geriist (»spanning tree«) mit mindestens k Bldittern?

Beispiele

Ein Pfad hat ein Geriist mit 2 Blittern, aber nicht mit 3.
Ebenso fiir Zyklen.

Eine k-Clique hat ein Geriist mit k — 1 Bléttern.
Ebenso ein Stern mit k — 1 Blittern.

Die Reduktionsregeln

1. Zusammenhangsregel: Wenn der Graph unzusammenhéngend ist, gib (e—e,3) aus (also
»nein«).

2. Hoher-Grad-Regel: Gibt es sonst einen Knoten vom Grad mindestens k, gib (e—s,2) aus
(also »ja«).

3. Unniitzer-Knoten-Regel: Gibt es sonst einen Knoten v vom Grad 2, dessen Nachbarn u
und w auch Grad 2 haben, entferne v und fiige eine Kanten zwischen u und w hinzu.

Vorher

OnOR0R0R0-

Nachher

DO——0-(

Vi
Wy,

7/ \
iy

\

Vi
Wy,
N

AN

\
7

4. Die Grofler-Graph-Regel: Lisst sich keine der ersten drei Regeln anwenden und hat G
mehr als N = 4(k+2)(k+ 1) Knoten, gib (e—e,2) aus (also »ja«).

Die Korrektheit der ersten drei Regeln sollte klar sein. Falls auf die vierte Regel ist (was wir
gleich zeigen), so gilt:

Satz
P-BUSHY-SPANNING-TREE hat quadratische Kernel.

Folgerung
P-BUSHY-SPANNING-TREE kann in Zeit O(|G| + kX)) gelist werden.

Beweis. Bei einer Eingabe (G, k) kernelisiere. Lose dann den Kernel durch »rohe Gewalt«.
Dies dauert nur exponentiell lange in der Grdfie des Kernels. O

Korrektheit der GroBer-Graph-Regel.

Satz
Die Grofier-Graph-Regel ist korrekt.

Intuition

Nehmen wir an der Graph sei sehr groB8. Er kann keine langen Pfade haben (wegen der
Unniitzer-Knoten-Regel). Dann muss es »viele Verzweigungen« geben und somit ein Gertist
mit vielen Blittern.
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10 Kernelisierung
10.2 Kernel
Beweisplan

Was wir zeigen missen

— Wir haben eine Graphen G mit mehr als N = 4(k+ 1)(k+2) gegeben.

— Weiter ist der Graph zusammenhéngend, hat keine Knoten mit hohem Grad und keine
unniitzen Knoten.

— Wir sollen zeigen, dass er ein Geriist 7 mit mindestens » > k Blittern hat.

Hauptwiderspruchsannahme
Das Geriist T mit der maximalen Anzahl Bldtter hat nur b < k Blditter.

Einige Beobachtungen zur Topologie von T.

Lemma: Das Puschel-Lemma
Ein Baum mit m Knoten vom Grad mindestens 3 hat mindestens m + 2 Bliitter.

Beweis. Per Induktion. O

Betrachten wir nun die Grade der Knoten von 7': Der Baum 7 hat N Knoten, aber nur b < k
Blitter. Nach dem Puschel-Lemma kann T nur b — 2 Knoten vom Grad 3 oder mehr haben.
Es miissen also fast alle (genau N — b+ 2 — b) Knoten von 7" Grad 2 haben. Wir halten fest:
Es gibt viel (= 4k*) Knoten im Baum 7', die Grad 2 haben.

Kanten im Baum versus Kanten im Graph.

Lemma: Das Blaue-Knoten-Lemma
Es gibt mindestens 3(k+ 1)(k+3) 4+ 2 Knoten in G mit:

1. In T haben sie Grad 2.
2. In G haben sie keine Kante zu einem Blatt von T.

Solche Knoten bezeichnen wir als blaue Knoten.

Beweis. Jeder Knoten in G hat ja Grad hochstens k — 1 (wegen der Hoher-Grad-Regel).
Folglich kann jedes der b < k— 1 Blitter von 7" mit hochstens k — 1 Knoten in G verbunden
sein. Es konnen also hochstens (k — 1)? ~ k? Knoten von G mit Blittern von T verbunden
sein; aber es gab ja 4k> Knoten, die in 7 Grad 2 haben. Damit bleiben etwa 4k> — k> = 3k>
Knoten iibrig, die blau sein miissen. (Ihre genaue Anzahl ist 3(k+1)(k+3)+2.) O

Visualisierung des Baumes und der blauen Knoten.

— Der Baum ist rot gezeigt, ebenso sein Blitter.
— Durchgezogene Kanten enden an einem Blatt, gestrichelte Kanten nicht.
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Welchen Grad konnen blaue Knoten haben?
Ein blauer Knoten hat (per Definition) Grad 2 in T, kann aber héheren Grad in G haben.
Definition

— Wir nennen einen blauen Knoten dunkelblau, wenn er Grad 3 oder mehr in G hat.

— Sonst nennen wir ihn hellblau (er hat dann Grad 2 auch in G.)

Lemma
Es gibt mindestens k — 2 dunkelblaue Knoten.

Beweis. Wir machen eine Nebenwiderspruchsannahme: Nehmen wir an, es gibe nur k — 3
dunkelblaue Knoten. Dann muss es 3(k+ 1)(k+3) +2 — (k — 3) hellbaue Knoten geben.
Aufgrund der Unniitzer-Knoten-Regel miissen alle hellblauen Knoten mit einem Knoten
vom Grad mindestens 3 in G verbunden sein. Nennen wir diesen Knoten den Partner des
hellblauen Knoten. Beispielsweise ist 7 ein Partner des hellblauen Knoten 6 im Beispiel
vorher. Partner kdnnen selber nicht hellblau sein (warum?). Aufgrund der Hoher-Grad-Regel
kann jeder Partner mit maximal k£ — 1 hellblauen Knoten in G verbunden sein. Es muss also
mindestens (3(k+1)(k+3)+2— (k—3))/(k—1) > 3k+ 1 Partner geben.
Was wir iiber Partner wissen:

— Keiner von ihnen ist ein Blatt von T' (da er mit einem blauen Knoten verbunden ist).
Jeder hat Grad mindestens 3 in G.
Es gibt mindestens 3k + 1 von ihnen.
Hochstens k — 3 von ihnen sind dunkelblau (die Nebenwiderspruchsannahme).
Da sie auch nicht hellblau sein, konnen hochstens k — 3 von ihnen blau sein.

— Also konnen hochstens k£ — 3 von ihnen Grad 2 in T haben.
Insgesamt erhalten wir, dass mindestens 3k + 1 — (k — 3) = 2k + 4 Knoten von T Grad 3
oder mehr haben. Nach dem Puschel-Lemma miisse 7 also mehr als k Blitter haben — ein
Widerspruch zur Hauptwiderspruchsannahme. U

Wo wir stehen.

— Es gibt mindestens k — 2 dunkelblaue Knoten v in G.

— Seien u und w die Nachbarn von v in 7. Sei weiter x ein weiterer Nachbar von v in G
(in T hat v nur zwei Nachbarn, in G aber mindestens 3).

— Betrachte einen Pfad von v nach xin 7.

— Dann muss fiir ein geeignetes v auf diesem Pfad ein Knoten y mit Grad 2 in T lie-
gen. (Sonst gibe es k — 2 innere Knoten in 7 vom Grad 3, was dem Puschel-Lemma
widersprechen wiirde.)

Wir kdnnen nun T modifizieren, um die Anzahl der Blitter zu erhohen:

— Fiige eine Kante zwischen v und x hinzu.

— Entferne die Kante zwischen y und seinem Kind.

Der modifizierte Baum hat dann ein Blatt mehr (ndmlich y), was der Hauptwiderspruchsan-
nahme widerspricht.

Wie man die Anzahl der Blatter erhoht

Vorher
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Ubungen zu diesem Kapitel

Nachher

Zusammenfassung dieses Kapitels

» Reduktionsregel

Eine Reduktionsregel fiir ein parametrisiertes Problem (L, k) ist eine Abbildung f € FP, so
dass fiir alle Worte w € ¥* gilt:

1. f(w) ist »keine Reduktion moglich« oder

2. weL < f(w)€Lund|f(w)| <|w|und x(f(w)) < x(w).

Kernelisierbar, Kernel

Ein Problem (L, k) heiBt kernelisierbar, wenn es eine Menge von Reduktionsregeln gibt,
die jede Eingabe w immer reduzieren auf ein Wort w’, dessen Linge nur vom Parameter der
Eingabe abhingt. Wir nennen w’ einen Kernel von w.

Satz
(L,x) € FPT genau dann, wenn (L, k) kernelisierbar ist.

Zum Weiterlesen

[1] R. G. Downey und M. R. Fellows, Parametrized Computational Feasibility, In Pro-
ceedings of Feasible Mathematics I, 219-244, Birkhduser, 1995.

Dieser Artikel stellt die Kernelisierung fiir das Bushy-Spanning-Tree-Problem vor. Man beachte
aber, dass sich dort ein kombinatorischer Fehler eingeschlichen hat.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 10.1  Kernelisierbare Problem sind in FPT, mittel
Zeigen Sie: Ist L rekursiv und kann (L, k) kernelisiert werden, so gilt (L, k) € FPT.
Tipp: Zeigen Sie, dass L entschieden werden kann in Zeit

Rohe Gewalt
—_——
o(1
o( W +g( hx() )
~—— ——
Kernelisierung Kernel-Grofe

fiir geeignete Funktionen g und A.

Ubung 10.2  Alle Probleme in FPT haben Kernel, schwer

Zeigen Sie: Wenn (L, k) € FPT, so kann (L, k) kernelisiert werden.

Tipp: Benutzen Sie folgende eigentlich reichlich nutzlose Reduktionsregel: Fiir Eingaben x mit |x|¢ <
f(x(x)) gib »keine Reduktion mdglich« aus und sonst 16se x direkt und gib ein festes Wort x| € L aus,
wenn x € L gilt, und sonst ein festes Wort xy ¢ L.
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Kapitel 11

Approximation

Lieber eine gute Losung als gar keine Losung

Lernziele dieses Kapitels

1. Grundbegriffe der Approximationstheorie kennen 1.1 Die Idee

2. Beispiele von Approximationsalgorithmen und
-klassen kennen

3. Entscheiden konnen, ob ein Problem
approximierbar ist

11.3.2 Bin-Packing
11.3.3 Vertex-Cover

Eine Menge Zeit und Geld in das Finden optimaler Losungen zu investieren, ist fiir viele
Probleme, mit Verlaub gesagt, bescheuert. Nehmen wir an, Sie sind die Logistikleiterin einer
Speditionsfirma (als Sie noch im Rahmen Ihres Informatik-Studiums in Vorlesungen wie
»Komplexititstheorie« saflen, hitten Sie sich nicht triumen lassen, eines Tages diesen Job
zu machen, aber was tut man nicht alles aus Liebe). Ihre Aufgabe ist es, tiglich moglichst
gute Touren fiir die Lieferwagen der Firma zu erstellen. Natiirlich war Thnen schon am ersten
Tag klar, dass dies ein NP-vollstindiges Problem ist; die Reduktion von EUCLIDEAN-TSP hat
Sie formlich angesprungen. Was also tun? Sich mit Fixed-Parameter-Algorithmen an die
Problematik machen? (Aber, was ist der Parameter?) Mehr Hardware kaufen?

Wenn man etwas dariiber nachdenkt, so stellt man schnell fest, dass es eine vollig falsche
Zielsetzung ist, das Speditionsproblem exakt 16sen zu wollen: Die Eingaben sind ja schon
mit reichlich Unsicherheit versehen (Entfernungen zwischen Orten sind sicherlich besten-
falls nur auf den Kilometer genau). Wer dann viel algorithmische Energie aufwendet, gefun-
dene Touren noch um ein paar Millimeter zu verkiirzen, hat das Problem nicht verstanden.
Es reicht vollig aus, eine Tour zu finden, die »fast« die kiirzeste ist; in der Realitét ist diese
vielleicht sogar kiirzer als eine vermeintlich »optimale«.

Leider konnte es ja schon ein schwieriges Problem sein, eine »fast« optimale Tour zu finden.
Um hieriiber eine sinnvolle Aussage treffen zu konnen, brauchen wir einen formalen Begriff
der »Approximierbarkeit« von Problemen. Und wo wir schon dabei sind, konnen wir gleich
mal ein paar Klassen definieren. Und Reduktionen. Oder vielleicht lieber doch nicht — Re-
duktionen zwischen Optimierungsproblemen sind definitorische Monster, weshalb wir uns
in diesem Kapitel lieber ein paar wichtige Approximationsalgorithmen genauer anschauen.

Inhalte dieses Kapitels

11.2 Der formale Rahmen

11.2.1 Optimierungsprobleme . . . . ... ..
11.2.2 Approximationsrate . . . ... ... ..
11.2.3 Klassen von Optimierungsproblemen

11.3 Konstante Approximation
11.3.1 Die Klasse APX . . ... ... .....

1134  Travelling-Salesperson . . . . . ... ..

114 Approximationsschemata
11.4.1 Die Klasse PTAS . . . . ... ... ..
11.4.2 Rucksack-Problem . . . ... ......

Ubungen zu diesem Kapitel
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1 Approximation
11.2 Der formale Rahmen

11.1 Dieldee

Die 80/20-Regel (Pareto-Regel).
Die 80/20-Regel ist eine angebliche empirische Beobachtung betreffend reale Projekte:

— In vielen Projekten werden 80% der Arbeit in 20% der Zeit erledigt.
— Dementsprechend verschlingen 20% der Arbeit 80% der Zeit.

Beispiel
Wenn Sie eine Abschlussarbeit schreiben, werden 80% des Textes recht schnell geschrieben
sein. Aber 80% der Zeit geht fiir die »Perfektionierung« drauf.

Beispiel
Wenn Sie ein Programm schreiben, sind 80% des Codes schnell geschrieben. Aber 80% der
Zeit geht dafiir drauf, dass der Code funktioniert.

Was uns die 80/20-Regel lehrt.
Auch wenn man an die 80/20-Regel nicht »glaubt« (ich tue es nicht), so lehrt sie uns doch
etwas Wichtiges:

— Oft ist es leicht, eine »80%-perfekte« Losung zu finden.
— Hieraus eine » 100%-perfekte« Losung zu machen, ist schwierig.

Dies ldsst sich auf Algorithmen iibertragen:

— Es kann leicht sein, eine »80%-perfekte« Losung zu finden.
— Es kann hingegen unglaublich schwierig sein, ein » 100%-perfekte« Losung zu finden.
(Na und?)

11.2 Der formale Rahmen

Der formale Rahmen der (algorithmischen) Apprxomiationstheorie.
Wir miissen zunéchst die folgenden Fragen beantworten:

— Was, genau, ist eine »80%-perfekte Losung«?

— Ist eine »70%-perfekte Losung« auch gut genug?

— Lassen sich Problem danach klassifizieren, »wie perfekte« Losungen wir schnell be-
rechnen konnen?

11.2.1  Optimierungsprobleme

Wiederholung von Optimierungsproblemen.
Definition: Optimierungsproblem
Sei X ein Alphabet. Ein Optimierungsproblem auf L* ist ein Tupel bestehend aus

1. einer Losungsrelation S C X* x ¥*,
2. einer Maffunktion m: S — N und
3. einem Typ ¢t € {min, max}.

Fiir eine Instanz x € £* und ein Paar (x,s) € S sagen wir, s sei eine Losung fiir x.

Das Maf} misst, wie »gut« eine Losung ist. Der Typ beschreibt, ob grole Mafzahlen oder
kleine Mafizahln »gut« sind.

Beispiel: MIN-VERTEX-COVER

Instanzen Ungerichtete Graphen G.

Lésungen S ist die Menge aller (kodierten) Paare (G, C), wobei C eine Knoteniiberdeckung
von G ist

MaB m(G,C) = |C]|.

Typ Minimierung.
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11.2.2 Approximationsrate

Losungen, optimale Losungen und approximative Loésungen.

Definition
Fiir ein gegebenes Optimierungsproblem (S, m, ) und eine Instanz x € £* sagen wir:
— s € L* ist eine Losung fiir x, wenn (x,s) € S.
Der Wert m(x,s) ist das Mafs der Losung s fiir x.
Eine Losung s fiir x ist optimal, wenn ihr Mafl minimal (fiir # = max entsprechend
maximal) ist unter allen Losungen fiir x.
Wir schreiben opt(x) fiir ihr MaB.
Die Giite (approximation ratio) einer Losung s ist der Quotient

max{m(x,s),opt(x)}
min{m(x,s),opt(x)}

ratio(s,x) =

Man beachte, dass ratio(s,x) > 1 immer gilt und ratio(s,x) = 1 genau dann, wenn s eine
optimale Losung ist.
Manchmal wird die Giite auch gerade als Kehrwehrt des obigen Wertes definiert.

Beispiel einer Instanz, einer Losung und ihrer Giite.
Man betrachte die folgende Lsung fiir das Knoteniiberdeckungsproblem (rote Knoten):

Die Instanz ist der Graph.
Die Losung ist die Knoteniiberdeckung (die Menge der roten Knoten).
Das May; dieser Losung ist 5 (Anzahl der Knoten).

Das optimale Maf3 ist 4, da es eine Knoteniiberdeckung der GrofB3e 4 gibt.
Die Giite der Losung ist deshalb 5/4 = 1,25.

11.2.3 Klassen von Optimierungsproblemen

Die Klasse der interessanten Optimierungsprobleme.

Bis jetzt haben wir keine besonderen Bedingungen an Optimierungsprobleme gestellt. Ins-
besondere konnten Losungen schrecklich grof3 und/ oder schrecklich schwierig zu iiberprii-
fen sein.

Wir wollen uns deshalb nur auf »sinnvolle« Probleme konzentrieren:

Definition: Die Klasse NPO

Ein Optimierungsproblem (S,m,?) ist in der Klasse NPO, wenn
— fiir alle (x,s) € S gilt |s| < [x|°() und
— S € P, das heifit, S ist in polynomieller Zeit entscheidbar.

Der Name »NPO« wird gleich noch klarer werden. Alle von uns betrachteten Approximati-
onsklassen werden Teilmengen von NPO sein.

Die Klasse der schnell |6sbaren Optimierungsprobleme.
Bevor wir die schwierigen Probleme betrachten, definieren wir zunihst die Klasse der schnell
optimal losbaren Optimierungsprobleme:
Definition
Ein Problem (S,m,t) € NPO ist in PO, falls
— eine Funktion f € FP existiert,
— so dass fiir alle x € X*, fiir die eine Losung s existiert,

- gilt (x, f(x)) € S und m(x, f(x)) = opt(x).

Oder kiirzer: Fiir Probleme in PO kann man optimale Losungen in polynomieller Zeit aus-
rechnen.

11-8

11-10

11-11
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Warum die Klassen PO und NPO so heil3en.

» Definition
Fiir ein Maximierungsproblem Q = (S, m, max) definieren wir die folgenden Entscheidungs-
probleme:

03501 = {x | es gibt eine Losung s fiir x},
Osol> = {(x,k) | es gibt eine Losung s fiir x mit m(x,s) > k}.

P Satz

. Fiir jedes Q € NPO gilt Q01> € NP.

. Fiir jedes Q € PO gilt Q01> € P.

. Fiir jedes L € NP gibt es ein Q € NPO mit L = Q341
. Fiir jedes L € P gibt es ein Q € PO mit L = Q34.

A W N =

Beweis.

1. Sei Q € NPO. Um Qg =~ € NP zu zeigen, rate bei Eingabe (x,k) eine Losung s und
tiberpriife, ob m(x,s) > k.

2. Sei Q € PO. Um Q1> € P zu zeigen, berechne bei Eingabe (x, k) eine optimale Losung
s und iiberpriife, ob m(x,s) > k.

3. Sei L € NP. Definiere Q wie folgt:

— Die Losungen s fiir ein x sind gerade die Zertifikate fiir x € L.
— Das Maf ist irrelevant (immer 1).

Dann ist Q € NPO und L = Q5.
4. Sei L € P. Definiere Q wie folgt:

— Falls x € L, dann ist » 1 « die einzige Losung fiir x; sonst gibt es keine Losung fiir x.
— Das Ma# ist irrelevant (immer 1).

Dann ist Q € PO und Q55 = L. O

11.3 Konstante Approximation
11.3.1 Die Klasse APX

Konstante Approximation.

P Definition
Sei r > 1 eine Zahl. Ein Problem (S,m,t) € NPO ist in r-APX, falls

— eine Funktion f € FP existiert, die Approximationsfunktion genannt,
so dass fiir alle x € ¥*, fiir die eine Losung existiert, gilt,

- (x,f(x)) € Sund

— ratio(x, f(x)) <r.
Offenbar gilt 1-APX = PO.

P Definition
APX = |, r-APX.
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11.3.2 Bin-Packing

Das Bin-Packing-Problem.

Copyright by S. Miller, Creative Commons Attribution 2.5 Copyright by Allan Patrick, Creative Commons Attribution-ShareAlike 3.0.

Das Bin-Packing-Problem lasst sich gut approximieren.

P Problem: MIN-BIN-PACKING

Instanzen Liste von ObjektgroBen (g1, ...,g,) und eine EimergroBe b (bin size).

Losungen Zuordnung von Objekten zu Eimern, so dass alle Eimer hochstens mit Objekten

einer Gesamtgrofie von b gefiillt sind.
MafB3 Anzahl der Eimer.

Typ Minimierung.

» Satz

v A W N =

A wWwoN

MIN-BIN-PACKING € 2-APX.

Ein Algorithmus flr das Bin-Packing-Problem.

First-Fit-Algorithmus

Jfori=1,2,3,....,ndo
for j=1,2.3 ... do
if Objekt i passt noch in Eimer j then
platziere Objekt i in Eimer j
break inner for loop and continue with next object

Zentrale Beobachtung: Fiir je zwei von First-Fit »angebrochenen« Eimer muss in einer op-

timalen Losung mindestens ein Eimer genutzt werden.
Hieraus folgt sofort, dass der Algorithmus eine 2-Approximation liefert.

11.3.3 Vertex-Cover

Der naheliegende Greedy-Algorithmus fiir das Knoteniiberdeckungsproblem.

Greedy-Vertex-Cover

while es gibt eine Kante im Graphen do
bestimmte einen Knoten v mit maximalem Grad
fiige v zur Knoteniiberdeckung hinzu
losche v aus dem Graphen

Satz
Der Algorithmus liefert keine konstante Approximationsrate.

Beweis. In Ubung 11.1 wird gezeigt, dass die Approximationsrate nur Inz ist (und folglich

nicht konstant).

O
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1118 Der Greedy-Algorithmus in Aktion.

Start 2 3

2,29,¢

@ ©
®O®O

11-19 Ein lacherlich einfacher Algorithmus.

Trivialer Algorithmus

while es gibt noch Kanten im Graph do

1

> wibhle eine beliebige Kante {u,v}

3 fiige u und v zur Knoteniiberdeckung hinzu
4 losche beide aus dem Graphen

» Satz

MIN-VERTEX-COVER € 2-APX via dem trivialen Algorithmus.

Zur Ubung
Beweisen Sie den Satz.

Keine besseren Approximationsraten sind bekannt (und es gibt gute Griinde zu glauben,
11-20 Der triviale Algorithmus in Aktion.
Start 1

o o [ o | @
& D @ @@@
e/a.'e OO OO OO

11.3.4 Travelling-Salesperson

11-21 Gute Nachrichten, schlechte Nachrichten.
p Problem: MiN-TSP

Instanzen Ein vollstindiger, gerichteter Graph und eine Gewichtsfunktionw: E — N—{0}
Lésungen Eine Tour (vi,v2,...,v,,vi) der Knoten (eine Permutation ohne den letzte Kno-
ten).
MaB Gewicht w(vy,vi) + >+, w(vi_1,v;) der Tour
Typ Minimierung

» Problem: MIN-A-TsP
Genau wie miN-Tsp, aber die Gewichtsfunktion muss der Dreiecksungleichung w(x,z) <
w(x,y) +w(y,z) gehorchen.
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Satz: Schlechte Nachrichten
MIN-TSP € APX genau dann, wenn P = NP.

Satz: Gute Nachrichten
MIN-A-TsP € 3/2-APX.

Beweis der schlechten Nachrichten.

Beweis der Nichtapproximierbarkeit. Eine Richtung ist einfach: Falls P = NP, so gilt PO =
NPO und somit MIN-TSP € PO C APX.

Fiir die andere Richtung sei miN-Tsp € APX. Sei A ein r-Approximationsalgorithmus fiir ein
festes r. Wir zeigen, dass dann HamiLTON € P. Bei Eingabe G = (V, E) betrachte folgende
Instanz fiir MIN-TSP:

— Der Graph G’ hat (wie G) die Knotenmenge V.
- Setze w({u,v}) =1, falls {u,v} € E, und w({u,v}) = rn+ 1 sonst.

Wir lassen nun A auf diesem Graphen laufen und akzeptieren das urspriingliche G genau
dann, wenn die ausgegebene Tour eine hamiltonsche Tour in G ist. Dies ist korrekt, denn:
Gibt es eine hamiltonsche Tour in G, so hat die optimale Tour in G’ Gewicht n. Also muss
A eine Tour mit Gewicht maximal rn ausgeben. Diese Tour kann also nur aus Kanten von G
bestehen. O

Der Algorithmus hinter der guten Nachricht: Christofides’ Algorithmus.

Christofides’ Algorithmus flr MiN-A-Tsp

input (G,w)
berechne ein minimales Geriist T von G
betrachte den Teilgraph H von G, der von den Knoten mit ungeradem Gradin T induziert
wird
berechne ein perfektes Matching M von H mit minimalem Gewicht
sei K die Vereinigung von T und M (als Graph mit Mehrfachkanten zwischen Knoten)
berechne eine Euler-Tour S von K
while S besucht einen Knoten v mehrfach do
sei (u,v,w) ein Tourstiick in S, wo v besucht wrid
ersetze es durch (u,w)

Lemma
Christofides’ Algorithmus liefert eine 3 /2-Approximation.

Beweis. Betrachte eine optimale Tour mit Gewicht x := opt(G, w). Wir analysieren zunéchst
das Gewicht des Geriistes T':

1. Entfernt man aus einer Tour eine Kante, so erhélt man ein Geriist (ein etwas merkwiir-
diges Geriist, aber ein Geriist).
2. Folglich ist das Gewicht des minimalen Geriistes echt kleiner als x.

Nun betrachten wir die Paarung M (matching):

1. Betrachte eine optimale Tour auf H.

2. Thr Gewicht ist hochstens x, da H induziert ist und die Dreiecksungleichung gilt.

3. Nun miissen entweder die ungerade oder die geraden Kanten auf der Tour ein Gewicht
von hochstens x/2 haben.

4. Folglich hat eine Paarung mit minimalem Gewicht auf H ein Gewicht von hochstens
x/2.

Dies zeigt, dass das Gewicht der Euler-Tour S hochstens 3x/2 ist. Die Schleife am Ende
verkiirzt dann die Tour nur noch. O
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11-24 Christofides’ Algorithmus in Aktion

Input graph Geriist

= N

2 °

Paarung (matching) der Knoten um ungeradem Grad Multigraph K

\

Euler-Tour Doppelte Besuche entfernen

\\

—>0 >

11.4 Approximationsschemata
11.4.1 Die Klasse PTAS

11-25 Noch besser als konstante Approximation: Approximationsschemata

— Fiir manche Probleme, wie MIN-VERTEX-COVER, kOnnen wir nicht unter eine bestimmte
Approximationsrate kommen (falls nicht P = NP).

— Fiir manche Probleme ist aber moglich, »beliebig gut« zu approximieren, also eine Ap-
proximationsrate von 1+ € fiir jedes € > 0 zu erreichen.

P Definition: Polynomialzeit-Approximationsschema
PTAS =, r-APX.

Man beachte: Die Entscheidungsvariante eines Probleme Q kdnnte NP-vollstindig sein, ob-
wohl Q € PTAS gilt. Der Grund ist, dass die Laufzeit exponentiell von 1/¢& abhdingen kann.
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114  Approximationsschemata 10
11.4.2  Rucksack-Problem
Das Rucksack-Problem. 11-26
4)
Ein Approximationsschema fiir das Rucksack-Problem. 11-27
P Problem: MAX-KNAPSACK
Eingabe Eine Folge (wy,...,w,) von Werten und eine Folge (g1,...,g,) von Gewichten
und ein Maximalgewicht m.
Losungen Eine Menge I C {1,...,n}, sodass ) ;. & <m.
MaB Die Summe ), w;.
Typ Maximierung
» Satz
MAX-KNAPSACK € PTAS.
Wiederholung aus Algorithmendesign: Das Problem lasst sich mit dynamischer 11-28

Programmierung I6sen
Schritt 1: Rekursion

1 function rucksack(wy, ... ,Wn,81,...,8n,m) : int
2 ifn=_0then
3 return 0
4 else
5 if m < g, then // Passt nicht?
6 return rucksack(wi, ..., Wn_1,81,---,8n—1,M)
7 else // Passt
8 return max{rucksack(wi,...,Wp—1,81,..,8n—1,m),
9 Wy + rucksack(wi, ..., Wy_1,81,- - ,gn,l,m—g,,)}
In Java:
int rucksack(int[] w, int[] g, int n, int m)
{
if (n == 0)

return O;
else if (m < g[n])
return rucksack (w,g,n-1,m);
else
return Math.max (rucksack (w,g,n-1,m),
w[n]+rucksack (w,g,n-1,m-g[n]));
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Wiederholung aus Algorithmendesign: Das Problem lasst sich mit dynamischer
Programmierung I6sen
Schritt 2: Memoization

boolean|[] [] cached;
int[][] table;
int rucksack(int[] w, int[] g, int n, int m)
{
if (!cached[m][n]) {
if (n == 0)
table[m] [n] = 0;
else if (m < g[n])
table[m] [n] = rucksack(w,g,n-1,m);
else
table[m] [n] = Math.max(rucksack(w,g,n-1,m),
w[n]+rucksack (w,g,n-1,m-g[n]));
cached[m] [n] = true;

}

return table[m] [n];

Wiederholung aus Algorithmendesign: Das Problem lasst sich mit dynamischer
Programmierung I6sen
Schritt 3: Als Iteration

int rucksack(int([] w, int[] g, int n, int m)
{
int[][] table = new int[m+1l] [n+1];

for (int k=0; k<=n; k++) {
for (int i=0; i<=m; i++) {

if (k == 0)

table[i] [k] = 0;
else if (i < g[k])

table[i] [k] = table[i] [k-1];
else

table[i] [k] = Math.max (table[i] [k-11],
wlk] + table[i-g[k]][k-11);
}
}

return table[m] [n];

— Das Rucksack-Problem kann in Zeit O(mn) gelost werden.
— Leider ist m eine bindr als Teil der Eingabe gegebene Zahl und folglich ist m potenziell
exponentiell grofs in Bezug auf die Eingabeldinge.

Wie wir die Laufzeit reduzieren.

Der Genauigkeitstrick
Da wir nur eine approximative Losung suchen, reicht es, nur die ersten paar Bits jeder Zahl
zu betrachten. Je genauer die Losung sein muss, desto mehr Bits muss man betrachten.

Das Approximationsschema

input (wi,...,wy),(g1,...,8n),mund €
k«1+1/¢
M <— maXx; w;
fori<+ 1tondo
Wi (i ]
return die Menge I, die der exakte Algorithmus bei (w',m) ausgibt
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Darstellung des Genauigkeitstricks.

Original-Eingabe

Wert 2501
2200

1234 1309 1310 1299 1250

g1=5 &2=8 g3=1 g4=2 g5=2 ge=5 g7 =3

Eingabe mit reduzierter Genauigkeit

Wert 25

22
12 I 13 13 12 12
g1=5 ©2=8 g=1 g4=2 g5=2 gs=5 g =3

Analyse des Approximationsschemas.

» Lemma
Der Algorithmus gibt immer eine Losung aus, deren Wert hochstens 1+ € vom Optimum

abweicht.

Beweis. Sei J eine Losung fiir die Originaleingabe und x = ) jesWi- Sei I eine optimale

Losung fir (w',m).

zxf%zx—x/k:x/(lJre). O
n

» Lemma
Der Algorithmus liuft in Zeit O(n?) fiir jedes feste €.

Beweis. Die n Zahlen, auf die der exakte Algorithmus aufgerufen wird, liegen alle zwischen
1 und O(n). O
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Zusammenfassung dieses Kapitels

11-34 » Approximationsrate
Ein Optimierungsproblem hei3t r-approximierbar, wenn ein Algorithmus fiir jede Eingabe
in polynomieller Zeit eine Losung der Glite hochstens r berechnen kann.

» Approximationsklassen

NPO

\4

APX

\4

3-APX

\4

2-APX

\4

1,5-APX

\4

1,01-APX

A4

PTAS

\4
PO

» Unterschiedliche Approximierbarkeiten
Falls P # NP, so gilt

— MAX-KNAPSACK € PTAS \ PO.
— MIN-VERTEX-COVER € APX \ PTAS.
— MIN-TSP € NPO \ APX.

Zum Weiterlesen
[1] Irit Dinur and Shmuel Safra, The Importance of Being Biased, In Proceedings of

STOC 2002, 33-42, 2002

Dies ist ein typischer Artikel zur (Nicht-)Approximierbarkeit. Es wird gezeigt, dass MIN-VERTEX-
COVER nicht besser als mit Rate 1,36 approximiert werden kann, wenn nicht P = NP. Dieses
Resultat baut auf dem pcp-Theorem auf, das in vielen Nichtapproximierbarkeitsresultaten ver-
wendet wird und das einen der am schwierigsten zu beweisenden Sitze der Komplexititstheorie
darstellt.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 11.1  Greedy-Heuristik fiir Vertex-Cover, schwer
Zeigen Sie, dass die Greedy-Heuristik von Seite 11-17 eine Worst-Case-Approximationsrate von ®(Inn)
hat. Zeigen Sie dazu:

1.

Fiir jedes n gibt es einen Graphen Gy, so dass der Greedy-Algorithmus einen Losung der Giite
Q(Inn) ausgibt.

Tipp: Wihlen Sie fiir G, einen bipartiten Graphen. Ein Ufer besteht aus n Knoten umfassen, die
eine Knoteniiberdeckung bilden (in einem bipartiten Graphen ist jedes Ufer eine Knoteniiber-
deckung). Das andere Ufer besteht aus N — 1 Blocken By, B, ..., By, wobei B; gerade |N/i]
Knoten hat und mit i Knoten im ersten Ufer verbunden ist.

. Zeigen Sie, dass der Greedy-Algorithmus immer eine Losung findet, die eine Giite von Inz hat.

Tipp: In einer optimalen Knoteniiberdeckung gilt: Ist d der maximale Grad, so muss die Uber-
deckung mindesten |E|/d < opt(G) Knoten enthalten (warum?). Wenn E; die nach Runde i ver-
bleibende Kantenmenge ist und d; der maximale Knotengrad nach Runde i, dann gilt |E; | <
IEl| —d; < |E| — |E| | 0pt(G) = |E|(1— 1/ opt(G)). Dies zeigt |E| < [E|(1—1/opt(G))'. Um
den Beweis abzuschlieBen, nutzen Sie (1 —x)" < e~ fiir ein geeignetes x.

Ubung 11.2  Optimierung versus Entscheidung, mittel
Zeigen Sie, dass NPO = PO genau dann, wenn NP = P.
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Die grol3e Welt des kleinen Platzes

Die Welt zwischen deterministischem und nichtdeterministischem logarithmischen Platz hat
mich schon immer fasziniert. Hier liegen viele Dinge anders als man es sonst im Komple-
xititszoo gewohnt ist.

Machen wir uns zunichst klar, wie wenig logarithmisch viel Platz wirklich ist. Bei Einga-
ben der Linge n haben wir O(logn) Bits an Platz zur Verfiigung. Das » O« verdeckt hier
eine Konstante, wir haben also genauer ¢ -log, n Bits zu Verfiigung fiir eine Konstante ¢, die
beispielsweise 3 sein konnte — dies ist durchaus typisch bei vielen Algorithmen. Wenn nun
unsere Eingaben 128 Bits lang sind, so haben wir 3 -log, 128 = 21 Bits an Speicher zur Ver-
fligung. Haben wir hingegen ein Terabyte an Daten (also etwa den Inhalt einer Harddisk),
so stehen 3 - log, (8 - 1024*) = 129 Bits zur Verfiigung — oder etwas mehr als zwei 64 Bit
Register. Haben wir schlieBSlich »das ganze Universum als Eingabe«, also jedes Atom des
Universums entweder eine 0 oder eine 1 speichert, so kdnnen wir 3 -log, (8- 108) ~ 807 Bits
oder dreizehn 64-Bit-Register nutzen. Noch einmal: Fiir Eingaben von der Gro8e des Uni-
versums brauchen Logspace-Algorithmen nie mehr als dreizehn 64-Bit-Register. Sie werden
zustimmen miissen, dass dies wahrlich ein kleiner Platzbedarf ist.

Eine andere Sicht auf logarithmischen Platz ist ebenfalls »erhellend«: Wenn man das Ar-
beitsband, auf dem ja clog, n Bits stehen, in ¢ Blocke von log, n Bits aufteilt, so kann jeder
Block genau eine Position in der Eingabe speichern. Dies ist kein Zufall: Man kann zeigen,
dass die Klasse L von in logarithmischem Platz akzeptierbarer Sprachen genau die Klas-
se aller Sprachen ist, die von 2-Wege-Mehrkopf-Automaten akzeptiert werden. Von diesem
Standpunkt aus mutiert logarithmischer Platz zu »Berechnungen, bei denen lediglich eine
feste Zahl an Zeigern auf der unverdnderlichen Eingabe deterministisch verschoben wer-
den«. Es erscheint dann schon ziemlich erstaunlich, dass man auf diese Art beispielsweise
das Erreichbarkeitsproblem in ungerichteten Graphen losen kann.

In diesem Teil sollen zwei zentrale Resultate liber logarithmischen Platz genauer untersucht
werden: Der Satz von Savitch und der Satz von Immerman-Szelepcsényi. Der Satz von Sa-
vitch ist recht einfach zu zeigen, hat aber wichtige und iiberraschende Konsequenzen (im
Wesentlichen, dass nichtdeterministischer und deterministischer polynomieller Platz das-
selbe sind). Der Satz von Immerman-Szelepcsényi ist wesentlich schwieriger zu beweisen
und hat ebenfalls iiberraschende Konsequenzen: Die kontextsensitiven Sprachen sind unter
Komplementbildung abgeschlossen. Beiden Resultate zeigen, dass Sétze iiber logarithmi-
schen Platz Anwendungen auflerhalb der Welt zwischen L und NL haben.
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12 Der Satz von Savitch

Kapitel 12

Der Satz von Savitch

Eine einfache Idee mit weitreichenden Folgen
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Im Jahre 1970 machte Walter Savtich eine unglaubliche Entdeckung: Um in einem Gra-
phen von einem Startknoten s zu einem Zielknoten ¢ zu gelangen, muss man einen Knoten v
durchlaufen, der (fast) die gleiche Entfernung von s und ¢ hat. Noch unglaublicher ist aller-
dings, dass man, um von s nach v zu gelangen, wiederum einen Knoten durchlaufen muss,
der etwa die gleiche Entfernung von s und v hat! Und das gilt auch fiir v und #! Und nun gilt,
dass jeder dieser vier Pfade wiederum einen Mittelknoten besitzen muss! (Wie bei so vielen
Entdeckungen in der Mathematik erscheinen diese immer reichlich trivial, wenn man sie
viele Jahre spiter in einem Lehrbuch liest wie diesem Text. Aber glauben Sie mir: Darauf
zu kommen ist alles andere als einfach.)

Savitch’ Beobachtung lisst sich leicht rekursiv formulieren: Jeder Pfad von s nach ¢ durch-
lauft einen Knoten v, der die gleiche Entfernung von s und ¢ hat (oder die Entfernungen
unterscheiden sich um genau 1), und dies gilt rekursiv dann auch fiir die Pfade von s zu v
und von v zu t. Hieraus entsteht ein Algorithmus (Savitch’ Algorithmus) fiir das Erreich-
barkeitsproblem, der (a) nur extrem wenig Platz bendtigt, da wir nur einen sehr kleinen
Aufrufstack speichern miissen, und (b) irrsinnig langsam ist.

Wirklich erstaunlich am Satz von Savitch ist allerdings nicht wie oben behauptet die dem
Algorithmus zugrundeliegende Beobachtung sondern die vielfiltigen Konsequenzen, die
er in scheinbar vollig anderen »Bereichen« der Theorie hat. Erstens folgt aus ihm, dass
nichtdeterministischer logarithmischer Platz in deterministischem Platz 0(10g2 n) enthalten
ist. Zweitens folgt aus ihm, dass nichtdeterministischer und deterministischer polynomieller
Platz gleich sind (!). Drittens werden wir ihn nutzen, um zu zeigen, dass eine Variante des
Erfiillbarkeitproblems vollstindig fiir PSPACE ist.
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12.1 Das Satz von Savitch

Ein netter Satz.

» Satz
REACH € SPACE(O(log” n)).

Der Beweis nutzt folgenden Algorithmus:

1 function isDistanceAtMost(G, s, 1, k) : boolean

> // Uberpriift, ob die Distanz von s nach t in G hochstens k ist

3 ifs=tthen//s undt sind gleich

4 return true

s elseif (s,t) € E then // Kante von s nach t

6 return true if k > 1, otherwise false

7 elseif k> 2 then

8 foreach v € V — {s,t} do // Suche »Mittelknoten«

9 if isDistance AtMost(G, s, v, | k/2|) = true then
10 if isDistance AtMost(G, v,t, [k/2]) = true then
11 return true
12 return false

Savitch’ Algorithmus in Aktion.

Ist die Distanz von s nach ¢ hbchstens 4?
Eingabe

@@@gcmm%>@@@é

d(s,1) < 4?2 d(s,t) < 42(s,v) < 2? d(s,t) < 4%(s,v) < 2!,
d(v,1) < 27

*338 °218 °gas

d(s,1) < 4%(s,m) < 2!, d(s,1) < 4%(s,vm) < 2!, d(s,1) < 4%(s,v;) < 2!,
d(v,1) < 22d(vy,v2) < 12 d(v,1) < 22d(n,v2) < 11, d(vi,1) < 22d(vi,v2) < 12
d(va,1) < 12

O

d(s,1) < 4%d(s,m) < 2!, d(s,1) < 4%(s,v) < 2!, d(s,1) < 4%(s,v;) < 2!,
d(vi,1) < 22d(v1,v2) < 11, d(v,1) < 22d(n,v2) < 12 d(vi,1) < 22d(vi,v2) < 12
d(vy,1) < 12

@@@gcmm%>@@@©

d(s,t) < 4%d(s,v) < 22 d(s,1) < 4%(s,v) <2%(s,va) < d(s,1) < 4%(s,v) < 22d(s,v2) <
12 11, d(va,v) < 12

*238 °228 *21s
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@@@gcmm>

d(s,t) < 42%(s,v1) <
1!, d(v2,v1) < 1!

@099

d(s,t) < 42d(s,v) < 2!,

O

22d(s,v2) < d(s,t) < 42d(s,v) < 2!,
dlvi,1) <27

@@@g

d(s,t) < 4%(s,v) < 2,
d(vy,t) <2%(vy, vz) <1? d(vi,t) < 2?d(v1,v2) <1?

18 19
d(s,t) < 42d(s,v) < 2!, d(s,t) < 42d(s,v) < 2?
d(vi,t) <2%(vi,v) < 1?7

21

Ox @
T

d(s,t) < 4%(s,v1) <22(s,v2) < d(s,t) < 4%d(s,vi) <22d(s,v2)
11, d(va,v1) < 12 11, d(va,v1) < 1

24 25
d(s,t) < 42(s,v) < 21, d(s,t) < 42%(s,v) < 21,
d(vi,1) < 22d(vy,v,) < 12 d(v,1) < 22d(v;,v2) < 17

27 28
d(s,t) < 42(s,v) < 2!, d(s,t) < 42(s,v) < 2!,
d(vi,t) <22(vi,v) < 1? d(vi,1) < 2%(vi,m) < 11

@@@é

d(s,1) < 4!

°999

d(s,t) < 4%(s,v1) < 2!,
d(vl 1) < < 2”d(v1,vz) <1?

@@@é

d(s,t) < 42(s,v1) < 2,
d(V[ t) <2 d(V[,Vz) <1
d(v2,1) < 1?7

ofclelo
®:0.0

d(s,1) < 4%(s,v1)
1?

@QQ@

d(s,t) < 4%(s,v1) < 21,
d(vi,t) <2?

26
d(s,t) < 4%(s,v1) < 21,
d(vi,1) < 22d(vy,v2) < 12

29
d(s,t) < 4%(s,v1) < 2,
d(vi,1) <2!

< 2%(s,m) <
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Beweis. Wir zeigen per Induktion, dass isDistance AtMost(G, s, #,k) = true genau dann gilt,
wenn dist(s,7) < k.

1. Fiir k£ < 1 ist die Ausgabe korrekt.

2. Fiir k > 1, betrachte einen kiirzesten Pfad von s nach ¢ der Linge x < k. Sei v der |x/2 -
te Knoten auf dem Pfad. Dann gilt dist(s,v) < |x/2]| < |k/2] und dist(v,1) < [x/2] <
[k/2]. Also gibt nach Induktionsvoraussetzung der Algorithmus »true« zuriick.

3. Gibt umgekehrt der Algorithmus »true« zuriick, so gibt es einen Knoten v mit dist(s, v) <
|k/2] und dist(v,2) < [k/2], was dist(s,7) < k zeigt.

Weiter gilt, dass der Algorithmus hichstens O(log® |V|) Platz braucht: In jedem rekursiven
Aufruf brauchen wir O(log|V|) Platz, um v und die Riicksprungadresse zu speichern. Die
Rekursionstiefe ist log |V|. Also benétigt der Call-Stack O(log® |V|) Bits an Speicher. [

12.2 Konsequenzen fir. . .
1221 NL

Das Verhaltnis von deterministischem und nichtdeterministischem logarithmischem
Platz.

Satz
REACH ist vollstindig fiir NL.

Zur Ubung
Skizzieren Sie den Beweis:

1. Warum gilt nochmal REacH € NL?
2. Zeigen Sie durch Bootstrapping, dass alle Sprachen A € NL sich auf REacH reduzieren
lassen.

Ein Folgerung aus dem Satz von Savitch

Folgerung
NL C SPACE(O(log*n)).

Nach dem Satz gilt also L C NL C L?. Geht’s auch besser? Gilt NL C SPACE (O(logl'9999 n)) ?
Dies ist mit das grofite offene Problem im Bereich der kleinen Platzklassen.

12.2.2 NPSPACE

Das Verhdltnis von deterministischem und nichtdeterministischem polynomiellen Platz.
Uberraschenderweise folgt aus dem Satz von Savitch auch etwas fiir polynomiellen Platz.
Der Grund ist, dass »Klasseninklusionen sich nach oben propagieren«:

Definition: Padding-Sprachen
Sei X ein Alphabet, das # nicht enthélt. Sei A C X*. Sei f: N — N. Dann ist die Padding-
Sprache pad;(A) C (2U {#})" die Sprache

pad(A) = {x#/ (") [ x € A}.

Mit anderen Worten: Wir hiingen jede Menge Hashmarks an die Worter von A an.

Lemma: Padding-Lemma
Sei A eine Sprache und f,g: N — N sinnvolle Funktionen. Dann gilt:

1. A € SPACE(g(n+ f(n))) <= pad (A) € SPACE(g(n)).

2. A € NSPACE(g(n+ f(n))) <= pad;(A) € NSPACE(g(n)).
3. AETIME(g(n+ f(n))) <= pad(A) € TIME(g(n)).

4. A ENTIME(g(n+ f(n))) <= pad/(A) € NTIME(g(n)).
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Beweis des Padding-Lemmas.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Behauptung, die anderen gehen sehr dhnlich. Wie zeigen
zwei Richtungen:

1. SeiA € SPACE(g(n+ f(n))) via einer Maschine M. Wir miissen pad ;(A) € SPACE(g(n))
via einer Maschine M’ zeigen. Bei Eingabe y = x#/ () simuliert M’ gerade M auf Einga-
be x und ignoriert die Hashmarks. Dies benétigt Platz g(|x| + f(|x])) und |x| + f(|x|) =
|y| ist gerade die Lénge unserer Eingabe.

2. Sei nun pad;(A) € SPACE(g(n)) via M’. Wir miissen zeigen, dass A € SPACE(g(n +
f(n))) via einer Maschine M. Bei Eingabe x hiingt M an x den String #/("l) an und
lisst M’ auf y = x#/ () laufen. Dann braucht M’ Platz g(|y|) = g(|x| + f(|x|)). Folglich
braucht die Simulation Platz g(n+ f(n)). O

Folgerungen aus dem Satz von Savitch und dem Padding-Lemma.

Folgerung
NSPACE(nk) C SPACE(n?*).

Beweis. Seien f(n) = 2" —nundg, (n) =lognund g»(n) =log® n. Dann gilt g| (n+ f(n)) =
n* und g(n+ f(n)) = n?*. Sein nun A € NSPACE(n¥). Nach dem Padding-Lemma gilt
pad;(A) € NSPACE(logn). Nach dem Satz von Savitch gilt pad ;(A) € SPACE(log® n). Nach

dem Padding-Lemma gilt A € SPACE(n%¥). O

Folgerung
NPSPACE = PSPACE.

12.2.3 PSPACE-Vollstandigkeit

Next-Generation-Erfullbarkeit.
Was unterscheidet eigentlich CIRCUIT-SAT und CIRCUIT-TAUT?

— Bei circurt-sart ist die Frage, ob eine Belegung existiert, so dass der Schaltkreis 1
ausgibt.
— Bei circurr-taur ist die Frage, ob jede Belegung den Schaltkreis zu 1 auswerten lasst.

Dies scheint auf eine allgemeinere Idee hinzudeuten: »Existiert« und »fiir alle« werden typi-
scherweise mittels Quantoren ausgedriickt. Allgemeiner wollen wir nun pro Eingabegatter
regeln, ob dort eine Belegung »existieren« muss oder »fiir alle« Belegungen dieses Gatters
etwas gelten muss. Wenn alle Quantoren 3 sind, so ergibt sich gerade circurT-saT; wenn alle
V sind, so ergibt sich CIRCUIT-TAUT.

Formale Definition des Quantified-Boolean-Circuit-Problems.

Definition: Schaltkreis mit Quantoren

Syntaktisch ist ein Schaltkreis mit Quantoren ein Schaltkreis mit Eingabegattern x1,. .., x,,
einem Ausgabegatter und einer Beschriftung, die jedem Eingabegatter einen der Quantoren
3 oder V zuordnet. Semantisch definieren wir induktiv, wann ein solcher Schaltkreis wahr
ist:

1. Wenn C keine Eingabegatter hat, so ist er wahr, wenn er zu 1 auswertet.

2. Wenn das erste Eingabegatter x; mit 3 beschriftet ist, so ist der Schaltkreis wahr, wenn
Cp oder C; wahr ist. Hierbei entsteht C; aus C, indem Gatter x; durch das i-Konstanten
Gatter ersetzt wird (und die Gatter neu nummeriert werden, so dass die Nummerierung
wieder bei 1 beginnt.)

3. Wenn das erste Eingabegatter x; mit V beschriftet ist, so ist der Schaltkreis war, wenn
sowohl Cy und C; wahr sind.

Die Sprache gBc ist die Menge aller wahren Schaltkreise mit Quantoren.
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@ Zur Ubung

O 00 N O U1 A W N =

Welche der folgenden Schaltkreise sind wahr (sind Element von @Bc)?

[<]
=

[<]
=

Das Satz von Savitch bildet den Kern der PSPACE-Vollstéandigkeit von gBc.
Satz

QBc ist vollstindig fiir PSPACE.

Beweis. Wir zeigen:

1. QBC € PSPACE.
2. QBcC ist schwer fiir PSPACE.

Inklusion von @Bc in PSPACE
Wir behaupten, dass QBc € PSPACE via:

Junction solveQBC (C) : boolean
// Gibt »true« zuriick, wenn C wahr ist
if C hat keine Eingabegatter then
return »true«, falls C zu 1 auswertet, sonst »false«
else
Co < C mit x1 substituiert durch das 0-Konstanten Gatter
C1 < C mit x1 substituiert durch das 1-Konstanten Gatter
bp < solveQBC(Cp)
by + solveQBC(Cy)
if die Beschriftung von x; ist V then
return by \ by
else
// die Beschriftung ist 3
return by \V by

Die Rekursionstiefe des Algorithmus ist linear. In jedem rekursiven Aufruf miissen wir nur
linear viel speichern. Insgesamt brauchen wir also quadratisch viel Platz.

Reduktion auf QBC.

Wir miissen nun zeigen, dass jedes Problem in PSPACE sich auf QBc reduzieren lisst. Dazu
reduzieren wir von SUCCINCT-REACH, von dem wir aus Ubung 12.1 schon wissen, dass es
PSPACE-vollstindig ist.

Lemma
log
SUCCINCT-REACH <;,° QBC.

Beweisskizze

Die Situation

Fiir die Reduktion sei C ein Schaltkreis, der einen Graphen G beschreibt mit zwei Knoten
s und ¢ darin. Die Frage ist nun, ob es einen Pfad von s nach ¢ gibt. Dazu sollen wir einen
Schaltkreis D mit Quantoren bauen, der genau dann zu wahr auswertet, wenn es den Pfad
gibt.
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Die Idee
Savitch’ Algorithmus auf G angewandt lautet wie folgt:

— Es gibt einen Pfad von s nach ¢, falls ein Knoten v existiert, so dass fiir beide Paare
(s,v1) und (v1,t) ein Pfad der halben Linge existiert.

— Fiir ein solches Paar (s',¢’) gibt es einen Pfad von s” zu ¢, falls ein Knoten v, existiert,

so dass fiir beide Paare (s',v) und (v,,t") ein Pfad der halben Linge existiert.

Fiir ein solches Paar (s”,¢) gibt es einen Pfad von 5" zu ¢, falls ein Knoten v3 existiert,

so dass fiir beide Paare (s ,v3) und (v3,t") ein Pfad der halben Linge existiert.

Es gibt einen Pfad von s/ zu ¢/ der Lange hochstens 1, falls es eine direkte Kante
zwischen ihnen gibt oder sie gleich sind.

Die Eingabe-Gatter

Der Schaltkreis D nutzt einen Block von 3-Gattern, um den Knoten v; zu »raten«. Es folgt
ein V-Gatter, das entscheidet, ob wir das erste oder das zweite Paar von (s,v;) und (vi,f)
tiberpriifen. Dann folgt in D wieder ein Block von 3-Gattern, um den Knoten v, zu »raten«.
Dann kommt wieder ein V-Gatter, das entscheidet, ob wir nun (s’,v;) oder (v,,t") weiter
iiberpriifen. Dann folgt in D wieder ein Block, um v3 zu raten, gefolgt von einem V-Gatter
und so weiter. Insgesamt gibt es (n+ 1)n Eingabegatter.

Der Uberpriifungsschaltkreis

»Nachdem alles geraten wurde«, muss nun tiberpriift werden, ob es eine Kante von 5"/ nach
""" gibt (oder diese identisch sind, was aber einfach ist). Wenn wir nun s’ und ¢~ »ken-
nen, so ist leicht zu iiberpriifen, ob es eine Kante in G gibt: Der Schaltkreis C beantwortet
genau diese Frage. Wir »bauen ihn also ein« in unsere Ausgabe.

Die Werte von 5"/ und """/ berechnen sich wie folgt: Wir beginnen mit dem Paar (s,#) und
wiederholen fiir aufsteigende i: Wenn das i-te V-Gatter 0 ist, ersetze die erste Komponen-
te im Paar durch v;, sonst ersetze die zweite durch v;. Diese Schritte konnen durch einen
»Auswahlschaltkreis o« erledigt werden.

Beispiel, wie die Reduktion arbeitet.

Beispiel: Eingabe fiir die Reduktion
Graph G:

Kodierender Schaltkreis C:
— C(000001) = 1, da es eine Kante 000 nach 001 gibt.

~ €(001000) =0

Beispiel: Von Savitch’ Algorithmus zu Schaltkreisen mit Quantoren

Schaltkreis mit Quantoren

1 0 0 1

Schritt in Savitch’ Algorithmus

d(s,1) < 42d(s,v1) < 21,
d(vi,t) <2%(vi,v) < 1?
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Satz von Savitch
REACH € SPACE(O(log2 n)).

Folgerung (oft auch Satz von Savitch genannt)
NL C 1.2

Folgerung
NPSPACE = PSPACE.

Folgerung
QBF ist PSPACE-vollstindig.

Zum Weiterlesen

[1] Walter Savitch, Relationship between nondeterministic and deterministic tape classes,
Journal of Computer System Sciences, 4(2):177-192, 1970

In diesem Artikel prisentiert Savitch seinen Algorithmus. Wie man sieht, ist der Artikel recht
»alt« und die »modernen« Begriffe wie logarithmischer Platz oder Logspace-Reduktionen waren
noch nicht entwickelt. Dementsprechend ist es reichlich schwierig zu verstehen, was eigentlich
in dem Artikel gezeigt wird, und erst recht, wie es gezeigt wird.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 12.1  Vollstdndigkeit von Succinct-Reach, mittel

Zeigen Sie, dass succINT-REACH vollstidndig ist fiir NPSPACE.

Tipps: succINcT-REACH € NPSPACE sieht man sehr leicht (raten Sie einfach einen Pfad).

Fiir die Reduktion, sei A € NPSPACE via M beliebig. Sei x eine Eingabe, die die Reduktion auf ein
y abbilden soll, das genau dann in succINCT-REACH liegt, wenn M das Wort x akzeptiert. Betrachten
Sie den Konfigurationsgraphen G von M bei Eingabe x. Man kann davon ausgehen, dass M genau eine
Start- und genau eine Endkonfiguration hat (warum?). Die Frage ist dann, ob es in G einen Weg von
einem bestimmten Knoten s zu einem Knoten ¢ gibt. Der Graph G wird sehr grof sein (wie grof3?),
aber er wird aber auch sehr regelmdfig sein. Insbesondere wird er so regelméBig sein, dass man mit
einem kleinen Schaltkreis entscheiden kann, ob es eine Kante von einer Konfiguration zu einer anderen
gibt. Dies wird dann genau der gesuchte Schaltkreis sein.

Ubung 12.2  Vollstindigkeit von QBF, mittel

Das Problem oBF verhilt sich zu QBc genau wie sAT zu cIRcUIT-SAT: Statt Schaltkreisen nutzen wir
nun Formeln. Im Detail ist QBF wie folgt definiert:

Definition: Quantified Boolean Formula Problem
Aussagenlogische Formeln mit Quantoren (die es in der Logik normalerweise nicht gibt) sind induktiv
wie folgt definiert:
— Jede aussagenlogische Formeln ist eine.
— Wenn ¢ eine aussagenlogische Formel mit Quantoren ist, so auch Ja(¢) und Va(¢), wobei a
eine aussagenlogische Variable ist.

Die Modellrelation ist wie folgt definiert: Sei ¢ eine aussagenlogische Formeln mit Quantoren und
B:V — {0,1} eine Belegung aller in ¢ vorkommenden Variablen (frei oder gebunden). Dann gilt

B E o, falls:
— Wenn ¢ keine Quantoren enthilt, so ist = ¢ wie iiblich definiert.
— Wenn ¢ = Ja(y), seien B; mit i € {0, 1} die Modifikationen von 3, bei denen B;(a) = i gesetzt
wurde. Dann gilt 8 |= @, falls fy = y oder B = .
- Fiir ¢ = Va(y) gilt B = o, falls sowohl By = v als auch ) = .

Die Sprache oBF enthilt alle aussagenlogischen Formeln mit Quantoren, die ein Modell haben.

Zeigen Sie, dass QBF vollstindig ist fiir PSPACE.
Tipp: Zeigen Sie QBC giﬁg QBF und QBF S%ﬁg QBC.
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Kapitel 13

Der Satz von Immerman-Szelepcsényi

Sehr, sehr genaues Zahlen
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Zu beweisen, dass etwas existiert, ist meist viel einfacher als zu beweisen, dass etwas nicht
exstiert. Um zu zeigen, dass saT € P, miissen Sie »nur« einen Polynomialzeitalgorithmus fiir
SAT angeben. Zu zeigen, dass kein solcher Algorithmus existiert, scheint schwieriger. Um
zu zeigen, dass eine Welwitschia mirabilis existiert, miissen Sie einfach eine Photographie
einer solchen Pflanze herumzeigen. Zu zeigen, dass weder die Hommingberger Geparden-
forelle noch Nessie existieren, ist schwieriger. Um zu zeigen, dass Gott existiert, miissen
Sie lediglich ein Wunder produzieren. Zu zeigen, dass er (sie? es?) nicht existiert, scheint
schwieriger.

In diesem Kapitel werden wir viel Energie darauf verwenden zu beweisen, dass bestimm-
te Knoten eines Graphen nicht erreichbar sind von einem bestimmten Knoten in einer be-
stimmten Anzahl Schritten. Es ist, wie oben beschrieben, ziemlich schwierig, Menschen
(oder nichtdeterministische Turingmaschinen) davon zu iiberzeugen, dass ein bestimmter
Knoten nicht erreicht werden kann von einem anderen Knoten. (Wie viel einfacher ist es da,
jemanden davon zu iiberzeugen, dass es einen Weg gibt: Man gibt ihn einfach an/rit ihn
nichtdeterministisch.)

An dieser Stelle kommt ein genialer Trick ins Spiel, den Immerman und Szelepcsényi un-
abhingig voneinander praktisch gleichzeitig entdeckt haben: Nehmen wir an, ich weif} ganz
sicher, dass von den 100 Knoten in einem Graphen ganz genau 42 erreichbar sind von einem
Startknoten aus. Um nun zu »beweisen«, dass ein bestimmter Knoten x nicht erreichbar ist,
zeigen wir, dass es Pfade von s zu 42 unterschiedlichen, anderen Knoten als x gibt. Dann ist
klar, dass es keinen Pfad mehr zu x geben kann.

Nun stellt sich als neues Problem natiirlich, wie wir herausfinden sollen, dass ausgerechnet
42 Knoten von s aus erreichbar sein sollen. Hier brauchen wir einen zweiten genialen Trick,
der als induktives Zihlen bekannt geworden ist: Die genaue Anzahl der Knoten mit Entfer-
nung hochstens d von s kann man berechnen, wenn man die genaue Anzahl von Knoten mit
Entfernung hochstens d — 1 von s kennt. Man beginnt hier mit k = 0 und der Anzahl 1 (s
selbst) und »zihlt dann induktiv«.

Lohn der ganzen Miihe ist dann der Satz von Immerman-Szelepcsényi, nachdem das Nicht-
erreichbarkeitsproblem fiir Graphen in NL liegt. Dieses Resultat hat eine ganze Reihe von
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Konsequenzen, die wir uns in diesem Kapitel auch ansehen werden.

13.1 Der Satz
13.1.1 Die Behauptung

Das Nichterreichbarkeitsproblem.
Die Sprache rReacH

Eingabe Ein gerichteter Graph G, zwei Knoten s und ¢.
Frage Gibt es einen Pfad von s nach #?

Die Sprache uNREACH

Eingabe Ein gerichteter Graph G, zwei Knoten s und 7.
Frage Gibt es keinen Pfad von s nach ?

Beispiel

€ UNREACH

©

Der Satz von Immerman-Szelepcsényi

Satz
UNREACH € NL.

Dieser Satz ist sehr {iberraschend, da die Definition von Nichtdeterminismus es ja nur leicht
macht zu beweisen, dass etwas existiert — und nicht, dass etwas nicht existiert. Wir brau-
chen daher fiir den Beweis eine Methode, um zu »zertifizieren«, dass kein Pfad zwischen
zwei Knoten existiert. Hierzu werden einige magische Tricks benétigt. Offiziell heiBlen diese
»induktives Zdhlen« und, in der fortgeschrittenen Form, »doppeltinduktives Zdhlen«.

Beweisplan.

— Der NL-Algorithmus fiir uNREAcH dreht sich hauptsidchlich um etwas ganz anderes:
Finde heraus, wie viele Knoten von s erreichbar sind in d Schritte fiir unterschiedliche d.
(Deshalb hei3t die Methode “induktives Zdhlen™.)

— Wenn wir diese Anzahl fiir ein d errechnet haben, so werden wir daraus die Anzahl fiir
d + 1 errechnen.

(Deshalb heif3t die Methode “induktives Zahlen™.)

— Die zentrale Frage ist dann natiirlich, wie das Wissen um die Anzahl der erreichbaren

Knoten uns hilft herauszufinden, ob ¢ von s aus erreichbar ist.

Einige Notationen.

Notation

G ist der gerichtete Eingabegraph.

s ist der Startknoten laut Eingabe.

t ist der Zielknoten laut Eingabe.

Fiir eine Entfernung d sei R; C V die Menge aller in maximal d Schritten von s erreich-
baren Knoten.

Offenbar gilt

- Ry = {S},
— Ry ={s}U{v | vist ein Nachbar von s},
- Rjy| = R = {v | vist erreichbar von s}.

Wir suchen nun Zertifikate fiir ¢ ¢ R..
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13.1.2 Den Richter (iberzeugen

Das schreckliche Verbrechen

Ein schreckliches Verbrechen wurde veriibt! Diebe sind in die Biiros des Instituts fiir Theore-
tische Informatik eingebrochen und haben ihre Rucksicke mit Theorieartikeln gefiillt. (Die
gestohlenen Artikel haben einen maximalen kumulierten Impact-Factor unter allen in den
Rucksack passenden Auswahlen an Artikeln, aber das wird im Folgenden irrelevant sein.)
Inspektor Closure von der Sonderkommission Elfenbeinturm versucht nun, die Diebe zu
fassen. Es gelingt ihm, eine Reihe von Verdichtigen zu ermitteln.

Die etwas Uberraschten Verdachtigen

e s eeeeele

Public domain, Tango Project

Die Verfahrensbeteiligten

Es gibt ein Verfahren, dem eine Richterin vorsitzt. Der Inspektor hat das Ziel, die Richte-
rin zu iliberzeugen, dass die Verdichtigen schuldig sind. Der Verteidiger hat das Ziel, die
Richterin von der Unschuld der Verddchtigen zu iiberzeugen.

Der Inspektor hat es leichter.

Wie der Inspektor die Richterin Gberzeugen kann

Um die Richterin zu iiberzeugen, dass ein bestimmter Verdéchtiger (zum Beispiel der dritte)
schuldig ist, lasst er dessen Wohnung durchsuchen und findet dort gestohlene Artikel, was
die Richterin iiberzeugt.

ceBeee@E@

Der Verteidiger hat es schwerer.

Fiir die Verteidigung ist es viel schwieriger, die Richterin von der Unschuld eines Verdich-
tigen vollkommen zu iiberzeugen. Werden bei der Wohnungsdurchsuchung keine Artikel ge-
funden, so iiberzeugt dies die Richterin nicht (die Artikel konnten woanders versteckt sein).
Natiirlich gilt »unschuldig bis zum Beweis der Schuld«, aber iiberzeugt von der Unschuld
ist die Richterin hierdurch noch nicht. Was kann die Verteidigung tun, um die Richterin
abschlieflend von der Unschuld eines Angeklagten zu iiberzeugen?

Warum die Anzahl der Diebe so nitzlich ist.

Nehmen wir nun an, eine Uberwachungskamera habe den Einbruch gefilmt. Da die Diebe
maskiert waren, erkennt man ihre Gesichter nicht, aber es ist vollkommen klar, dass es genau
drei Diebe waren. Diese Info ist sehr niitzlich fiir die Verteidigung:

Strategie der Verteidigung

Die Verteidigung bittet den Inspektor zu sagen, welche drei Verdéchtigten die Einbrecher
seien. Dann ldsst die Verteidigung die Wohnungen dieser drei durchsuchen. Nehmen wir an,
an allen drei Orten werden gestohlene Artikel gefunden:

HilN el it w PP

Da es genau drei Diebe gibt, wissen wir nun, dass alle anderen Verdichtigten keine Diebe
waren:

=) (=< 5555 = > (=<

Von Anwadlten und Inspektoren zu NL-Maschinen.
Sei d eine feste Zahl.

Die Verddichtigten entsprechen Knoten.

Die Diebe sind die Knoten in R;.

Die Unschuldigen sind die Knoten in V — R;.

Der Inspektor kann die Richterin von v € Ry iiberzeugen, indem er einen Pfad von s
nach v der Linge maximal d angibt.
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— Die Verteidigung kann die Richterin von v ¢ R iiberzeugen, indem sie Pfade von s zu
genau |Ry| unterschiedlichen Knoten (die alle nicht v sind) angibt, die alle maximale
Linge d haben.

Die Strategie der Verteidigung als Satz.

Definition
Sei M eine Turingmaschine mit Eingabeband, Ausgabeband und einem Wahlband. Wir sa-
gen, die Ausgabe von M ist einstimmig y, falls

1. fiir mindestens einen initialen Inhalte des Wahlbandes hélt M bei Eingabe x in einem
akzeptierenden Zustand an und y ist der Inhalt des Ausgabebands und

2. fiir jeden anderen initialen Inhalt des Wahlbandes gilt: hélt M bei Eingabe x in einem
akzeptierenden Zustand an, so ist y der Inhalt des Ausgabebandes.

Mit anderen Worten: Alle nichtdeterministischen Berechnungen von M brechen entweder
ab oder geben das gleiche y aus (und mindestens eine Berechnung bricht nicht ab).

Satz
Es gibt eine Logspace-Turingmaschine M mit Wahlband, so dass fiir alle Eingaben (G, s,t,
r,d) gilt:

1. Falls r = |Ry| und t € Ry, so gibt M einstimmt »Dieb« aus.
2. Falls r = |Ry| und t ¢ Ry, so gibt M einstimmig »unschuldig« aus.

Die Maschine hei3e »checkReachable«.

Beweis. Die Maschine funktioniert wie folgt: Das erste Symbol des Wahlbandes sagt der
Maschine, ob ein Beweis von »t € R;« oder von »t ¢ R;« folgt.

1. Im ersten Fall liberpriift M nun, ob der Rest des Wahlbandes ein Pfad von s nach ¢ der
Linge hochstens d ist und gibt »Dieb« aus, wenn dies der Fall ist.

2. Im zweiten Fall iiberpriift M, ob nun genau r Blocke der folgenden Bauart folgen: Jeder
Block ist ein Pfad der Linge maximal d von s zu einem Knoten, der nicht # ist und der
eine hohere Nummer hat als der Endknoten des vorigen Pfades. Ist dies der Fall, so gibt
M nun »unschuldig« aus.

Man beachte, dass es in beiden Fille (+ € R; und # ¢ R;) jeweils einen Inhalt fiir das Wahl-
band gibt, so dass eine Ausgabe gemacht wird und dass die Ausgabe einstimmig ist. U

Die Wahlbandinhalte an einem Beispiel
s

%90
@ O~

Beispiel: Beweis, dass b ein Dieb ist
Der folgende Inhalt des Wahlbandes sorgt dafiir, dass M bei Eingabe (G,a,b,3,2) »Dieb«
ausgibt:

§Dieb b via a,d,b §

Beispiel: Beweis, dass f unschuldig ist
Der folgende Inhalt des Wahlbandes sorgt dafiir, dass M bei Eingabe (G, a, f,3,2) »unschul-
dig« ausgibt:

1. Dieb a

2. Dieb b via a,d,b
3. Dieb d via a,d

121
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13.1.3 Die Richterin induktiv Giberzeugen

Wo wir stehen

Unser Ziel ist weiterhin, UNREACH € NL zu zeigen. Nehmen wir nun an, bei Eingabe (G, s,1)
kénnten wir r = |R.| berechnen. Dann konnen wir durch eine NL-Maschine genau die
(G,s,t) akzeptieren, fiir die t ¢ R gilt. (Wenn nidmlich die Maschine checkReachable
»Dieb« ausgibt, so verwerfen wir; gibt sie »unschuldig« aus, so akzeptieren wird. Eines
von beiden passiert immer.)

Was jetzt noch geschehen muss:

— Wir miissen offensichtlich noch r ausrechnen.
— Dabei ist es aber nicht notig, r deterministisch zu berechnen. Vielmehr reicht es doch,
r einstimmig durch eine Maschine M bei Eingabe (G, s,t) berechnen zu lassen.

Neues Ziel

Finde eine Logspace-Turingmaschine mit Wahlband, die bei Eingabe (G,s,?) einstimmig
|R~o| ausgibt.

Sippenhaft: Die Kinder der Diebe.

Was bekannt ist: Die Verddchtigen haben Kinder (etwas patchworkfamilienhaft)

=<\ (=< 5555 5 =) (=<

Wie man zeigen kann, dass ein Kind keine Diebe als Eltern hat.

Wie kann man die Richterin iiberzeugen, dass der zweite kleine Knoten kein Kind eines
Diebes ist? Man beweist, dass alle »Eltern« des zweiten kleinen Knotens keine Diebe sind.
Dafiir zeigt man (wie vorher), dass drei andere Knoten Diebe sind.

e OO eOe @

Die Sippenhaft als Satz.

Satz
Es gibt eine Logspace-Turingmaschine M mit Wahlband, die bei Eingabe (G,s,v,r,d) fol-
gendes leistet:

— Falls r = |Ry| und v € Ry 1, so gibt M einstimmig aus »v € Ry «.

— Falls r = |Ry| und v ¢ Ry 1, so gibt M einstimmig aus »v & Ry «.

Beweis. Wieder entscheidet sagt erste Symbol des Wahlbandes, welchen der beiden Fille
oben die Maschine M iiberpriifen soll.
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1. Im ersten Fall erwartet M auf dem Band einen Pfad von s nach v der Linge maximal
d+ 1 und gibt »v € R; |« aus, wenn sie einen solchen vorfindet.

2. Im zweiten Fall iteriert M iiber alle Vorgénger von v (also Knoten u, fiir die (u,v) eine
Kante in G ist). Fiir jedes u iiberpriife: Auf dem Wahlband kommen r Blocke, von
denen jeder ein Pfad der Lange maximal d zu einem Knoten mit groerer Nummer als
im vorherigen Block ist und keiner u ist. Wenn fiir jedes u solche r Blocke folgen, so
gibt M nun »v ¢ R, « aus. Dies ist korrekt, da alle Vorgénger von v Entfernung mehr
als d von s haben und v somit Entfernung mehr als d + 1 haben muss. O

Beispielinhalt des Wahlbandes fiir den zweiten Fall
S

®
@ -0

Beispiel: Beweis, dass f ¢ R3
Der folgende Inhalt des Wahlbandes »beweist« fiir die Eingabe (G,a, f,3,2), dass f ¢ R,
gilt:
Vorgdnger c ist unschuldig, da
1. a ist ein Dieb
2. b ist ein Dieb via a,d,b
3. d ist ein Dieb via a,d
Vorgdnger e ist unschuldig, da
1. a ist ein Dieb
2. b ist ein Dieb via a,b
3. d ist ein Dieb via a,d

Der induktive Schritt.

Wir wollen immernoch r = |R| bestimmen. Der Trick ist nun, dass wir nun fiird = 1,2, 3,
...,|V| die GroBen |R;| induktiv berechnen konnen. Mit unserem letzten Satz konnten wir
namlich schon fiir jeden Knoten v einstimmig bestimmen, ob v € Ry, 1 oder v ¢ Ry gilt,
wenn wir |R;| kennen. Dann ist es aber fiir jedes d leicht, mit einer weiteren Schleife tiber
alle Knoten in V zu iterieren und dabei zu zdhlen, wie viele davon in Ry liegen. Diese
Anzahl ist dann gerade |R;1].

Der induktive Schritt als Satz.

» Satz
Es gibt eine Logspace-Turingmaschine M mit Wahlband, die bei Eingabe (G, s,r,d) mit r =
|Ry| einstimmig |Ry11| ausgibt.

Beweis. In einer Schleife iteriert M iiber alle v € V und liest immer vom Wahlband einen
Beweis fiir v € Ry, oder fiir v ¢ R, 1. Am Ende wird die Anzahl der Knoten ausgegeben,
fir die ersteres der Fall war. O

1 function computeNextR (G, s, r,d) : integer
<0
Joreach v €V do
a < next symbol from the choice tape
if a =in then
// the choice tape claims that v € Ry . Verify this!
a < next symbols from the choice tape
if a is a path from s to v of length at most d + 1 then
rr+1
else
reject // the choice tape contents is flawed
else
// the choice tape claims that v & Ry.. Verify this!
Soreach u € {u| (u,v) €E} do
// Verify that u ¢ Ry
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Konsequenzen fir. . .

16 fori< 1tordo

17 a < next symbols from the choice tape

18 if a is no path to a new node other than u then
19 reject // choice tape contents is flawed

20  output v

13.1.4 Das induktive Zéhlen

13-22 Der komplette Algorithmus.
Wir kénnen nun aus |Ry| die Zahl |R; | errechnen. In einer Schleife konnen wir dann, mit
|Ro| = 1 beginnend, auch R., = Ry berechnen. Wir haben am Anfang schon gesehen, dass
wir dann entscheiden kdnnen, ob ein Knoten von s aus erreichbar ist oder nicht.

Algorithmus fiir Nichterreichbarkeit

r < 1// Nur s ist von s in 0 Schritten erreichbar

Joreach d < 0 to ndo
r < computeNextR(G, s, r,d)

if checkReachable(G, s, #,r) = unschuldig then
accept

else
reject

13.2 Konsequenzen fir. ..
13.2.1 NL

13-23 Nichtdeterministischer Platz ist unter Komplementbildung abgeschlossen.

» Satz
NL = coNL

Beweis.

1. Da rReAcH vollstindig ist fiir NL, ist sein Komplement UNREACH vollstindig fiir coNL,
der Klasse aller Komplemente von Sprachen in NL.

2. Nach dem Satz von Immerman-Szelepcsényi ist UNREACH € NL.

3. Hieraus folgt coNL C NL und aus Symmetriegriinden auch NL C coNL. O

» Folgerung
Die Logarithmische Hierarchie kollabiert auf die erste Stufe:

NL
NLUNLNEUNLNE T ..o = NL.

Beweis. Siehe Ubung 13.1. O
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13.2.2 Kontextsensitive Sprachen

Die kontextsensitiven Sprachen sind unter Komplementbildung abgeschlossen.

Satz
CSL = coCSL.

Beweis. Man kann zeigen, dass CSL = NLINSPACE = NSPACE(O(n)). Mit dem Padding-
Lemma zeigt man nun coNSPACE(O(n)) C NSPACE(O(n)) wie folgt:

1. Sei A € coNSPACE(O(n)).

2. Dann gilt pad ;(A) € coNSPACE(O(logn)) nach dem Padding-Lemma fiir g(n) = log, n
und f(n) =2"—n.

3. Dann gilt pad;(A) € NSPACE(O(logn)) nach dem Satz von Immerman-Szelepcsényi.

4. Dann gilt A € NSPACE(O(n)) nach dem Padding-Lemma. O

Zusammenfassung dieses Kapitels

Satz von Immerman-Szelepcsényi
UNREACH € NL.

Auch Satz von Immerman-Szelepcsényi
NL = coNL.

Induktives Zahlen

Der Beweis benutzt induktives Zdhlen, bei dem die GroBe |Ry4 1| einstimmig errechnet wird
aus dem Wert |R,]|.

Um hierbei zu zeigen, dass ein Knoten nicht erreichbar ist in d Schritten, gibt man |R;| Pfade
zu anderen Knoten der Entfernung maximal d an.

Folgerung
Das Komplement einer kontextsensitiven Sprachen ist kontextsensitiv.

Zum Weiterlesen
[1] Neil Immerman, Nondeterministic Space Is Closed under Complementation, SIAM
Journal of Computing, 17(5):935-938, 1988
[2] Robert Szelepcsényi, The Method of Forced Enumeration for Nondeterministic Auto-
mata, Acta Informatica, 23:279-284, 1988

In diesen beiden Artikeln, die unabhingig voneinander verffentlicht wurden, zeigen Immerman
und Szelepcsényi beide den Beweis.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 13.1 Die logarithmische Hierarchie kollabiert, schwer
Zeigen Sie, dass die logarithmische Hierarchie kollabiert, dass also

NLUNLM UNLM ... = NL.

Zur Erinnerung: Eine nichtdeterministische Orakelmaschine darf nur dann nichtdeterministische Ent-
scheidungen fillen (etwas von ihrem Wahlband lesen), wenn das Orakelband leer ist.

Tipp: Es reicht, NLNE = NL zu zeigen. Zeigen Sie dazu, wie eine NL-Maschine eine Orakelanfrage
an eine andere NL-Maschine simulieren kann. Der schwierige Fall tritt ein, wenn die Antwort an das
Orakel negativ ist. Nutzen Sie hierfiir den Satz von Immerman-Szelepcsényi.

Ubung 13.2  Erreichbarkeitsinvertierende Graphmodifikation, leicht

Zeigen Sie, dass es eine Funktion f € FL gibt, die jeden gerichteten Graphen G zusammen mit zwei
Knoten s und ¢ abbildet auf einen neuen Graphen G’ und zwei Knoten s’ und ¢/, so dass es genau dann
einen Pfad von s nach ¢ in G gibt, wenn es keinen Pfad von s’ nach ¢’ in G’ gibt.
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Ubung 13.3  Zusammenhand versus Unzusammenhang, mittel
Zeigen Sie, dass es eine Funktion f € FL gibt, die jeden gerichteten Graph G auf einen Graphen G’
abbildet, so dass G genau dann stark zusammenhingend ist, wenn G’ es nicht ist.

Tipp: Zeigen Sie, dass CONNECTEDNESS vollstidndig fiir NL ist und nutzen Sie dann die Funktion aus
Ubung 13.2.

Fiir die nichsten Ubungen brauchen wir eine Definition

Definition: Eindeutiger logarithmischer Platz (unambiguous logspace)

Sei M eine Turingmaschine mit Wahlband, die eine Sprache L = L(M) akzeptiert. Die Maschine heif3t
eindeutig (unambiguous), wenn fiir jede Einhabe hdchstens ein Wahlbandinhalt existiert, der M ak-
zeptieren ldsst. (Mit anderen Worten: Fiir x ¢ L gibt es keinen akzeptierenenden Pfad und fiir x € L
genau einen.)

Die Klasse UL enthilt alle Sprachen, die von einer eindeutigen logarithmisch platzbeschriankten Tu-
ringmaschine entschieden werden.

Offenbar gilt L C UL C NL.

Definition
Ein gerichteter Graph G = (V, E) hat die Eindeutiger-kiirzester-Pfad-Eigenschaft, wenn fiir alle u,v €
V, fiir die tiberhaupt ein Pfad von u nach v existiert, es genau einen kiirzesten Pfad von u nach v gibt.

Ubung 13.4 B&ume haben die Eindeutiger-kiirzester-Pfad-Eigenschaft, einfach

Zeigen Sie, dass Bdume die Eindeutiger-kiirzester-Pfad-Eigenschaft haben.

Ubung 13.5 Bestimmte Kreise haben die Eindeutiger-kiirzester-Pfad-Eigenschaft, einfach

Zeigen Sie, dass Kreise ungerader Linge die Eindeutiger-kiirzester-Pfad-Eigenschaft haben, Kreise
gerader Lidnge hingegen nicht.

Ubung 13.6 Doppeltes Zdhlen, schwer
Sei G ein Graph, der die Eindeutiger-kiirzester-Pfad-Eigenschaft hat. Sei s ein Knoten im Graph. Neh-
men wir an, wir kennen
1. die Zahl r = |Roo| an von s aus erreichbaren Knoten und
2. auchdie Zahl S = ZVGROO d(s,v) (die Summe der Distanzen von s zu allen von s aus erreichbaren
Knoten).

Geben Sie nun eine logarithmisch platzbeschrinkte Turingmaschine an, die fiir jeden Knoten ¢ ein-
deutig entweder

1. t ¢ Roo zeigt oder
2. t € Rxo zeigt. (Je nachdem, was nun gilt.)

Tipp: Um t ¢ Ro zu zeigen, iterieren Sie iiber alle v € R und lesen vom Wahlband den kiirzesten
Pfad von s nach v. Man zéhlt nun nicht nur die Anzahl dieser Knoten, sondern berechnet auch gleich
die Summe der Léangen dieser Pfade. Um zu garantieren, dass es einen eindeutigen Wahlbandinhalt
gibt, der t ¢ Roo zeigt, muss die Summe der gelesenen Pfade genau S sein.

Tipp: Fiir den Beweis von ¢ € R~ reicht es nicht, einen Pfad zu raten, da es viele Pfade geben kann.
Stattdessen benutze man denselben Algorithmus wie oben, nur mit einer anderen Akzeptanzbedin-

gung.

Ubung 13.7 Doppeltinduktives Zshlen, schwer

Zeigen Sie, dass das Erreichbarkeitsproblem eingeschrinkt auf Graphen mit der Eindeutiger-kiirzester-
Pfad-Eigenschaft von eindeutigen Logspace-Maschinen gelost werden kann.

Hint: Wenden Sie die Methode des doppelten Zihlens induktiv wie im Satz von Immerman-Szelep-
csényi an.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass man planaren Graphen immer so modifizieren kann, dass sie
die Eindeutiger-kiirzester-Pfad-Eigenschaft haben ohne die Erreichbarkeitsrelation zu @ndern. Hieraus
folgt, dass pPLANAR-REACH € UL gilt. Es ist keine bessere Schranke bekannt.



Teil VIII
Der Komplexitdtszoo

Teil VIII

Der Komplexitatszoo

Was gibt es schoneres, als eine Vorlesung mit einem Zoo-Besuch zu beenden? In den Ka-
piteln dieses Skriptes haben wir schon viele der merkwiirdigen Spezies kennen gelernt, die
den Zoo bevolkern, wir haben sie in ihrem natiirlichen Habitat studiert und gesehen, wie
sie sich in freier Wildbahn verhalten. Nun wird es Zeit, die vielen Probleme und Klassen in
etwas »geordneter« Weise zu besichtigen.

In einem Dutzend Kapiteln ist es nicht moglich, alle Resultate der Komplexititstheorie auf-
zuzeigen, ja iiberhaupt sie nur zu nennen. Auf Threr Tour wird Ihr Zoofiihrer auf eine Reihe
von Resultaten hindeuten, von denen Sie vorher noch nicht gehort haben. Nichtsdestotrotz
kann ich Thnen versichern, dass Sie am Ausgang des Zoos nicht einmal die Hilfte dessen
gesehen haben werden, was es alles zu entdecken gibt. Daher: Kommen Sie bald wieder!
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Kapitel 14

Der Komplexitatszoo

»Mama, schau mal, eine Baby-Polynomialzeitklasse«

Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels
1. Den Aufbau des Komplexititszoos kennen 14.1 Tour-Start 126
2. Probleme in die Klassen einordnen kénnen 1411 Kleine Klassen . .. ........... 126
14.1.2 Einfache Probleme . . . . .. ... ... 127
14.1.3 Ausblicke . . . ... ... ... ... .. 127
14.2 Die Hauptattraktionen 129
14.2.1 Klassen von 16sbaren Problemen . . . . 129
14.2.2 Gut l6sbare Probleme . . . . . ... .. 129
14.2.3 Ausblicke . . . ... ... ... ..... 130
14.3 Die Leviathane 131
14.3.1 GroBe Klassen . . . ... ........ 131
143.2 Schwere Probleme . . . ... .. .. .. 132
14.3.3 Ausblicke . . . ... ... ... ... .. 132

Die systematische Untersuchung dessen, was Computer konnen und was nicht, begann mit
Alan Turings Artikel iiber das Halteproblem. Zu einer Zeit, da man Computer noch gar nicht
bauen konnte, hat Turing bereits gezeigt, dass fiir bestimmte Probleme (eben das Haltpro-
blem) immer gelten wird »does not compute«. Dies was gleichzeitig die erste Klassifikation
eines Problems: Das Halteproblem ist kein Element der Klasse der rekursiven Sprachen.

Die urzeitliche Komplexitatswelt des Jahres 1936 war allerdings noch wiist und leer. Es gab
eine, vielleicht zwei Klassen: die rekursiven Sprachen und vielleicht noch die primitivre-
kursiven Sprachen. Die Theoretikerinnen und Theoretiker hatten dann knapp achzig Jahren
Zeit (und nicht nur sieben Tage), diese Welt reichlich zu bevolkern. Hunderte Klassen und
Tausende Probleme bevolkern das, was man allgemein den Komplexitdtszoo nennt.

In den vorigen Kapiteln haben wir bereits viele der Hauptattraktionen des Zoos bestaunen
konnen. Bei manchen von ihnen, wie NP oder sat, muss man Schlange stehen, so viele
Leute dringen sich um sie. Wie im echten Zoo verpasst aber ziemlich viel, wer sich immer
nur die Raubtiere und die Elefanten anschaut; schauen Sie sich doch mal eine Ausstellung
iiber Insekten an! Genauso haben NL oder succINCT-PARITY sehr spannende Aspekte, die
sich lohnen, genauer zu betrachtet werden.

Im diesem abschlieBenden Kapitel mochte ich Thnen eine gefiihrte Tour durch den Zoo ge-
ben. Die Tour wird mit kleinen Tierchen beginnen wie L, NL oder AC?. Wir kommen dann
zu den Arbeitstieren, die uns in der Praxis stindig begegnen: P, NC und Probleme wie Su-
chen oder Sortieren. Am Ende geht es dann zu den grolen Exemplaren (bei Kindern immer
sehr beliebt) wie NP und PSPACE. Den Leviathan der Komplexititstheorie, EXP, heben wir
uns fiir den Schluss auf.
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14.1 Tour-Start
14.1.1 Kleine Klassen

Der Start der Tour durch den Zoo. 14-4
Wir beginnen unsere Tour durch den Zoo mit den kleinsten Tieren: den »kleinen Klassen«

und »einfachen Problemen«.

Die folgenden Klassen enthalten Sprache, die gelost werden konnen von. ..

NC' Schaltkreisen der Tiefe O(login), polynomieller Grofle und konstantem Fan-In.

AC' Schaltkreisen der Tiefe 0(logi n), polynomieller GroBe und beliebigem Fan-In.
SPACE[O(1)] Turingmaschinen, die konstanten Platz bendtigen (endliche Automaten).
SPACE|[O(log'n)] Turingmaschinen, die (poly)logarithmischen Platz brauchen.
NSPACE|O(log' n)] nichtdeterministische Turingmaschinen, die (poly)logarithmischen Platz

brauchen.
Inklusionsbeziehung zwischen den kleinen Klassen. 14-5
NC = AC
\
NC?
v
AC!
\
NL :+CONL CFL
L
v
NC!
4
Ago REG
NC?
14.1.2 Einfache Probleme
Einige »einfache« Probleme 14-6

parITY Bitstrings, die eine ungerade Anzahl an Einsen enthalten.
paLINDROMES Palindrome.
pousLE WOrter der Form ww.
reacH Das gerichtete Erreichbarkeitsproblem.
ureacH Das ungerichtete Erreichbarkeitsproblem.
unreacH Das gerichtete Nicht-Erreichbarkeitsproblem.
connectep Die starkzusammenhidngenden Graphen.
pistance Das Entfernungsproblem fiir gerichtete Graphen.
upistance Das Entfernungsproblem fiir ungerichtete Graphen.
Tree Die ungerichteten, azyklischen, zusammenhéngenden Graphen.

2-coLoraBLE Die 2-firbbaren (=bipartiten) Graphen.

@ Zur Ubung
Fiir jedes Problem, finden Sie die kleinste Klasse, in die es gehort.
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14.1.3 Ausblicke

Ausblick 1: Logspace-Approximierbarkeit.

Genau wie fiir polynomielle Zeit kann man eine Theorie der Approximierbarkeit fiir die
Welt der kleinen Platzklassen entwickeln. Es ist aber zu beachten, dass diese Theorie vom
praktischen Standpunkt weniger wichtig ist, da alle im Folgenden betrachteten Problem in
NL liegen und damit sowieso recht »einfach« sind.

Beispiel

— Das Problem TOURNAMENT-DISTANCE ist vollstdndig fiir NL.
— Es gibt aber ein Logspace-Approximationsschema fiir die Optimierungsvariante.
— Das Problem TOURNAMENT-REACH liegt in ACY.

Hingegen gibt es kein Logspace-Approximationsschema fiir DISTANCE, es sei denn, L = NL.

Offenes Problem
Gibt es ein Logspace-Approximationsschema fiir UbISTANCE?

Ausblick 2: Universelle Traversierungsfolgen.

Definition: Traversierungsfolge

Eine Grad-d-Traversierungsfolge ist eine Folge von Zahlen aus {1,...,d}.

Fiir eine gegebene Folge f, einen Graphen G vom Maximalgrad d und einen Startknoten s
werden die folgenden Knoten von t besucht:

Zunichst gilt natiirlich v; = s als besucht..

Dann wird der f[1]-te Nachbar v, von v; besucht.
Dann wird der f[2]-te Nachbar v3 von v, besucht.
— Und so weiter.

Dabei sind die Nachbarn aller Knoten in einer festen Weise durchnummeriert. Hat ein Kno-
ten weniger Nachbarn als die Zahl f[i], so ist einfach v;y| = v;.

Beispiel
Die Grad-4-Traversierungsfolge 1,2,3,4,4,3,2. 1 besucht beim Knoten a startend die Kno-
tena,b, g, e, e, e, g¢C

P
o T T
bbb
@

Definition: Universelle Traversierungsfolge
Eine Traversierungsfolge f heif3t universell fiir eine Klasse C von Graphen, wenn fiir jedes
G € C die Folge alle Knoten in G besucht.

Man kann sich eine universelle Traversierungsfolge als den »ultimativen Touristenfiihrer«
vorstellen: Es enthilt eine Folge von Anweisungen der Form »geradeaus gehen« oder »scharf
links drehen«, so dass man damit vom jedem Startpunkt zum eigenen Hotel kommt in jeder
beliebigen (!) Stadt.

Satz

Es gibt eine Funktion f € FL, die fiir jedes n das Wort 1" auf eine universelle Traversie-
rungsfolge fiir die Klasse der ungerichteten zusammenhdngenden Graphen auf n Knoten
abbildet.

Folgerung: Satz von Reingold
UREACH € L.
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Ausblick 3: Schwere des Graphisomorphieproblems.

Das Graphisomorphieproblem wird allgemein als schwierig angesehen. Man geht zwar nicht
davon aus, dass es NP-vollstindig ist (dann wiirde die Polynomielle Hierarchie kollabieren),
jedoch hat es auch noch niemand geschafft, einen Polynomialzeitalgorithmus zu finden.
Erstaunlicherweise ist die (fast) beste untere Schranke fiir dieses Problem die folgende:

Satz
Gl ist schwer fiir NL.

Dieser Satz ist erstaunlich schwierig zu beweisen, da es sich als ausgesprochen schwer her-
ausstellt, algorithmische Probleme als Graphisomorphieprobleme zu kodieren.

14.2 Die Hauptattraktionen
14.2.1 Klassen von losbaren Problemen

Die Klassen der |6sbaren Probleme.
NC Probleme, die parallel in polylogarithmischer Zeit gelost werden konnen.
P Probleme, die in polynomieller Zeit gelost werden konnen.
BPP Probleme, die in randomisierter polynomieller Zeit gelost werden kdnnen.

QBP Probleme, die in polynomieller Zeit geldst werden konnen von einem Quanten-
computer.

Die Klasse BPP ist wie folgt definiert:

Definition: Polynomielle Zeit mit beschrénkter Fehlerwahrscheinlichkeit
Eine Sprache A ist in BPP, wenn eine Polynomialzeit-Turingmaschine existiert mit einem
Wahlband, so dass:

— Fiir x € A akzeptiert A fiir mindestens zwei Drittel aller moglichen Inhalte des Wahl-
bandes.

— Fiir x € A verwirft A fiir mindestens zwei Drittel aller moglichen Inhalte des Wahlban-
des.

Verhaltnis der Klassen.
QBP
BPP

NC

14.2.2 Gutlosbare Probleme

Wichtige »gut |6sbare« Probleme

prives Sprache der (Codes von) Primzahlen.
ractorizé Entscheidungsvariante des Faktorisierungsproblems.
cve Das Schaltkreisauswertungsproblem.
mon-cve Das monotone Schaltkreisauswertungsproblem.
ivverT Entscheidungsvariante des Matrixinvertierungproblems.
Lp Entscheidungsvariante des Losens von linearen Gleichungssystemen.

(Bei den »Entscheidungsvarianten« ist eine Bitposition Teil der Eingabe und die Frage ist,
ob die beschriebene Funktion an dieser Stelle eine 1 ausgibt.)

@ Zur Ubung

Fiir jedes Problem, finden Sie die kleinste Klasse, in die es gehort.
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14.2.3 Ausblicke

Ausblick 1: Derandomisierung

Randomisierte Maschinen nutzen (per Definition) ihre Wahlbénder als Quellen von Zufalls-
bits. Man kann dabei leicht sicherstellen, dass die Maschinen fiir die allermeisten Zufalls-
strings »korrekt« arbeiten, also Worter in der Sprache akzeptieren und alle anderen verwer-
fen.

Ziel der Derandomisierungstheorie
Modifiziere eine randomisierte Maschine so, dass sie nicht nur fiir »die allermeisten« son-
dern fiir »alle« Zufallsstrings korrekt arbeitet.

Vermutung
P = BPP.

Warum allgemeine Derandomisierung moglich erscheint.
Auch wenn nicht bekannt ist, ob BPP derandomisiert werden kann, scheint folgender Algo-
rithmus fiir alle Sprachen A € BPP via einer Maschine M vielversprechend:

input x
c+0
for i+ 1to |x|°M) do
r < pseudoRandomNumber (i)
run M on x and the string r on the choice tape
if M accepts x with this choice tape then
c+c+1
else
c+—c—1
if c > O then
accept
else
reject

Das Programm macht polynomiell viele Stichproben an pseudozufilligen Stellen. Darauthin
entscheidet es sich zwischen »akzeptieren« und »verwerfen« aufgrund einer Mehrheitsent-
scheidung. Die Ausgabe wire fiir wirklich zuféillige Stichproben immer korrekt. Nehmen
wir nun an, das Programm »funktioniert nicht«. Dann gilt:

— Der Zufallszahlengenerator produziert nicht wirklich zufillige Zahlen.
Probieren wir also einen anderen.
— Wenn der auch nicht funktioniert, noch einen anderen.
— Wenn der auch nicht, dann noch einen anderen; und so fort.

Falls kein Pseudozufallszahlengenerator funktioniert, so wissen wir, dass man keine wirklich
guten Zufallszahlen erzeugen kann.

Satz
Genau eine der folgenden Aussagen ist wahr:
1. P=BPP.

2. Es gibt keine guten Pseudozufallszahlengeneratoren.

Ausblick 2: Universelle Zufallsstrings

Zur Erinnerung: Randomisierte Maschinen verhalten sich fiir die allermeisten Zufallsstrings
korrekt (akzeptieren also Worter in der Sprache fiir die allermeisten und verwerfen alle an-
deren Worter fiir die allermeisten). Hieraus folgt natiirlich, dass bestimmte Inhalte des Wahl-
bandes bei »vielen Wortern« dafiir sorgen, dass sich die Maschine korrekt verhilt.

Definition: Universelle Zufallsstrings
Sei M eine Turingmaschinen mit Wahlband und sei A eine Sprache. Ein Wahlbandinhalt
¢ € {0, 1}™ heiBt universell fiir eine Wortlénge n und die Maschine M, wenn fiir alle x € X"
gilt:

— Wenn x € A, so M akzeptieren x fiir den Wahlbandinhalt c.

— Wenn x ¢ A, so M verwirft x fiir den Wahlbandinhalt c.

Mit anderen Worten: Ein universeller Zufallsstring ist ein einziger String, der denselben
»Effekt« hat wie die »Mehrheit aller wirklich zufélligen Strings«.
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Universelle Zufallsstrings existieren.

Satz

Sei A € BPP via M. Dann existiert fiir jede Wortldinge n ein universeller Zufallsstring fiir n
und M.

Folgerung
BPP C POLYSIZE. (Nichtuniforme Schaltkreise polynomieller Grofse.)

Beweis. Eine BPP-Maschine ist eine Polynomialzeitmaschine, die wir also mit polynomiell
groBen Schaltkreisen simulieren konnen, wenn wir den Inhalt des Wahlbandes festlegen. Da
unsere Schaltkreisfamilie nicht uniform sein muss, kdnnen wir einfach fiir jede Wortldnge
den universellen Zufallsstring »fest verdrahten«. O

Folgerung
Ldisst sich satT in randomisierter polynomieller Zeit entscheiden (sat € BPP), so kollabiert
die Polynomielle Hierarchie.

Beweis. Aus sat € BPP folgt NP C BPP C POLYSIZE, woraus saT € POLYSIZE folgt. O

14.3 Die Leviathane
14.3.1 Grol3e Klassen

Klassen schwieriger Probleme.

NP Nichtdeterministische polynomielle Zeit
coNP Komplemente von Sprachen in NP (nicht das Komplement von NP)
PN Erste A-Stufe der polynomiellen Hierarchie
PH Die Polynomielle Hierarchie
PSPACE Polynomieller Platz
E Linear-exponentielle Zeit
NE Nichtdeterministische linear-exponentielle Zeit
EXP polynomial-exponentielle Zeit
NEXP Nichtdeterministische polynomiell-exponentielle Zeit

EXPSPACE Exponentieller Platz

Beziehungen zwischen den grof3en Klassen.

EXPSPACE =+ NEXPSPACE
NEXP

v \
EXP NE
v v
PSPACE :+ NPSPACE E

PH
v

NPNP
¥

coNP NP

/PNP
\ .
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14.3.2 Schwere Probleme

Schwere Probleme

sat Das aussagenlogische Erfiillbarkeitsproblem.

taut Das aussagenlogische Tautologieproblem.

oBr Das aussagenlogische Erfiillbarkeitsproblem mit Quantoren.
succiNT-pARITY Knappes Paritatsproblem.
succint-rReacH Knappes Erreichbarkeitsproblem.
succint-saT Knappes aussagenlogisches Erfiillbarkeitsproblem.

cuioue Hat ein Graph eine Clique der GroB3e k?

exact-cLIQUE Hat die grofite Clique eines Graphen die Grofe k?

tsp Hat der Graph eine Rundreise vom Gewicht hochstens k?

exacr-rsp Hat die kiirzeste Rundreise in einem Graphen ein Gewicht von genau k?

2 Zur Ubung

Fiir jedes Problem, finden Sie die kleinste Klasse, in die es gehort.

14.3.3 Ausblicke

Ausblick: Extrem eingeschrankte Prover-Verifier-Protokolle

NP lasst sich mittels Prover-Verifier-Protokollen definieren: Hierbei ist Prover allmdchtig,
wohingegen Verifier sich in polynomieller Zeit entscheiden muss. Man kann nun tiberlegen,
ob man Verifier den Zugriff auf die Zertifikate einschréinken kann:

Definition

Eine Sprache A ist in (r(n),q(n))-PCP, wenn ein Prover-Verifier-Protokoll fiir A existiert,
wobei Verifier fiir ein Wort x und ein Zertifikat ¢ wie folgt arbeitet:

1. Verifier liest r(n) Zufallsbits von einem Wahlband.

2. Verifier errechnet nur aufgrund von x und den Zufallsbits Bitpositionen pi, ..., py(,)-
3. Verifier entscheidet dann in polynomieller Zeit, ob x € A gilt, wobei er neben x lediglich
die Bits ¢[p1], ..., ¢[pg(n)] kennt.

Der Verifier muss bei x ¢ A immer verwerfen und bei x € A fiir einen festen Anteil (wie »die
Hilfte«) aller Wahlbandinhalte akzeptieren.

Einfache Beobachtungen

Lemma: Kein Zugriff auf Zertifikate
7. (0,0)-PCP = P.
2. (O(logn),0)-PCP = P.
3. (n°1),0)-PCP = RP C BPP.

Lemma: Kein Zufall
7. (0,0)-PCP =P.
2. (0,0(logn))-PCP =P.
3. (0,n%0))-PCP = NP.

Lemma: Wenig Zugriff auf das Zertifikat
1. (O(logn),1)-PCP =P.
2. (O(logn),2)-PCP =P.

Das PCP-Theorem

Satz
(O(logn),3)-PCP = NP.

Der Beweis gehort zu den komplexesten in der gesamten Komplexititstheorie. Entscheidend
an diesem Satz ist, dass er viele Anwendungen in der Nichtapproximierbarkeitstheorie hat.
Beispielsweise folgt aus ihm, dass Clique sich nicht besser als mit Faktor n! ~¢ approximie-
ren lasst.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Die groBBe Anzahl an Klassen im Komplexititszoo ist ndtig, um die vielen in der Praxis
auftretenden Probleme sinnvoll zu klassifizieren.

2. Der Grundaufbau des Zoos ist gut verstanden.

3. Das P-NP-Problem ist zwar das bekannteste Problem, die in der Theorie wirklich inter-
essanten Probleme liegen aber oft abseits der Hauptattraktionen.
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