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Vorwort

In der Theoretischen Informatik geht es darum, sich nicht um a20-Gates kiimmern zu miis-
sen. Falls Sie das A20-Gate nicht kennen, so kann man dies zu einem nicht unerheblichen
Teil als Erfolg der Theoretischen Informatik werten:

Die Geschichte des A20-Gates beginnt mit dem beriihmten Ausspruch von Bill Gates (Microsoft-
Begriinder und einer der reichsten Menschen der Welt): »Man wird nie mehr als 640kB
Hauptspeicher benétigen. « Uberraschenderweise benétigte man dann doch mehr Hauptspei-
cher. Daraufhin entwarf Intel den 80286 Prozessor, den Nachfolger des 8086, der sehr zu-
kunftsorientiert bis zu 16MB ansprechen konnte. Dabei entstanden aber ein Problem: Der
8086 Prozessor konnte ja nur ein Megabyte ansprechen, aber aufgrund einer etwas aben-
teuerlichen Speicheradressierung es war moglich, Adressen zwischen 1MB und 1MB plus
64kB anzusprechen — die es physikalisch gar nicht gab und deshalb auf die ersten 64kB im
Speicher abgebildet wurden. Nun gab es tatsichlich auch einige (obskure) Programme, die
sich darauf verlassen haben und bei Adressen zwischen 1MB und 1MB plus 64xB stattdes-
sen die ersten Stellen im Speicher erwarteten. Beim 80286 konnte man aber so nicht mehr
weitermachen — schlieBlich war jetzt ja physikalisch bis zu 16MB mdoglich. Gelost wurde
da Problem auf eine originelle Art: Mittels des so genannten »a20-Gate« konnte man das
System anweisen, temporir die zwanzigste Adressleitung einfach fest auf O zu setzen — und
damit diesen wenigen Uraltprogrammen einen Uberlauf vorzugaukeln. Noch origineller war
der Umstand, das Management des A20-Gates dem Tastatur-Controller zu iiberlassen — weil
hier gerade noch Platz war. Da natiirlich auch 16MB nicht ausreichten, folgte dem 80286
der 80386, der die 32-Bit-Ara einliutete. Er brachte ein vollig neues (und viel besseres)
Speichermanagement mit, erlaubte aber auch noch den klassischen so genannten »real mo-
de«, in dem der 80286 emuliert wurde, der wiederum das A20-Gate benoétigte. Es folgte des
80486 und dann der 80586, der aber Pentium getauft wurde, da Intel damit scheiterte, sich
die Zahl 80586 als Handelsmarke zu schiitzen. Den grolen Wurf wollte Intel dann mit der
radikal neuen Itanium-Architektur schaffen — um aber alte Software weiter laufen zu lassen
spendierte Intel auf diesen Prozessoren in einer Ecke auf etwa 1mm? noch einen kompletten
Pentium-Emulator — selbstverstdndlich inklusive a20-Gate.

Moderne Prozessoren, aber auch Betriebssysteme und selbst moderne Programmierspra-
chen, sind voll von Wunderlichkeiten wie dem a20-Gate. Die Komplexitit eines modernen
Prozessors oder eines modernen Betriebssystems komplett zu verstehen ist praktisch nicht
mehr moglich. Das macht es auch unmoglich verldssliche Aussagen dariiber zu machen, was
ein konkretes System kann und nicht kann. Vor 20 Jahren konnte man noch im Handbuch
nachschauen, wie viele Taktzyklen ein bestimmter Befehl genau dauern wird — im Zeitalter
hyperskalarer Pipelines mit Translation-Lookaside-Buffern ein hoffnungsloses Unterfangen.

In der Theoretischen Informatik geht es darum, sich von allem Ballast zu befreien und sich
auf den Kern dessen zu konzentrieren, was einen Computer wirklich ausmacht. Deshalb
werden in der Theoretischen Informatik abstrakte und mathematische Modelle von Com-
putern untersucht und nicht konkrete Computer. Aus diesem Grund wird die Theoretische
Informatik haufig als »wenig praktisch« wahrgenommen — ein Vorwurf, der etwas ins Leere
lauft, da das ja gerade das Ziel ist.

Es gibt sehr viele unterschiedliche Dinge betreffend einen Computer, die man abstrakt und
mathematisch untersuchen kann. Uns wird in dieser Vorlesung zentral interessieren, wie
Computer ganz allgemein gesprochen rechnen. In dieser Vorlesung wird es um folgende
drei zentrale Fragen gehen:

1. Wie analysiert man Syntax?
Betrachten Sie bitte folgenden Programmtext:

int foo(int[] a ) {int u = a[0]; for (int i = 0; i<



a.length; i++)if(af[i] > u) u = ali]; return u;}

Sie haben den Programmtext nicht sofort verstanden? Dann geht es Thnen wie einem
Computer. Wir riicken Programmtexte gerne ein, um sie fiir Menschen besser lesbar
zu machen; aus Sicht des Computers sehen sie eher wie obiger aus. Genaugenommen
ist die Situation sogar noch schlimmer, aus Sicht des Computers dhnelt der Text eher
dgyptischen Hieroglyphen, schlielich versteht der Computer die Text erstmal nicht.
Der erste Schritt auf dem Weg zu einer Berechnung geht deshalb iiber die Syntax. Wir
miissen den Computer in die Lage versetzen, Programmtext {iberhaupt zu analysie-
ren, man spricht auch vom Parsen. Genau dieselben Ideen werden benutzt, um eine
HTML-Seite zu parsen oder auch um Benutzer-Eingaben zu validieren. Im ersten Teil
der Vorlesung wird untersucht werden, was sich ganz allgemein tiber dieses Parsen aus-
sagen lédsst. Insbesondere wird uns interessieren, was prinzipiell moglich ist und was
eher nicht.

2. Was ist berechenbar?
Wer ein wenig Erfahrung mit Programmieren hat, wird bestitigen konnen, dass sich
eigentlich jedes Problem mit einem Computer l0sen ldsst — es ist alles nur eine Fra-
ge des Programmieraufwands und der Rechenzeit. Beispielsweise ist die Simulation
des Weltklimas im Computer iiber die nichsten hundert Jahre derzeit noch nicht ex-
akt moglich — aber nicht etwa, weil man niemand wiisste wie man Algorithmen fiir die
Losung der Weltklima-Differentialgleichungen programmiert; das Problem ist einfach,
dass unsere Rechner nicht fett genug sind. Ebenso ist die Graphik in Computerspiele
derzeit eben doch nicht photorealistisch, aber wieder nicht, weil man nicht wiisste, wie
ein Radiocity-Render zu programmieren wire, sondern weil die Graphikkarten nicht
schnell genug sind.
Es gibt aber recht praktische Probleme, die sich prinzipiell nicht mit Computern l6sen
lassen. Das liegt nicht etwa daran, dass die Probleme zu unprizise wiren oder dass man
phantastisch viel Zeit brauchte, sondern daran, dass es prinzipiell nicht geht.

3. Wie schwierig sind Probleme?
Im letzten Teil der Vorlesung geht es um die Frage, wie effizient bestimmte Probleme
I6sbar sind. Klar ist, dass manche Problem leichter sind als andere (das Suchen in einer
sortierten Liste ist sicherlich einfacher als das Losen eines komplexen Differentialglei-
chungssystems). Man kann diese Intuition auch wieder exakter fassen, was uns in das
Gebiet der Komplexititstheorie fiihrt.
Quintessenz der Komplexititstheorie fiir den Hausgebrauch ist, dass man Probleme, die
NP-schwer sind, nicht effizient exakt 16sen kann und dass man fiir diese Probleme héufig
auf Heuristiken ausweichen muss. Ob ein Problem NP-schwer ist, sicht man entweder
durch scharfes Hinschauen oder man schaut in einer Tabelle nach.

Nach diesem Uberblick iiber die Inhalte der Veranstaltung wird es hdchste Zeit, sich den
Zielen zu widmen. Jedes Kapitel dieses Skripts entspricht in der Regel einer Vorlesungs-
doppelstunde und mit jedem Kapitel verfolge ich gewisse Ziele, welche Sie am Anfang des
jeweiligen Kapitels genannt finden. Neben diesen etwas kleinteiligen Zielen gibt es auch
folgende zentralen Veranstaltungsziele, zitiert aus dem Modulhandbuch:

1. Theoretische Grundlagen der Syntax und der operationalen Semantik von Program-
miersprachen kennen

2. Moglichkeiten und Grenzen der Informatik verstehen

3. Algorithmische Probleme modellieren und mit geeigneten Werkzeugen 16sen konnen

4. Algorithmische Probleme nach ihrer Komplexitit klassifizieren konnen

Das Wortchen »kdnnen« taucht bei den Veranstaltungszielen recht hiufig auf. Um etwas
wirklich zu kdnnen, reicht es nicht, davon gehort zu haben oder davon gelesen zu haben. Man
muss es auch wirklich getan haben: Sie konnen sich tausend FuBballspiele im Fernsehen
anschauen, sie sind deshalb noch kein guter Fulballspieler; sie konnen tausend Stunden
World of Warcraft spielen, sie werden deshalb trotzdem keinen Frostblitz auf Thren Professor
geschleudert bekommen.

Deshalb steht bei dieser Veranstaltung der Ubungsbetrieb mindestens gleichberechtigt ne-
ben der Vorlesung. Der Ablauf ist dabei folgender: In der Vorlesung werde ich Thnen die
Thematik vorstellen und Sie kénnen schon mit dem Uben im Rahmen kleiner Miniiibun-
gen wihrend der Vorlesung beginnen. Jede Woche gibt es ein Ubungsblatt, das inhaltlich zu



den Vorlesung gehort. Sie miissen sich die Ubungsblitter aber nicht »alleine erkimpfen«.
Vielmehr gibt es Tutorien, in denen Sie Aufgaben iiben werden, die »so &hnlich« wie die
Aufgaben auf den Ubungsblittern sind. Sie werden feststellen, dass die als »leicht« und in
der Regel auch die als »mittel« eingestuften Aufgaben mit der Vorbereitung im Tutorium in
der Tat mit vertretbarem Aufwand schaftbar sind. Ist eine Aufgabe »schwer, so ist es kein
Ungliick, wenn Sie diese nicht schaffen — probieren sollten Sie es aber trotzdem.

Ich wiinsche Thnen viel Spall mit dieser Veranstaltung.

Till Tantau
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Syntaxbeschreibung

Auch wenn die Bezeichnung »Computer« suggeriert, dass Computer zum Rechnen gedacht
seinen, istdie Syntaxanalyse eine ihrer Hauptbeschéftigungen. Ununterbrochen miissen Com-
puter Texte »lesen« und »verstehen, beispielsweise beim

— Abarbeiten eines Skriptes, beginnend mit dem Boot-Skript,
Einlesen des Quelltextes einer Webseite,

Ausfiihren des Lua-Skripts in einem Computerspiel,
Ubersetzen eines Programms,

Lesen einer Konfigurationsdatei,

Offnen und Speichern von Dokumenten,

Uberpriifung von Nutzereingaben, ...

Die Liste liefe sich endlos fortsetzen. Bevor wir uns im néchsten Teil dieser Veranstaltung
der Frage widmen, wie diese Syntaxanalyse algorithmisch funktioniert, miissen wir zunichst
ein wenig Ordnung in die Sache bringen.

Man wire schlecht beraten, wenn man fiir jede der obigen Aufgaben das Rad der Syntax-
beschreibung und -analyse neu erfinden wiirde. Vielmehr ist es wiinschenswert, die immer
gleichen Syntaxprobleme einheitlich zu beschreiben, damit man sie spéter auch einheitlich
16sen kann. Genau darum geht es in diesem ersten Teil: Wie beschreibt man Syntax mog-
lichst einheitlich?
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Kapitel 1
Alphabet, Wort, Sprache

Eine einheitliche Sicht auf die Problem dieser Welt

1-2
Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels
1. Mathematische Objekte als Worte kodieren kdnnen 11 Zur Einstimmung 5
2. Entscheidungsprobleme als Sprachen formalisieren ) o
Kénnen 1.2 Wie formalisiert man Probleme? 7
3. Grundoperationen auf Sprachen anwenden konnen 121 Problerlmnstanzen sind Worte . .. . .. 7
1.2.2 Operationen auf Worten . . . . . . ... 9
1.2.3 Probleme sind Sprachen . . . . ... .. 10
124 Operationen auf Sprachen . . . . . . .. 11
Ubungen zu diesem Kapitel 13

Jeder, der schon einmal versucht hat, einen ssa-Tunnel korrekt zu konfigurieren oder das
Loschen aus einem avi-Baum in C zu implementieren, wird folgender empirischen Beob-
achtung uneingeschrinkt zustimmen: »Computer sind dafiir da, Probleme zu 16sen, die man
ohne sie nicht hitte.« In diesem Kapitel geht es darum, »Probleme« formal zu fassen, um
sie einer formalen Analyse (sprich: mathematischen) zuginglich zu machen — unabhingig
davon, ob wir das Problem nun auch ohne Computer hitten oder nicht.

Es hat sich herausgestellt, dass sich der Begriff der formalen Sprache besonders gut eignet,
um Probleme in ganz allgemeiner und trotzdem einfacher Art zu beschreiben. Historisch
kommt der Begriff aus der Linguistik (wenig tiberraschend) und bei »Sprache« denkt man im
Allgemeinen eher nicht an »Probleme« (bei »Fremdsprache« hingegen schon eher). Lassen
Sie sich von dem Begriff nicht irritieren: Immer wenn in diesem Skript von »Sprache« die
Rede ist, konnte genausogut »Problem« oder »Problemstellung« stehen — in der Theorie ist
es aber einfach iiblich, von Sprachen zu sprechen. In der Datenbank-Theorie heilen Sprachen
iibrigens »Boolean queries«, was auch nicht wirklich besser ist.

1.1 Zur Einstimmung

Welche Informatik-Probleme umranken einen Programmtext?
Ein zentraler Bestandteil der Informatik ist die Untersuchung von Programmtexten wie dem
folgenden:

for (int 1 = 1; i < 1000000000; i++) {

int n = i;

while (n != 1)
if (n $ 2 ==0) n=n / 2;
else n = 3*%n + 1;

Es gibt viele Aspekte/Fragestellungen/Probleme, die man bei diesem Programmtext unter-
suchen kann:

— Ist das Programm syntaktisch korrekt?

Worum
es heute
geht
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— Was macht das Programm?

% Zur Diskussion
Welche weiteren Fragestellungen fallen Thnen ein?

Was ist eine »Fragestellung« oder ein »Problem« im Informatik-Kontext allgemein?

— Das Wort »Problem« ist eine nicht ganz gliickliche Ubersetzung des englischen »pro-
blem«. Exakter, aber auch nicht viel besser, wiren »Aufgabe«, »Aufgabenstellung« oder
»Problemstellung«.

— Generell geht es darum, zu vielen unterschiedlichen so genannten Probleminstanzen,
kurz Instanzen, jeweils eine Losung zu finden.

Unterscheiden kann man Probleme zuniéchst grob danach, welche Art von Probleminstanzen
und Losungen moglich sind.

Méogliche Probleminstanzen

— Zahlen und Zahlentupel
— Formeln

Graphen

— Texte

Maogliche Lésungen

— »Ja«/»Nein«

Zahlen und Zahlentupel
— Texte

Belegungen

Instanz- und Losungsarten einiger Informatik-Probleme.

Beispiel: Das Sortier-Problem

Instanzen Tupel von Zahlen
Losungen Tupel von Zahlen

Beispiel: Das Primzahl-Problem

Instanzen Zahlen

Losungen »Ja«/»Nein«

Beispiel: Das E-Mail-Adressen-Problem

Instanzen Texte

Losungen »Ja«/»Nein«
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1.2 Wie formalisiert man Probleme?

Auf dem Weg zum formalen Problem.

— Es gibt sehr viele mogliche Arten von Instanzen und Lésungen.

— In der Theoretischen Informatik mochten wir moglichst allgemeine Aussagen machen —
es wire unschon, wenn wir jeden Satz fiir jede Art von Instanzen neu beweisen miissten.

— Fiir die Theorie brauchen deshalb eine moglichst einfache Art von Instanzen, mit der
sich trotzdem alle Probleme beschreiben lassen.

1.2.1 Probleminstanzen sind Worte

Wie kodiert man Probleminstanzen?

— Es gibt viele Arten von Probleminstanzen: Zahlen, Tupel, Texte, Graphen, Matrizen,
etc.

— Wie schon Alan Turing feststellte, miissen aber all diese Probleminstanzen letztendlich
irgendwie aufgeschrieben werden.

— Es liegt folglich nahe, nur noch Texte als Probleminstanzen zuzulassen — alles andere
muss dann eben als Text aufgeschrieben werden.

Beispiel: Zahlen als Texte

— Aus der Zahl »eine Million« wird die Zeichenfolge 1000000.
— Aus der Zahl »drei Halbe« wird die Zeichenfolge 1. 5.

Zur Diskussion
Machen Sie Vorschlige, wie man die Zahlen »ein Drittel«, »Wurzel aus Zwei« und »Pi«
kodieren konnte.

Beispiel: Zahlentupel als Texte

— Aus dem Paar (3,2) wird die Zeichenfolge (3,2) oder alternativ 3#2.
— Aus dem Tupel (1,100,0,0) wird die Zeichenfolge (1,100, 0, 0) oder alternativ
1#1004#0#0.

Beispiel: Graphen als Texte
Aus dem Graphen

(a—®)
‘@

wird

<graph>
<node name="A"/>
<node name="B"/>
<node name="C"/>
<node name="D"/>
<edge nl="A" n2="B"/>
<edge nl="A" n2="D"/>
<edge nl="B" n2="D"/>

</graph>
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Die Formalisierung von Worten |

» Definition: Alphabet
Ein Alphabet ist eine nichtleere endliche Menge. Die Elemente eines Alphabets heilen Sym-
bole.

— Zum Aufschreiben von Alphabeten benutzt man in der Regel lateinische Grobuchsta-
ben wie A, N oder T oder griechische wie X oder I'.

— Beispiele von wichtigen Alphabeten sind das binére Alphabet {0, 1}, das genetische Al-
phabet {a,c,g,t}, das Dezimalalphabet {0,1,2,...,9}, der ascu-Code oder der uni-
CODE.

— Auch das Leerzeichen oder Blanksymbol ist ein mogliches Symbol, beschrieben U] oder
auch manchmal f3.

Alphabete in der Praxis
Alphabete in XML

— Die Strukturierungssprache xmL wird weltweit eingesetzt — und es gibt viele Alphabete
auf der Welt.

— Der xmL-Standard erlaubt es uns deshalb anzugeben, welches Alphabet wir nutzen wol-
len.

— Das verwendete Alphabet heif3t allerdings Encoding. In folgendem Beispiel ist das Al-
phabet X gerade gleich UNICODE.

<?xml version="1.0" encoding="utf-8"?>
<rezept name="Kaiserschmarrn">

<zutat> 150g Mehl </zutat>

<zutat> 1/81 Milch </zutat>

<zutat> 3 Eier (getrennt) </zutat>

<zutat> Puderzucker und eine Prise Salz </zutat>
</rezept>

Die Formalisierung von Worten ||
P Definition: Worte

— Ein Wort iiber einem Alphabet ist eine endliche Folge von Symbolen aus dem Alphabet.
— Das i-te Symbol eines Wortes w bezeichnen wir mit w(i].
— Die leere Folge bezeichnen wir mit A.

Bemerkungen:

— Andere Bezeichnungen fiir Worte sind »Zeichenkette« oder »String«.

— »Zweidimensionaler Text« ldsst sich auch leicht als Wort darstellen, wenn ein speziel-
les »Zeilenumbruchzeichen« benutzt wird. (Leider sind sich Windows und Unix nicht
einig, welches dies sein sollte. . .)

— Das Wort [J, das nur aus einem Blanksymbol besteht, hat die Ldnge 1. Das Wort A hat
hingegen die Linge 0.

Worte in der Praxis

Worte in XML

— Ein komplettes xmL-Dokument ist ein einziges Wort.
— Der folgende Programmtext hat als »Wort« 226 Zeichen, inklusive 6 Zeilenendezeichen:

<?xml version="1.0" encoding="utf-8"?>
<rezept name="Kaiserschmarrn">

<zutat> 150g Mehl </zutat>

<zutat> 1/81 Milch </zutat>

<zutat> 3 Eier (getrennt) </zutat>

<zutat> Puderzucker und eine Prise Salz </zutat>
</rezept>
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Mengen von Worten bestimmter Ldngen
Die Ldnge eines Wortes ist von zentraler Bedeutung in der Theorie: Je Ldnger ein Wort,
desto mehr Ressourcen werden in der Regel fiir seine Verarbeitung benotigt.

P Definition: Lange eines Wortes
Die Linge eines Wortes w bezeichnen wir mit |w|.
P Definition: Mengen von Worten bestimmter Lange
Sei X ein Alphabet und n € N. Wir benutzen folgende Notationen:
Notation Bedeutung

L Menge aller Worte iiber ¥

P Menge der Worte in X* der Linge n

L Menge der Worte in £* der Lange hochstens n
r2r Menge der Worte in £* der Lange mindestens n

Von der Zahl zum Wort und zurtick
Wir haben schon gesehen, dass man Zahlen sehr einfach als Worte {iber dem Alphabet
{0,1,2,...,9} ausdriicken kann. Es geht aber auch umgekehrt:

P Definition: Worte als Zahlen

Sei X ein Alphabet mit maximal neun Zeichen.

— Dann kénnen wir mittels einer injektiven Funktion1: X — {1,...,9} die Zeichen »durch-
nummerieren«.

— Jetzt kann man jedes Wort w liber dem Alphabet leicht als Zahl darstellen: Aus abacba
wird

TIPPTY
olololololom

Die Abbildung von Wort zu Zahl kann man auch schreiben als Injektion x: £* — N
mittels k(w) = S0 1 (wljw] — ) - 107,

Worte oder Zahlen?

— Man kann sich aussuchen, ob man lieber Worte oder lieber Zahlen zur Kodierung von
Instanzen benutzen wollen.

Die Anfinge der Theorie in den 20er und 30er Jahren des letzten Jahrhunderts gingen
von Mathematikern und insbesondere Logikern aus, die lieber mit Zahlen gearbeitet
haben.

Zahlen sind natiirlich auch fiir das Rechnen passender.

Worte sind hingegen viel praktischer, wenn Instanzen eine »interne Struktur« haben.
Im Folgenden werden in aller Regel nur Worte benutzt, um Instanzen zu kodieren.

1.2.2 Operationen auf Worten

Was man alles mit Worten anstellen kann
Um mit Worten zu arbeiten, muss man sie manipulieren konnen. Hier gibt es viele Mog-
lichkeiten:

P Definition: Verkettung von Worten
Seien u,v € X* zwei Worte iiber dem Alphabet £. Dann bezeichnet u o v die Verkettung von
u und v (einfach u und v hintereinander geschrieben). Den Kringel o ldsst man hdufig auch
einfach weg.

Verkettet man w mit dem leeren Wort, so erhélt man wieder w. (Fiir Profis: (X*,0) bildet
ein Monoid mit dem leeren Wort als neutralem Element. Das Monoid ist kommutativ genau
dann, wenn |X| = 1.)
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1-14

1-15



1-17

1-18

1-19

1 Alphabet, Wort, Sprache
1.2 Wie formalisiert man Probleme?

P Definition: Potenzieren von Worten

Sei w € £*. Dann ist w2 = wow, das Quadrat von w, einfach w zweimal hintereinander
geschrieben. Entsprechend ist w” einfach w genau n-mal hintereinander geschrieben.
Man definiert w! = w und w° = A.

Definition: Umdrehen von Worten
Sei w € X*. Dann bezeichnen sowohl w
(»reversed«).

eV wie auch w™! das Wort w riickwirts geschrieben

Definition: Ersetzung von Buchstaben

Seien X und I" zwei Alphabete. Eine Ersetzung ist eine Abbildung #: ¥ — I'*. Sie gibt an,
wie Buchstaben aus dem ersten Alphabet durch Worte aus dem zweiten Alphabet zu ersetzen
sind.

Eine Ersetzung & lasst sich zu einem Homomorphismus h:x* T fortsetzen, indem man
definiert (w) := h(w[1]) o h(w[2]) o--- o h(w[|w]]).

Man ersetzt also einfach buchstabenweise die Symbole des Wortes.

Beachte: Mengenoperationen wie Schnitt oder Vereinigung ergeben keinen Sinn fiir Worte.
Worte sind keine Mengen.

Homomorphismen in der Praxis
Homomorphismen werden in der Praxis stindig gebraucht, sie heilen dort aber Umkodie-
rungen:

— Wandelt man einen ascii-kodierten Text in uNicope-kodierten Text um, benutzt man
dazu eine ganz einfache Ersetzung /1: Asci — UNICODE, die jedem ascii-Zeichen genau
das zugehorige unicobpe-Zeichen zuordnet.
— Wandelt man UNICODE in Asci um, so gibt es zwei Moglichkeiten:
1. Die Ersetzung bildet die meisten Zeichen des unicope auf mehr oder weniger
geeignete Zeichen des asci ab, im Notfall auf das Nullzeichen.
2. Die Ersetzung ersetzt einzelne Zeichen des unicope durch mehrere Zeichen des
asci — das passiert beispielsweise bei der uTr8-Kodierung.
— Ausden Ersetzungen entstehen nun Homomorphismen, die ascii-Worte auf unicope-Worte
abbilden oder umgekehrt.

1.2.3 Probleme sind Sprachen

Entscheidungsprobleme sind Sprachen
Zur Erinnerung:

— Bei einem Entscheidungsproblem hat man viele mogliche Instanzen als Eingabe.
— Das Problem ist nun, fiir jede Instanz eine der beiden moglichen Antworten »Ja« oder
»Nein« richtig auszusuchen.

Wie formalisiert man Entscheidungsprobleme?

— Wir haben schon geklért, wie wir Instanzen formalisieren: als Worte.
— Es bleibt zu klédren, wie wir die Zuordnung von Instanzen zu »Ja« oder »Nein« model-
lieren. Hier gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Man formalisiert die Zuordnung als eine charakteristische Funktion X : L* —
{0, 1}, wobei O fiir »Ja« steht und 1 fiir »Nein«.
2. Man benutzt einfach die Menge aller »Ja«-Instanzen.

Offenbar sind beide Formalisierungen gleich méchtig, die zweite ist aber praktischer.

Definition formaler Sprachen

Definition: Formale Sprache
Eine formale Sprache A iiber einem Alphabet X ist eine beliebige Teilmenge A C X*.

Beispiel: Das E-Mail-Adressen-Problem

Sei ¥ = asci. Dann ist EMAIL-ADDRESs die Menge aller giiltigen E-Mail-Adressen. So ist
tantau@tcs.uni-luebeck.de ein Element der Sprache, hingegen tantau@@foo
nicht.
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Beispiel: Das Palindromproblem

Sei ¥ ein festes Alphabet. Dann ist PALINDROMES die Menge aller Worte in X*, die vorwirts
wie riickwirts gleich sind.

Beachte: Fiir jedes Alphabet ergibt sich ein anderes Palindromproblem, man miisste eigent-
lich schreiben pALINDROMESy. Das macht aber niemand.

Beispiel: Das Primzahlproblem
Sei £ ={0,1,2,...,9}. Dann ist priMEs die Menge {2,3,5,7,11,13,...} C X*. Beachte:
Diese Sprache enthilt Worte und nicht Zahlen (auch wenn es so aussieht).

Beispiel: Das Java-Halteproblem
Sei ¥ = unicopk. Dann ist sava-HALTING die Menge aller Worte, die den Quelltext von Java-
Programmen ohne Eingabe oder Ausgaben darstellen, die nach endlicher Zeit anhalten.

Und was ist mit Funktionsproblemen?

— In der Praxis sind die meisten Probleme gar keine Entscheidungsprobleme.

— Viel hiufiger sind Funktionsprobleme, wo fiir eine Eingabe eine Ausgabe berechnet
werden muss.

— Formal ist ein Funktionsproblem eine Funktion f: £* — I'*, die (Eingabe-)Worte auf
(Ausgabe-)Worte abbildet.

— Man kann aber jedes Funktionsproblem auf mehrere Arten in Entscheidungsprobleme
umwandeln.

Definition: Die bin-Funktion
Die Funktion bin: N — {0, 1}* bildet natiirliche Zahlen auf ihre Darstellung als Binérstring
ab.

Beispielsweise gilt bin(5) = 101 und bin(0) = 0.

Definition: Sprache des Graphen und Test-Sprache
Sei f: £* — I'* eine Funktion und sei # ein Symbol, das weder in £ noch in I" vorkommt.
Dann ist

1. {w#f(w) | w € X*} die Sprache des Graphen von f.
2. {w#bin(i)#c |we X*;ie N,c €T, f(w)[i] = ¢} die Test-Sprache von f.

1.2.4 Operationen auf Sprachen

Was man alles mit Sprachen anstellen kann |

— Genau wie man Worte manipulieren kann, kann man auch Sprachen manipulieren.
— Manipuliert man eine Sprache, so erhilt man eine neue Sprache und damit auch ein
neues Problem.

Definition: Grundoperationen auf Sprachen
Gegeben seien zwei Sprachen L,M C X*. Dann heif3t:

Bedeutung
LUM  Vereinigung der Sprachen
LNM  Schnitt der Sprachen
LY Umdrehung der Sprache: die Menge {w'®' |w € L}

L Komplement der Sprache L: die Menge X* — L

LoM  Verkettung der Sprachen: {uov|u € L,v e M}

L n-te Potenz von L: Worte, die durch die Verkettung von
genau n Worten aus L entstehen

L* Kleene-Stern der Sprache: beliebige Worte, die durch Ver-

kettung von Worten aus L entstehen

Es gilt per Definition A € L*.

1-21
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Schnitt und Vereinigung in der Praxis

Datums-Validierung

In vielen Anwendungen, besonders bei Web-Anwendungen, miissen Datumseingaben der
Benutzer validiert (=iiberpriift) werden.

Dieses Entscheidungsproblem ldsst sich mittels mehrerer Einzeltests modularisieren:

Test, ob die Eingabe nur aus Ziffern und Punkten besteht.

Test, ob es genau zwei Punkte gibt.

Test, ob der Wortanfang aus der Menge {1,...,31} kommen.
Test, ob nach dem ersten Punkte ein Wort aus {1,...,12} kommt.

Jeder Test ergibt eine Menge an Worten, die diesen Test besteht, also eine Sprache. Der
Schnitt dieser Sprachen ist dann der Gesamttest.

Will man noch ein alternatives Datumsformat zulassen (wie 2009-01-01), so schreibt
man neue Tests, schneidet diese und vereinigt dann die beiden entstehenden Sprachen.

. Zur Ubung

Sei ¥ ={0,1,2,...,9} und primMEs = {2,3,5,7,11,... }.

1.
2.
3.

Wie lautet PRIMES? Die richtige Losung ist nicht {0,1,4,6,8,9,10,... }.
Geben Sie drei Worte an, die nicht in PRiMEs™ liegen.
Geben Sie ein Wort in PRIMESZ M PRIMES an.

Der Kleene-Stern in der Praxis

Der Huffman-Code und der Kleene-Stern

Der Huffman-Code ist eine Methode, Daten zu komprimieren.

Daten werden iiber dem Kodierungsalphabet T = {0,1} kodiert.

Zu einem Eingabealphabet ¥ wird eine (endliche) Sprache L C I'* von Codes gebaut.
Beispiel: Ist das Eingabealphabet X = {a,b,c,d,e}, so kénnte L = {10,11,001,01,
000} sein.

Worte aus L* enthalten dann gerade hintereinander geschriebene Codes. Beispiel: 1011001 =
100110001 € L*.

Folglich sind die Worte in L* gerade die in einer Huffman-Kodierung verwendeten kom-
primierten Worte.

Was man alles mit Sprachen anstellen kann Il

Definition: Bild einer Sprache
Sei h: ¥* — I'* eine Funktion (beispielsweise ein Homomorphismus), L C X* und M C I'*.
Dann bezeichnen

h(L) = {h(w) | w € L} das Bild von L unter h und
h=Y (M) = {w | h(w) € M} das Urbild von M unter h.

Bilder und Urbilder in der Praxis
Der Huffman-Code und Bilder und Urbilder

Der Huffman-Code bildet Eingabesymbole auf Codeworte mittels einer Ersetzung ab.
Beispiel: Ist das Eingabealphabet ¥ = {a,b, c,d, e}, so konnte h(a) = 10, h(b) = 11,
h(c) =001, h(d) = 01 und A(e) = 000 gelten.

Dann ist 4i(X*) die Menge aller mdglichen komprimierten Worte.

Umgekehrt ist 7~ ({w}) die Menge aller Eingabeworte, die komprimiert gerade w er-
geben.

Beispiel: 7~ !({1011001}) = {abc}

Beispiel: 2~ ({0000}) = {}

Der Huffman-Code ist gerade so gemacht, dass fiir jedes Wort w € I* gilt [A~! (w)]| < 1.
Jedes Wort ldisst sich also eindeutig dekodieren.
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Zusammenfassung dieses Kapitels
Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Praktisch alle in der Informatik untersuchten Probleme lassen sich als Sprachen be-
schreiben.

2. Sprachen sind Mengen von Worten, die ihrerseits Folgen von Symbolen sind.

3. Worte wie Sprachen lassen sich manipulieren durch Operationen.

Zum Weiterlesen

[1] J. Hopcroft, R. Motwani, J. Ullman. Introduction to Automata Theory, Languages and
Computation, Addison Wesley, 2002.

[2] Ch. Papadimitriou. Computational Complexity, Addison Wesley, 1994.

[3] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 1.1 und 1.2.

[4] U. Schoning. Theoretische Informatik — kurzgefasst, Spektrum Akademischer Verlag,
1997.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 1.1  Kombinatorik auf Worten, leicht
Sei X ein Alphabet der GroBe s, also |Z| = s. Bestimmen Sie die Michtigkeit (Anzahl der Elemente)
der folgenden Mengen:

1. X" (Worte der Linge genau n),

2. xS (Worte der Léange hochstens n),

3. A T2" (Worte der Linge zwischen m und n).

4. Menge der Worte der Léange genau s, in denen jedes Zeichen genau einmal vorkommt.

5. Menge der Unteralphabete ¥’ C ¥ mit |/| = 4.

6. PALINDROMES N X" (Menge der Palindrome der Linge genau n).

Ubung 1.2 Kombinatorik auf Worten, mittel

1. Sei X ein Alphabet der GrofBe k. Bestimmen Sie die Méchtigkeit folgender Mengen:
1.1 Menge der Strings der Lédnge n, in denen kein Zeichen zwei mal vorkommt.
1.2 Menge der Strings der Linge n, in denen genau ein Zeichen fiinf mal vorkommt und die
anderen Zeichen jeweils genau ein mal.

2. Waren lassen sich durch so genannte Barcodes kennzeichnen. Ein Codewort ist eine Folge von
schmalen und breiten Strichen mit schmalen oder breiten Liicken dazwischen. Beantworten Sie
folgende Fragen:

2.1 Wie viele verschiedene Codewdrter lassen sich mit n Strichen erzeugen?
2.2 Wie viele Moglichkeiten sind es, wenn Codewdrter, die durch Vertauschung der Leserich-
tung (rechts <+ links) ineinander iibergehen, nicht unterschieden werden?

Ubung 1.3 Worte als Zahlen darstellen, schwer
Sei X ein Alphabet und 1: £ — {1,...,|Z|} eine Bijektion. Sei x: £* — N definiert durch x(w) =

H,'le p;(WM), wobei p; die i-te Primzahl ist. Zeigen Sie, dass k eine Injektion ist.

Tipps: Die Buchstaben 1 und k heiflen »Iota« und »Kappa«. Falls IThnen die Begriffe »Bijektion« und
»Injektion« nicht klar sind, dann klédren Sie diese zunichst. Nehmen Sie sich dann ein paar Beispiele
her und untersuchen Sie, was Kk bei diesen Beispielen macht. Sie werden fiir Ihren Beweis den Satz

iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung bendtigen.

Ubung 1.4 Einfache Operationen auf Sprachen, mittel
Sei £ = {a} und seien L = {a** | n> 1} und M = {a™ | n > 1}, die Sprachen iiber X, die genau die
Worter der Linge teilbar durch Zwei beziehungsweise Drei enthalten. Geben Sie folgende Mengen in
symbolischer Mengenschreibweise an:

LNM,

rev
L™,

oV A WN =
o~
L

1-27
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Ubung 1.5 Homomorphie-Eigenschaft, mittel

Man sagt, eine Funktion f: X* — I'* hat die Homomorphie-Eigenschaft, wenn fiir alle u,v € £* gilt
f(uov) = f(u)o f(v). Zeigen Sie, dass eine Funktion f genau dann die Homomorphie-Eigenschaft
hat, wenn es eine Ersetzung h: ¥ — I'* gibt mit h= f.

Bemerkung: Die Aufgabe zeigt, dass man Homomorphismen auch einfach als Funktionen definieren
konnte, die die Homomorphie-Eigenschaft haben.

Ubung 1.6 Eindeutigkeit der Huffman-Kodierung, schwer
SeiX={a,b,c,d,e}und"={0,1}.Seih: £ — " definiertdurch h(a) = 10, h(b) = 11, h(c) = 001,
h(d) = 01 und h(e) = 000. Zeigen Sie, dass |7~ ({w})| < 1 gilt fiir alle w € T"*.

Tipp: Informieren Sie sich, wie der Huffman-Code funktioniert, insbesondere wie Huffman-Biume
aufgebaut sind. Zeigen Sie dann die Behauptung durch Induktion iiber die Linge von w. Fiir den
induktiven Schritt zeigen Sie, dass die ersten Zeichen von w dieses eindeutig zerlegen.

Ubung 1.7  Funktionen berechnen mit Test-Sprachen, leicht

Sie mochten eine recht kniffelige Funktion f: {a,...,z}* — {a,...,z}" berechnen mittels einer Java-
Methode

String f (String w)

Diese soll, angewendet auf eine Zeichenkette w gerade f(w) zuriickliefern. In einer Software-Bibliothek
gibt es gliicklicherweise bereits eine Methode

boolean test (String s)

die die Test-Sprache von f entscheidet. Implementieren Sie £ unter Benutzung der Methode test.

Ubung 1.8 Funktionen berechnen mit der Sprache des Graphen, mittel

Wie in Aufgabe 1.7 soll die Funktion f implementiert werden. Diesmal steht aber in der Software-
Bibliothek eine Entscheidungsmethod fiir den Graph von f zur Verfiigung:

boolean graph (String s)

Implementieren Sie £ unter Benutzung der Methode graph.
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Kapitel 2

Grammatiken

Am Anfang war das Startsymbol

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Begriffe der Regel und der Ableitung verstehen 2.1 Einleitung o
2. einfache Syntaxprobleme mittels Grammatiken 2.1 Grammatiken fiir natiirliche Sprachen . .
beschreiben kénnen 2.1.2 Grammatiken fiir Programmiersprachen .
3. Korrektheitsbeweise fithren konnen
2.2 Formale Grammatiken

In der Theoretischen Informatik sind Grammatiken das Vehikel, um die Syntax von al-
lem und jedem zu beschreiben. Zur Erinnerung: die Syntax einer (Programmier)sprache
beschreibt den Aufbau von Programmen (in der Theoretischen Informatik also »Worten«),
die sich korrekt verarbeiten lassen — die Syntax sagt nichts aus iiber die Bedeutung dieser
Worte, tiber ihre Semantik.

Es gibt mehrere Griinde, weshalb Grammatiken — nicht nur in der Theorie — so beliebt sind,
um Syntax zu beschreiben:

1. Grammatiken erlauben es sehr einfach, den hierarchischen Aufbau der Syntax darzu-
stellen. Da die meisten (Programmier)sprachen stark hierarchisch aufgebaut sind, ist
dies recht wichtig.

2. Grammatiken sind zwar deskriptiv (sie »beschreiben« nur), jedoch lassen sie sich gut
automatisch in Programme verwandeln, die Worte auf grammatikalische Korrektheit
iiberpriifen.

3. Grammatiken sind sehr méchtig: jedes mit einem Computer prinzipiell losbare Syntax-
problem ldsst sich auch mit einer Grammatik beschreiben.

In der Praxis gibt es neben Grammatiken noch ein weiteres géngiges System zur Syntaxbe-
schreibung: reguldre Ausdriicke, denen spiter ein eigenes Kapitel gewidmet ist. Im Unter-
schied zu Grammatiken sind reguldre Ausdriicke weit weniger michtig (die genaue Mich-
tigkeit wird noch eingehend erortert werden), jedoch oft viel kompakter als Grammatiken.

2.2.1 Definition: Regeln
222 Definition: Ableitungen . . . . ... ..
223 Korrektheitsbeweise

Ubungen zu diesem Kapitel
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2 Grammatiken
2.1 Einleitung

2.1 Einleitung

Die Kunst des Lesens und Schreibens

— Grammatiken (»Die Kunst des Lesens und Schreibens«) gibt es seit der Antike.
— Sie behandelt das Problem, den Aufbau von Texten zu beschreiben und zu analysieren.

e

Public domain

Allegorische Darstellung der Grammatik, ihre Disziplinen als Armeen. Aus Antoine Furetieres Nouvelle Allegori-
que, Ou Histoire Des Derniers Troubles Arrivez Au Royaume D’Eloquence (1659).

2.1.1  Grammatiken fiir natirliche Sprachen

Was beschreibt eine Grammatik alles?
Eine der Hauptaufgabe von Grammatik ist, den hierarchischen Aufbau von Séitzen allgemein
zu beschreiben.

Beispiel: Typische Grammatikregeln im Deutschen

1. Ein Satz besteht aus einem Subjekt und einem Prédikat.

2. Ein Subjekt kann ein Substantiv zusammen mit einem passenden Artikel sein.
3. Jedem Substantiv konnen Adjektive vorangestellt werden.
4.

Grammatikregeln sagen nur etwas iiber den erlaubten Aufbau aus und nichts iiber den
Inhalt.

So ist der Satz »Die Informatik blokt herzerweichend.« grammatikalisch richtig, aber
inhaltlich eher zweifelhaft.

Merke
Grammatiken beschreiben Syntax, nicht Semantik (=Bedeutung).

Ein Beispiel, wie man Grammatikregeln anwendet.

Anwenden von Regeln (Ableiten)
Subjekt

= Artikel Adjektivliste Substantiv
= Artikel Adjektivliste Reiter

= Der Adjektivliste Reiter

= Der Adjektiv Reiter

= Der blaue Reiter
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Beobachtungen

Grammatikregeln sind Ersetzungsregeln.

In einem noch nicht fertigen Satz wie »Der Adjektiv Student« gibt es Teile, die noch
ersetzt werden, und Teile, die nicht mehr ersetzt werden.

Die Teile, die nicht weiter ersetzt werden, nennt man Terminale.

Die Teile, die noch weiter ersetzt werden, nennt man Nonterminale.

Beachte: Ersetzungsregeln reichen nicht aus, um die gesamte Komplexitit natiirlicher Spra-
che zu beschreiben.

2.1.2 Grammatiken fiir Programmiersprachen

Von der antiken Grammatik zur formalen Grammatik

— Genau wie natiirliche Sprachen sind auch Computersprachen nach hierarchischen Re-
geln aufgebaut.

Tatsdchlich sind Computersprachen nach viel strikteren Regeln aufgebaut als natiirli-
che Sprache: BekanntermaBen reicht schon ein vergessenes Semikolon, um einen Pro-
grammtext unbrauchbar zu machen.

Es liegt also nahe, Systeme zur Beschreibung von (natiirlichen) Grammatiken auch auf
die Beschreibung der Grammatik von Programmtexten anzuwenden.

Die wichtigsten und einfachsten Systeme sind Semi-Thue-Systeme, im Folgenden ein-
fach formale Grammatiken genannt.

Die Grammatik von Programmiersprachen

— Bei Programmiersprachen beschreibt die Grammatik, wie Programmtexte gebildet wer-
den konnen.

— Es gibt verschiedene Ansitze, aber ein gingiger ist, Programmtexte durch Regeln zu
beschreiben.

Beispiel: Typische Grammatikregeln

1. Eine Klasse kann von der Bauart sein »c1ass Bezeichner { Methodenliste }«.

2. Ein Bezeichner ist eine Folge von Zeichen und Buchstaben, die mit einem Buchstaben
beginnt.

3. Eine Methodenliste besteht aus vielen Methoden.

4. Eine Methode besteht aus einem Kopf und einem Rumpf.

Ein Beispiel, wie man Grammatikregeln anwendet.

Anwenden von Regeln (Ableiten)

Klasse

= class Bezeichner { Methodenliste }
= class Love { Methodenliste }
= class Love { Methode }

= class Love { Love () {}}

Beobachtungen

Wieder sind Grammatikregeln Ersetzungsregeln.

Wieder gibt es Teile, die noch ersetzt werden, und Teile, die nicht mehr ersetzt werden.
Die Teile, die nicht weiter ersetzt werden, nennt man wieder Terminale.

Die Teile, die noch weiter ersetzt werden, nennt man wieder Nonterminale.

Beachte: Wieder reichen (einfache) Ersetzungsregeln nicht aus, um die gesamte Komplexitét
von Programmiersprachen zu beschreiben.
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2.2 Formale Grammatiken

2.2.1

Definition: Regeln

Formale Definition von Regeln

P Definition: Formale Grammatik
Eine formale Grammatik G besteht aus vier Teilen:
1. Einem Terminalalphabet T .
2. Einem Nonterminalalphabet N, das von Terminalalphabet disjunkt ist.
3. Einem Startsymbol S € N.
4. Einer endlichen Menge P von (Produktions-)Regeln, jede von der Form:

l—r

wobei [,r € (NUT)* und / mindestens ein Nonterminalsymbol enthélt.

Bemerkungen zur Definition:
— Eine Formulierung wie »Foo besteht aus vier Teilen« bedeutet mathematisch, dass Foo
ein Vier-Tupel ist.

— Deshalb schreibt man oft »Sei G = (T,N, S, P)...«
— Damit ist gemeint: »Sei mal G eine beliebige Grammatik. Dann muss sie ja (wie

jede Grammatik) ein Vier-Tupel sein. Die erste Komponente nennen wir einfach
mal 7', die zweite N, die dritte S und die vierte P.«

Fiir weitere Information iiber die Frage, wie man Dingen Namen gibt, sei auf die
Reflexionen des Walfisch im Buch »Per Anhalter durch die Galaxis« von Douglas
Adams verwiesen.

— »Disjunkt« bedeutet, dass N und T keine Elemente gemeinsam haben, also NNT = ().

— Eine Regel ist, genau genommen, ein Paar (I, r) von Worten /,r € (NUT)*. Das schreibt
man aber nicht so hin, sondern eben als [ — r.

— Den Umstand, dass / ein Nonterminal enthalten muss, kann man kurz und unverstind-
lich auch schreiben als [ € (NUT)*oNo (NUT)*.

Alternative Schreibweisen
Fiir die vier Teile einer Grammatik gibt es in der Literatur viele unterschiedliche Schreib-

weisen:
hier
T
N
TUN

R IR ]

andere Schreibweisen in der Literatur

Xr, Gr

YN, Gy

X

A (»Anfang«), oy (»Nullter Ableitungschritt«), Gs
E (»Ersetzungsregeln«), IT (»P auf Griechisch«), Gp
¢ (besser lesbar), ¢;

P2

Ein ganz einfaches Beispiel.

Ausfiihrliche Beschreibung einer Grammatik

Die Grammatik G hat das Terminalalphabet T = {a,b}. Das Nonterminalalphabet lautet
N = {S}, enthilt nur ein Symbol, ndmlich S. Dieses ist auch gleich das Startsymbol, wir
benutzen dafiir auch den Buchstaben S (wie verwirrlich). SchlieBSlich gibt es noch zwei Pro-
duktionsregeln, ndmlich § — aShund S — A.

Ganz formale Schreibweise derselben Grammatik

G = ({a,b},{S},S.{(S,aSb),(S,A)})

Normale Schreibweise derselben Grammatik

G:S—aSh| A

— Wenn nichts anderes angegeben wurde, dann ist S immer das Startsymbol.

— Wenn nichts anderes angegeben wurde, dann sind die in den Regeln vorkommenden
GroBbuchstaben die Nonterminale. Alle anderen Symbole sind Terminale.

— Haben mehrere Regeln dieselbe linke Seite, so schreibt man diese nur einmal und trennt
die rechten Seiten durch einen senkrechten Strich (in TgX bitte den Befehl \mid ver-
wenden).
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@, Zur Ubung
Schreiben Sie folgende Grammatik »ganz formal als Vier-Tupel« auf:

G:S—0S0|151|X
X—0|1

2.2.2 Definition: Ableitungen

Ableitungen = Anwenden von Regeln
Idee hinter Ableitung

— Eine Grammatik kann man nun benutzen, um Ableitungen zu bilden.

— Beginnend mit dem Startsymbol ersetzt man immer wieder linke Regelseiten durch
rechte Regelseiten.

— Man endet, wenn nur noch Terminale vorhanden sind, das resultierende Wort nennt man
ein abgeleitetes Wort.

Eigentlich wollen wir gar nicht ableiten

— Man beachte: In der Praxis haben wir ja schon ein Wort gegeben (beispielsweise einen
Programmtext).

— Das eigentliche Ziel ist dann herauszufinden, durch welche Ableitung(en) dieser Pro-
grammtext entstanden ist.

— Diesen Vorgang nennt man Parsen. Darum kiimmern wir uns noch ausfiihrlich, aber
nicht jetzt.

Formale Definition eines Ableitungsschritts

P Definition: Ableitungsschritt
Sei G = (T,N,S,P) eine Grammatik. Seien u,v € (NUT)*. Wir sagen, dass v in einem
Ableitungsschritt aus u hervorgeht, geschrieben u = ¢ v oder einfach nur u = v, wenn

1. es eine Regel / — r in P gibt, so dass
2. sich u und v zerlegen lassen in der Form u = xoloyund v=xoroy.

Bemerkungen zur Definition:

Merke: In einem Ableitungsschritt wird aus einem Wort u eine linke Regelseite heraus-
gestrichen und stattdessen die zugehorige rechte Regelseite eingesetzt. Das Ergebnis ist
dann v.

Wen es interessiert: = setzt bestimmte Worte mit anderen in Relation, es handelt sich
also um eine Relation auf Worten.

Ganz formal gilt also: =g C (NUT)* x (NUT)*.

Statt = schreibt man manchmal auch - oder auch —.

Beispiel
Sei G: S — aSb | A. Dann gilt:

aS = aaSb
bbbSSSaaa = bbbSaSbSaaa
aSb = ab
aSb # aSSb
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Formale Definition abgeleiteter Worte.

Definition
Sei G= (T, N, S, P) eine Grammatik. Eine Ableitungskette ist eine Folge von Worten (w1, ..., wy),
so dass w; = w» gilt und wy = w3 und w3 = wy und so weiter. Wir schreiben hierfiir kurz:

Wl = W) => W3 == W,y_| = Wy
oder noch kiirzer
w1 =% wy.
Per Definition gilt auch w =* w (sozusagen eine Kette der Linge 0).

Bemerkungen:

— Formal ist =™ auch eine Relation auf Worten. Sie ist der reflexive transitive Abschluss
der Relation =-.
— Damit u =* v gilt, muss es eine endliche Ableitungskette geben.

Beispiele von Ableitungsketten

Beispiel
Sei G: S — aSb | A. Dann gilt:

SS = aSbS = aSbaSb = aSbaaSbb
und somit SS =* aSbaaSbb.

Beispiel
Sei G: aS — Sa. Dann gilt:

aaSaaS = aSaaaS = aSaaSa
und somit aaSaaS =* aSaaSa.

Zur Diskussion
Sei G: S — 0S50 | 1S1 | 2. Wie lautet die Ableitungskette fiir SSS =* 05012157

Formale Definition der erzeugten Sprache

Definition: Erzeugte Sprache
Sei G = (T,N, S, P) eine Grammatik.

— Wir sagen, ein Wort w € T* Idsst sich mittels G ableiten oder auch erzeugen, wenn
S=¢w gilt.

— Die Menge aller solcher Worte bildet eine Sprache, wir nennen sie die erzeugte Sprache.

— Wir schreiben hierfiir L(G). Es gilt also:

L(G) = {weT* | S=%w).

Bemerkungen:

— Man kann sich das »L« in »L(G)« als einen Operator vorstellen, der Grammatiken auf
die von ihnen erzeugten Sprachen abbildet. (So wie »sin« in »sin(x)« einen Winkel x
auf eine Streckenlinge abbildet.)

— Ein Wort in der erzeugten Sprache enthilt immer nur Terminale und niemals Nonter-
minale.

Beispiel
Sei G: S — aSb | A. Dann enthilt L(G) alle Worte der Form »viele a’s, gefolgt von derselben
Anzahl an b’s«. In Symbolen:

L(G) = {d"b" | n € N}.
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Beispiel
Sei
G:S—aS|B
B—bB| A

Dann enthilt L(G) alle Worte der Form »einige a’s, gefolgt von einigen b’s«. In Symbolen:

L(G) ={d"b"™ | n,m € N}.

& Zur Ubung
Geben Sie in Worten oder in symbolischer Schreibweise an, welche Sprachen die folgenden
Grammatiken erzeugen:
1. G1: S—0S0|1SL|0]|1]|A.
2. Gp: S—SS|0S|S0|0]|A.
Geben sie nun umgekehrt Grammatiken an, die die folgenden Sprachen erzeugen:
1. Ly = {w € {0,1}* | w enthilt mindestens eine 0}.

2. Ly = {w € {0,1}* | w enthilt mindestens tausend Oen}.
3. Ly={wow|we {0,1}*} (schwer).

Grammatiken in der Praxis
Aus der Java-Dokumentation, etwas vereinfacht und in der Notation dieser Vorlesung:

This chapter presents a grammar for the Java programming language.

The grammar presented piecemeal in the preceding chapters is much better for exposition, but it
is not well suited as a basis for a parser. The grammar presented in this chapter is the basis for
the reference implementation. [...]

Type — Identifier |
Identifier<TypeArguments>
BasicType
TypeArguments — Type | Type, TypeArguments
BasicType — byte | short | char | int | long |
float | double | boolean
Identifier — ...

2.2.3 Korrektheitsbeweise

Zur Erinnerung: Was macht Beweise aus?
Proofs In a Nutshell

— Ein (mathematischer) Beweis ist ein Uberzeugungsversuch, bei dem ein skeptischer Le-
ser von Beweisfiihrer von der Richtigkeit einer Behauptung iiberzeugt werden soll.
— Die Ausfiihrlichkeit hiingt von der »Skeptizitit« des Lesers ab:

— Bei gutgldubigen Lesern reicht »Das ist trivial.«

— Bei normalen Lesern muss eine lange Folge von Argumenten kommen: »Nehmen
wir an, dass Foo nicht gelten wiirde. Dann miisste aber Bar gelten. Somit ...und
deshalb ...und damit erst recht auch ... «

— Bei ultraskeptischen Lesers muss man einen formalen Beweis fiihren (siehe die
Vorlesung Logik fiir Informatiker).

Korrektheitsbeweise bei Grammatiken

— Es ist oft nicht leicht zu erkennen, welche Sprache eine Grammatik genau erzeugt.
— Ein Korrektheitsbeweis fiir Grammatiken ist ein Beweis dafiir, dass eine Grammatik
tatsichlich eine bestimmte Sprache erzeugt.
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¢ P Beweisrezept: Korrektheitsbeweis fiir Grammatiken

Ziel
Man will beweisen, dass eine Grammatik G eine Sprache L erzeugt.

Rezept
Zeige zwei Richtungen (Beweisrezept »Zwei Richtungen«):

1. Beginne mit »Sei w € L beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«). Argumen-
tiere dann, dass S =7, w gilt, indem eine Ableitungskette konstruiert wird (Beweisre-
zepte »Konstruktiver Beweis« und hiufig auch »Fallunterscheidung«). Ende mit »Also
gilt § =& wund somit L C L(G)«.

2. Beginne mit »Sei w € L(G) beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«.) Fahre
fort mit »Dann gilt § =* w. Sei § =w; = - = w,, = w die Ableitungskette.« (Be-
weisrezept »Namen vergeben«.) Argumentiere dann, dass w € L gilt. Ende mit »Also
gilt w € L und somit L(G) C L«.

Ein einfaches, ausfiihrliches Beispiel eines Korrektheitsbeweises.
Lemma

Sei G: S — aS | b. Dann gilt L(G) = {a"b | n € N}.

Bevor wir dies beweisen, machen wir uns erstmal klar, was iiberhaupt zu beweisen ist:

Es ist eine Grammatik gegeben und es wird behauptet, dass diese eine bestimmte Spra-
che, nidmlich {a"b | n € N}, erzeugt. Nennen wir diese bestimmte Sprache einfach L.
Es gibt nur ein Nonterminal, hier ist also wohl keine Fallunterscheidung notig.

Klar scheint: alle Ableitungsketten sehen wie folgt aus:

S=aS=aaS=---=d'S=db

Es lassen sich also tatsdchlich genau die Worte aus L ableiten.
— Das miissen wir jetzt noch alles schon und korrekt aufschreiben.

Beweis. Sei L = {a"b | n € N}. Wir miissen zeigen, dass L(G) = L gilt. Dazu zeigen wir
zwei Richtungen: L C L(G) und L(G) C L.

Wir beginnen mit L C L(G). Sei w € L beliebig. Dann gilt w = a"b fiir ein n € N. Wenn
man nun auf das Startsymbol genau n-mal die Regel S — aS anwendet und dann einmal die
Regel S — b, so ergibt sich folgende Ableitungskette:

S=aS=aaS=---=d'S=db.

Also gilt § =* a"b = w. Also gilt w € L(G) und somit L C L(G).
Nun bleibt L(G) C L zu zeigen. Sei dazu w € L(G) beliebig. Dann gilt S =* w via einer
Ableitungskette

S=wi= - =>w,=w

Das Wort wy enthilt ein Nonterminal (ndmlich S). Bei jeder Regelanwendung kann die An-
zahl der Nonterminale nicht wachsen (die rechten Regelseiten enthalten ja immer nur ein
Nonterminal). Also enthalten alle w; hochstens ein Nonterminal.

Da w, keine Nonterminale enthilt (es gilt ja w € T* per Definition der erzeugen Sprache),
muss genau im letzten Ableitungsschritt die Regel S — b angewandt worden sein. Dann
muss in allen anderen Schritte die Regel S — aS angewandt worden sein. Folglich lautete
die Ableitung

S=aS=aaS=---=d"S=d"b.

Also gilt w = @"b und somit w € L und somit L(G) C L. O
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Ein schwierigerer Korrektheitsbeweis, kurz aufgeschrieben.

Lemma
SeiG: S—0S0|1S1|A. Sei L={w e {0,1}* |w=w"",|w/mod2 = 0}. Dann gilt L(G) =
L.

Beweis. Fiir die Richtung L C L(G) sei w € L beliebig. Dann gilt w = uo u™" fiir ein u €
{0,1}*. Bilde folgende Ableitungskette: Ausgehend von S wende im i-ten Schritt die Regel
S — 080 an, falls u[i] = 0 und sonst S — 151. Nach |u| Schritten wende dann einmalig die
Regel S — A an. Wir erhalten folgende Ableitungskette:

S = u[1]Su[l] = u[1]u[2]Su[2]u[1]
= u[1u2]u[3]Su3]u2]u[l] = - = uSu™" = uu"™".

Also gilt S =* uu™" = w und somit w € L(G).

Sei nun w € L(G). Dann gilt S =* w via einer Ableitungskette beginnend mit w; = S und
endend mit w, = w. Da das Nonterminal S nur mit der Regel S — A geldscht werden kann,
muss diese Regel genau einmal, ndmlich am Ende angewandt worden sein. Alle anderen
Ableitungschritte miissen also die Regel S — 0S0 oder S — 151 angewandt haben.

Man sieht nun leicht (oder zeigt dies durch Induktion), dass sich jedes w; fiiri € {1,...,n—
1} darstellen lasst als w; = u;Su'®" mitu; € {0,1}*. Da im letzten Ableitungsschritt die Regel
S — A verwendet wurde, gilt w, = u,_jou’" .

Also gilt w =w, = u,_ ou,”; € Lund somit L(G) C L. O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. (Formale) Grammatiken bestehen aus Ersetzungsregeln.

2. Sie geben an, dass in einer Ableitung aus einem Wort eine linke Regelseite gestrichen
werden und durch die rechte Seite ersetzt werden darf.

3. Alle nur aus Terminalen bestehenden Worte, die sich aus dem Startsymbol ableiten
lassen, bilden die erzeugte Sprache.

4. In einem Korrektheitsbeweis fiir eine Grammatik beweist man, dass eine Grammatik
eine bestimmte Sprache erzeugt.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Anfang von Kapitel 1.3

Ubungen zu diesem Kapitel
Ubung 2.1  Ableitungen angeben, leicht
Gegeben sei die folgende Grammatik iiber dem Alphabet X = {0,1}:

G: S — A00A
A—0A[1A|A

Geben Sie alle moglichen Ableitungen fiir das Wort 10001 in G an.

Ubung 2.2 Formalen Korrektheitsbeweis fiihren, mittel

Welche Sprache iiber £ = {0, 1} erzeugt die Grammatik aus Aufgabe 2.1? Geben Sie einen formalen
Beweis fiir Thre Behauptung an.
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2 Grammatiken
Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 2.3 Sprachen aus Grammatiken erkennen, mittel

Geben Sie eine Ableitungskette fiir das Wort aaabbababb an. Welche Sprache iiber dem Alphabet
¥ = {a, b} erzeugt die folgende Grammatik? Beweisen Sie Thre Annahme.

G:S—aS|bS|aA
A — bB
B—aB|bB|alb

Ubung 2.4 Grammatiken angeben, mittel

Ein Wort w € * heiBt Teilwort eines Wortes u € £*, falls Worte @,y € £* existieren mit awy = u.
Geben Sie Grammatiken fiir folgende Sprachen iiber £ = {0, 1} an.

. A={weZX"||w|istungerade}.

. B={w €X* | wenthilt 00 nicht als Teilwort}.

. C={w € X* | w enthilt eine ungerade Anzahl von Nullen}.

. D= {w € X" | wenthilt genau drei Einsen}.

A W N =



3 Die Chomsky-Hierarchie

Kapitel 3

Die Chomsky-Hierarchie

Regulare Grammatiken sind auch kontextfreie Grammatiken

Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels
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3.23 Abgeschlossenheit . . . . . ... .... 29

3.24 Einordnung typischer Probleme . . . . . 31

Ubungen zu diesem Kapitel 32

Die Chomsky-Hierarchie geht, wenig iliberraschend, auf Noam Chomsky zuriick. Sie stellt
den Versuch dar, Grammatiken danach einzuteilen, wie »schwierig« sie sind. Eine solche
Einteilung ist nicht so leicht wie man denken konnte, da es erstmal reichlich unklar ist, was
genau eine Grammatik »schwierig« macht. Man konnte zum Beispiel erstmal ganz naiv an-
nehmen, dass die Anzahl der Regeln einer Grammatik hier doch ganz entscheidend sein
sollte. Dies ist aber nicht der Fall. Eine Grammatik kann gerne eine Million Regeln haben —
wenn diese alle sehr dhnlich sind, dann kann die Grammatik trotzdem sehr »einfach« sein.
Ein anderes denkbares Mal ist die Ldnge der Regeln. Hier stellt sich iiberraschenderweise
heraus, dass besonders lange Regeln mit vielen Terminalen sich eher giinstig auf die Ge-
schwindigkeit auswirken, mit der das Wortproblem fiir die Grammatik entschieden werden
kann.

Chomsky erkannte, dass das entscheidende MaB fiir die Komplexitét einer Grammatik die
Anzahl und Position der Nonterminale auf der linken und rechten Regelseite ist. Er hat dann
vier Typen von Grammatiken eingefiihrt und diese, wenig originell, mit Typ 0 bis Typ 3 be-
zeichnet. Dabei sind Typ-0-Grammatiken die allgemeinsten, Typ-3-Grammatiken die spezi-
ellsten. Als Chomsky seine Grammatik-Typen einfiihrte, konnte er noch nicht ahnen, welche
davon in der Praxis besonders wichtig werden wiirden. Heutzutage werden Typ-3- und Typ-
2-Grammatiken sehr viel benutzt sowohl in der Theorie wie in der Praxis; Typ-1- und Typ-0-
Grammatik sind hingegen hochstens von theoretischem Interesse (also fiir diese Vorlesung
genau richtig).

Public domain
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3 Die Chomsky-Hierarchie
3.1 Grammatik-Arten

3.1 Grammatik-Arten

Was macht Grammatiken schwierig?

& Zur Diskussion
Welche Sprachen erzeugen die folgenden Grammatiken?

Gi:S—0A Gy: S—S00100S | A
A — OB 0A — AO
B— 0C 1A — A0l
C— 0D SA0001 — A000 | 000
D — OFE
E—=S|A

Beobachtungen

Manche Grammatiken sind einfacher zu »verstehen« als andere.

Dabei ist nicht die Anzahl der Regeln wichtig, sondern die Art der Regeln.

Besonders Regeln mit vielen Nonterminalen links und rechts machen Grammatiken
»schwer zu verstehen.

Je komplizierter die Regeln in einer Grammatiken sind, desto schwieriger ist es im
Allgmeinen, Worte mittels dieser Grammatik zu parsen.

Unser heutiges Ziel: Grammatiken anhand der Komplexitdit ihrer Regeln zu klassifizieren.

3.1.1 Regular

Die einfachsten Grammatiken: Reguldre Grammatiken.

— Reguldre Grammatiken gehoren zu den einfachsten Grammatiken.
— Die Regeln sind besonders einfach und gleichformig — eben reguldir.

B Definition: Reguldre Grammatik
Eine Grammatik G = (N, T,S, P) heifit reguliir, wenn alle Regeln [ — r in P folgende Ei-
genschaften haben:

1. [ ist ein einzelnes Nonterminal, also / € N.
2. r enthélt hochstens ein Nonterminal und wenn, dann am Ende, also r € T* U (T* o N).

Beispiel

G: S— 0S| 00B
B—1B|11

Was reguldren Grammatiken leisten konnen.

— In jedem Ableitungsschritt, bis auf den letzten, steht am Ende ein Nonterminal — und
dies ist auch immer das einzige Nonterminal im ganzen Wort.

— Mit einer reguldren Grammatik werden Worte also immer »von vorne nach hinten«
abgeleitet.

— Wie es wihrend einer Ableitung weitergeht, hdngt immer nur vom aktuellen Nontermi-
nal ab.

& Zur Ubung
Geben Sie reguldre Grammatiken an, die die folgenden Sprachen erzeugen:

Ly ={w € {0,1}" | w enthélt eine 0 und auch eine 1},

L, = {w € ascur™ | w ist ein erlaubter Java-Bezeichner}.



3 Die Chomsky-Hierarchie
3.1 Grammatik-Arten

Regulare Grammatiken in der Praxis.

— Fiir strukturierte Sprachen wie HTML gibt es keine reguldre Grammatiken.

— Man kann aber Teile doch mit reguldren Grammatiken beschreiben.

— Hier beispielsweise eine Grammatik, die erlaubte (dffnende) div-Tags beschreibt mit
optionalem class-Argument.

Gdiv—tag: S — <A
A= _A|B
B — divC
C— C|_class="D|F
D—aD|---|zD|aD|---|zD|E
E—n"C
F—G|/G
G—_G|>

3.1.2 Kontextfrei
Grammatiken, die Hierarchien beschreiben.

— Kontextfreie Grammatiken beschreiben die hierarchische Struktur von Text.

— Nonterminale entsprechen »Konzepten, die sich immer wieder rekursiv ersetzen las-
sen.

— Reguldre Grammatiken sind ein Spezialfall von kontextfreien Grammatiken.

P Definition: Kontextfreie Grammatik
Eine Grammatik G = (N, T, S, P) heiBt kontextfrei, wenn alle Regeln [ — r in P folgende
Eigenschaften haben:

— [ ist ein einzelnes Nonterminal, also [/ € N.

Beispiel
G:S—S5|0S1|1S0| 2

& Zur Ubung
Geben Sie eine kontextfreie Grammatiken an, die die folgenden Sprache erzeugt:

L={0"1"|n<m}.

Wem das zu leicht ist, der probiert sich bitte an {0"1"2% | n < m < k}.
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3 Die Chomsky-Hierarchie
3.2 Grammatik-Arten

3.1.3 Kontextsensitiv

Grammatiken, die »mit Worten arbeiten.
Kontextsensitive Grammatiken erlauben es, wihrend einer Ableitung das erzeugte Wort
»nachtréiglich zu dndern«:

Definition: Kontextsensitive Grammatik, vorlaufige Definition
Eine Grammatik G = (N, T, S, P) heiBt kontextsensitiv, wenn alle Regeln [ — r in P folgende
Eigenschaften haben:

- l=uXvmitX e Nundu,v€ (NUT)*,
— r=uwvmitw € (NUT)* und |w| > 1.

Ein Beispiel:

G: S—ABS|A
BS —CS
AC — BC
BC — BA
A—0
B—1

Die A-Startregel.

— Um das leere Wort A mit einer Grammatik zu erzeugen, braucht man Regeln, bei denen
die rechte Seite kiirzer ist als die linke. Das wichtigstes Beispiel ist »X — A «.

— Solche Regeln sind Theoretikern manchmal etwas peinlich.

— Wir fiihren deshalb eine besondere Sprechweise genau fiir diesen Fall ein — dann muss
uns das A auch nicht mehr peinlich sein.

Definition: Die A-Startregel
Eine Grammatik mit Startsymbol S hat eine A-Startregel, wenn

1. sie die Regeln S — A | §” enthilt und
2. S nicht auf der rechten Seite irgendeiner Regel vorkommt.

Merke: Mit der A-Startregel kann man entweder sofort A erzeugen und Schluss — oder man
kann nurnoch Regeln anwenden, in denen A nicht mehr vorkommt.
Kontextsensitive Grammatiken -- die endgiiltige Definition.

Definition: Kontextsensitive Grammatik
Eine Grammatik G = (N, T, S, P) heiBt kontextsensitiv, wenn alle Regeln [ — r in P folgende
Eigenschaften haben:

- l=uXvmitX e Nundu,v € (NUT)*,
- r=uwvmitw € (NUT)* und |w| > 1.

Zusitzlich darf die Grammatik eine A-Startregel haben.
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3.2 Die Chomsky-Hierarchie

3.2 Die Chomsky-Hierarchie
3.2.1 Sprachklassen

Sprachklassen sind Klassen von Sprachen
Sprachklassen dienen dazu, alle Sprachen mit einer bestimmten Eigenschaft zusammenzu-
fassen:

Definition: Sprachklasse
Eine Sprachklasse ist eine Menge von Sprachen.

Beispiel: Endliche Sprachen
Die Sprachklasse FINITE enthilt alle endlichen Sprachen (also alle Sprachen, die nur endlich
viele Worte enthalten).

3.2.2 Stufen der Hierarchie

Jede Grammatik-Art erzeugt eine Sprachklasse.

— Wir haben Grammatiken danach eingeteilt, wie »komplex« ihre Regeln sind.

— Komplexere Grammatiken werden dann (vermutlich) auch komplexere Sprachen erzeu-
gen.

— Um dies zu untersuchen definieren wir die Klassen von Sprachen, die sich mit verschie-
denen Grammatiken erzeugen lassen.

Definition: Spracheklassen der Chomsky-Hierarchie

Die Klasse REG enthilt alle Sprachen, die sich von regulidren Grammatiken erzeugen lassen.
(Formal: REG = {L(G) | G ist regulir}).

Analog definiert man:

Klasse Enthilt alle Sprachen, die erzeugt werden von. ..

CFL kontextfreien Grammatiken
CSL kontextsensitiven Grammatiken
RE allgemeinen Grammatiken

Ubersicht der Klassen und alternativer Bezeichnungen.
Klasse Bezeichnungen
REG reguldre Sprachen, Typ-3-Sprachen
CFL kontextfreie Sprachen, Typ-2-Sprachen
CSL kontextsensitive Sprachen, Typ-1-Sprachen
RE rekursiv aufzéhlbare Sprachen,
semientscheidbare Sprachen, Typ-0-Sprachen

Im Laufe des Semesters werden wir noch zeigen:

REG C CFL C CSL C RE

3.2.3 Abgeschlossenheit

Abgeschlossenheit von Sprachklassen

— Wir haben einige Operationen kennengelernt, die Sprachen verdndern (wie Schnitt oder
Kleene-Stern).

— Da Sprachklassen ja dhnliche Probleme zusammenfassen sollen, sollten einfache Ver-
dnderungen einer Sprache wieder Sprachen der gleichen Klasse ergeben.

Definition: Abgeschlossenheit

Eine Sprachklasse C heillt abgeschlossen gegeniiber einer Operation auf Sprachen, wenn
die Anwendung der Operation auf Sprachen aus der Klasse nur Sprachen aus der Klasse
ergibt.
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3 Die Chomsky-Hierarchie
3.2 Die Chomsky-Hierarchie

Abgeschlossenheit der Klasse FINITE.

Beispiel
Die Klasse der endlichen Sprachen ist abgeschlossen unter

— Vereinigung (die Vereinigung endlicher Mengen ist endlich) und
— Schnitt (ihr Schnitt erst recht)

und nicht abgeschlossen unter

— dem Kleene-Stern (die Sprache {a}* ist nicht endlich, obwohl {a} ja endlich ist) oder
— dem Komplement (das ist ja unendlich).

Beweisrezept: Abgeschlossenheit von Grammatik-Sprachklassen

Ziel
Man will beweisen, dass eine Sprachklasse C unter einer Operation & abgeschlossen ist.

Rezept

1. Beginne mit »Seien L, L, € C. Dann gibt es Grammatiken G| und G, fiir L; und L.«

2. Konstruiere dann eine Grammatik G fiir L; ® L, (Beweisrezept »Konstruktiver Be-
weis«).

3. Zeige, dass alle Regeln in G vom richtigen Typ sind.

4. Zeige, dass L(G) = L ® L, gilt (Beweisrezept »Korrektheit von Grammatiken«).

Abgeschlossenheit unter Vereinigung.

Satz
Alle Klassen der Chomsky-Hierarchie sind unter Vereinigung abgeschlossen.

Beweis. Seinen G| = (T1,N1,S1,P1) und G, = (T2, N,,S>, P») Grammatiken vom gleichen
Typ. Falls notig, benennen wir die Nonterminale um, so dass 71 U 7> und N; und N, jeweils
paarweise disjunkt sind. Sei S ein neues Startsymbol.

Betrachte folgende Grammatik: G = (71 UTo, Ny UN, U{S},S,PLUP,U{S — 51,5 — 52 }).
Wir zeigen, dass fiir diese Grammatik gilt:

1. Sie ist vom selben Typ wie G| und G».
2. L(G) = L(Gl) UL(GQ).

Fiir die erste Behauptung beachte man, dass die Produktionsregeln von G ja einfach von G
und G, ibernommen wurden und somit auch deren Typ haben. Die neuen Regeln S — S | S2
sind ebenfalls bei allen Grammatikarten erlaubt.

Fiir die zweite Behauptung muss man zwei Richtungen zeigen. Fiir die Richtung L(G) C
L(G1) UL(G), sei w € L(G). Dann existiert eine Ableitung S ={; w. Diese muss im ersten
Schritt die Regel S — S oder die Regel S — S benutzt haben. Im ersten Fall konnen da-
nach nurnoch Regeln aus G| verwendet worden sein, denn man kann durch Induktion leicht
zeigen, dass alle weiteren Worte der Ableitung nur Nonterminale aus Ny enthalten — folglich
gilt $1 =, w. Analog gilt im zweiten Fall S, =¢, w.

Fiir die Richtung L(G) UL(G2) C L(G), sei w € L(G1) — der Fall w € L(G») geht analog.
Dann existiert eine Ableitung S :%I w. Da § =¢ S| und die Regeln von G alle in G
enthalten sind, gilt auch § =g S| =§ w. Also gilt w € L(G), was zu beweisen war. O
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3.2 Die Chomsky-Hierarchie

Abgeschlossenheit unter anderen Operationen.

— Etwas, aber nicht viel, schwieriger ist es zu zeigen, dass die Sprachklassen auch alle
unter Verkettung abgeschlossen sind.

— Darauf aufbauend ist es auch nicht schwierig, den Abschluss unter dem Kleene-Stern
Zu zeigen.

— Der Abschluss unter Schnitt ist schwieriger zu zeigen und gar nicht immer der Fall.

— Unter Komplement sind schlieBlich tiberhaupt nur die regulédren und die kontextsensi-
tiven Sprachen abgeschlossen und dies ist bei letzteren extrem schwer zu beweisen.

Operation REG CFL CSL RE
Vereinigung v v v v
Verkettung v v v v
Stern v v v v
Schnitt v X v v
Komplement v X v X

Abgeschlossenheit in der Praxis

Wiederholung: Datums-Validierung
Wir hatten schon gesehen, dass man die Datumsvalidierung durch viele Einzeltests modu-
larisieren kann:

— Test, ob die Eingabe nur aus Ziffern und Punkten besteht.
— Test, ob es genau zwei Punkte gibt.
— Test,ob ...

Die Abgeschlossenheit der Klasse der reguléren Sprachen unter verschiedenen Operationen
hilft nun:

— Alle Tests lassen sich recht leicht mittels reguldrer Grammatiken beschreiben.

— Da Schnitt und Vereinigung von reguldren Sprachen wieder regulir sind, wissen wir,
dass es auch eine reguldre Grammatik fiir die Datumsvalidierung geben muss.

— Diese ldsst sich, falls gewiinscht, sogar durch ein Programm berechnen.

3.2.4 Einordnung typischer Probleme

Welche Sprache gehort auf welche Stufe?
Es gibt ein paar grobe Regeln, wohin Sprachen typischerweise gehoren:

Typ 3 Einfache Sprachen, deren Worte »aus mehrere, sich wiederholenenden Teilen«
aufgebaut sind. Nicht moglich ist »Zidhlen« der Art: »So viele Wiederholungen
hiervon wie woanders davon.«

Typ 2 Strukturierte Sprachen, deren Worte hierarchisch aufgebaut sind. Nicht moglich
sind Abhingigkeiten/Verweise der Art: »Was hier steht, muss zu etwas passen,
das auf einer anderen Hierarchieebene steht.«

Typ 1 Viele Sprachen aus der Praxis, trotzdem eher geringe praktische Bedeutung.

Typ 0 Alle mit Computern verarbeitbare Sprachen.
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Die Chomsky-Hierarchie

Ubungen zu diesem Kapitel

Hierarchie der Sprachklassen

HALTING

CFL

HTML

JAVA-STRUCTURE
REG

CSV-SYNTAX

DATE-SYNTAX

IDENTIFIER-SYNTAX

E-MAIL-ADRESS-SYNTAX

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Die Chomsky-Hierarchie hat vier Stufen: regulére Sprache, kontextfreie Sprachen, kon-
textsensitive Sprachen und allgemeine Sprachen.

2. Einfache Syntax-Checks lassen sich mit reguldren Grammatiken beschreiben.

3. Hierarchische Strukturen lassen sich mit kontextfreien Grammatiken beschreiben.

4. Sprachklassen sind abgeschlossen unter Operationen auf Sprachen, wenn man »immer
in der Klasse bleibt«.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 1.3.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 3.1 Regel-Art angeben, leicht

Geben Sie in einer Tabelle fiir jede der folgenden Regeln an, ob sie jeweils bei (a) reguldren, (b)
kontextfreien und/oder (c) kontextsensitiven Grammatik erlaubt oder verboten ist.
S—S

A— A

A—A

X — 00X

X — X00

X — X0X

AB — AB

. AB — ABBA

. AB — BA

© PNV A WN 2

Ubung 3.2 Grammatiken entwerfen fiir ein praktisches Problem, mittel

Cascading Style Sheets (css) sind eine Methode zur Beschreibung des Aussehens von Webseiten. Da
der Standard recht komplex ist, sollen in dieser Aufgabe folgende Vereinfachungen gemacht werden:
Kommentare werden ignoriert, Folgen von Leerzeichen und Zeilenumbriichen ebenso, besondere Se-
lektoren auch. Geben Sie eine kontextfreie Grammatik fiir syntaktisch korrekte css-Dateien an. Es
reicht, wenn jeweils nur exemplarisch einige mogliche Attribute anzugeben.

Tipp: Benutzen Sie bitte fiir Nonterminal nicht nur einzelne Symbole wie A, B oder C, sondern aus-
sagekriftige Bezeichner wie Mafeinheit oder Selektor oder Zahl.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 3.3 Aquivalenz von Grammatiken, schwer bonus

Wir nennen eine Grammatik G monoton, falls fiir jede Regel in G gilt, dass die linke Seite der Regel
hochstens so lang ist wie die rechte Seite der Regel. Zeigen Sie, dass zu jeder monotonen Grammatik
G eine kontextsensitive Grammatik G’ existiert, so dass L(G) = L(G').

Ubung 3.4 Abgeschlossenheit unter Verkettung |, mittel, mit Lésung
Zeigen Sie, dass die Klasse CFL unter Verkettung abgeschlossen ist.

Tipp: Orientieren Sie sich am Beweis auf Folie 3-20.

Ubung 3.5 Abgeschlossenheit unter Verkettung I, mittel
Zeigen Sie, dass die Klasse REG unter Verkettung abgeschlossen ist.

Tipp: Eine Regel der Art § — S§15, ist nicht erlaubt. Sie miissen deshalb die ferminierenden Regeln
der ersten Grammatik veridndern, indem Sie dort das Startsymbol der zweiten Grammatik anfiigen.

Ubung 3.6 Abgeschlossenheit unter Kleene-Stern |, mittel
Zeigen Sie, dass die Klasse CFL unter dem Kleene-Stern abgeschlossen ist.

Tipp: Dies geht sehr shnlich wie Ubung 3.4.

Ubung 3.7 Abgeschlossenheit unter Kleene-Stern Il, schwer
Zeigen Sie, dass die Klasse REG unter den Kleene-Stern abgeschlossen ist.
Tipp: Erweitern Sie die Idee von Ubung 3.5 um eine »Schleife«.
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Wie analysiert man Syntax?

Teil Il

Wie analysiert man Syntax?

Die Syntax-Analyse gehort zum Brot-und-Butter-Geschift eines modernen Computers. Un-
unterbrochen miissen irgendwelche Texte analysiert werden — selbst dann, wenn man dies gar
nicht vermutet. Starten Sie doch einfach mal den Web-Browser Thres Vertrauens. Noch bevor
sich der Browser mit der recht komplexen Syntax-Analyse des Quelltextes Ihrer Startseite
beschiftigt, hat er zunéchst erstmal seine Konfigurationsdatei gelesen und eben analysiert.
Weiter wurden auch die Antworten auf Anfrage iiber das HTTP-Protokoll syntaktisch ana-
lysiert. Je ldnger und genauer man die Arbeitsweise eines Rechners anschaut, desto mehr
Syntax-Analyse wird man entdecken.

Allen Tatigkeiten, die Computer sehr hdufig ausiiben, gilt natiirlich das besondere Interesse
sowohl der Praxis wie auch der Theorie. So sind beispielsweise Suchen und Sortieren so-
wohl praktisch wie theoretisch bestens untersucht, ebenso die Anzeige von 3p-Graphiken
und eben auch die Syntax-Analyse. Die Theorie der Syntax-Analyse ist ein weites Feld, wir
werden uns lediglich die zwei wichtigsten Themen genauer anschauen: die Analyse von re-
guldren Sprachen und die von kontextfreien Sprachen. Zwar kann man damit schon »recht
viel« effizient analysieren, jedoch sollten Sie, auch nachdem Sie diesen Teil des Skript hin-
gebungsvoll durchgearbeitet haben, sich nicht unbedingt gleich daran machen, einen neuen
C++-Compiler zu programmieren.
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Kapitel 4

Deterministische endliche
Automaten

Die einfachsten Computer

Lernziele dieses Kapitels
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1. Syntax und Semantik von pras beherrschen 4.1 Motivation von endlichen Automaten

2. xmL-Fragmente mittels pras beschreiben konnen 411 Motivation I .. .............

3. DEAs implementieren kénnen 4.1.2 MotivationII . . . . ... ... ... ..
4.2 Endliche Automaten
4.2.1 Syntax . . ... ...
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Die Bezeichnung »endlicher Automat« ist vielleicht etwas irrefiihrend. Die Theorie endli-
cher Automaten beschiftigt sich mit allem Moglichen, aber gerade nicht mit den Geriten,
die man normalerweise als Automaten bezeichnet. Es wird in diesem Kapitel nicht dar-
um gehen, Cola-Automaten zu programmieren oder auch nur zu modellieren. Ebensowenig
geht es um die skurrilen Gerite, die in vergangenen Jahrhunderten als Automaten (wortlich
»Selbst-Bewegtes«) gefeiert wurden wie die im Jahr 1738 von Vaucanson vorgestellte me-
chanische Ente. Sie konnte sich laut Wikipedia »watschelnd fortbewegen, aber auch fressen,
verdauen und ausscheiden«.

Ebenso schon sind die Automaten von Jaquet-Droz, von denen Wikipedia zu berichten weif3:
»Der Schreiber ist 70cm hoch, hat eine Giansefeder in der Hand, sitzt vor einem kleinen Tisch
und hat bewegliche Augen und Kopf. Er kann jeden beliebigen Text mit bis zu 40 Buchstaben
Linge schreiben. Der Text wird auf einem Rad kodiert, wo die Buchstaben dann einer nach
dem anderen abgearbeitet werden. Wenn er gestartet wird, taucht er zunéchst die Feder in
die Tinte und schiittelt sie leicht ab, dann schreibt er, wobei er wie ein echter Schreiber die
Auf- und Abwirtsstriche richtig beachtet und auch absetzt. Er kann mehrzeilig schreiben
und beachtet Leerzeichen.«

Die endlichen Automaten der Theoretischen Informatik sind ein Formalismus, der die Kon-
zepte Zustand und Zustandsdnderungen allgemein modelliert. Da wir endliche Automaten
untersuchen werden, wird die Menge dieser moglichen Zusténde stets endlich sein. Zustidn-
de versteht man vielleicht am besten anhand einer Analogie zur Biologie: Bei einer einfa-
chen Zelle konnte der Zustand beispielsweise beschreiben, welche Proteine sich gerade in
der Zelle befinden und welche Gene aktiviert sind. Durch Umwelteinfliisse und durch inne-
re Prozesse wird sich der Zustand der Zelle langsam oder abrupt dndern, dies werden wir
Zustandsdnderungen nennen. Ziel der Automatentheorie ist nun, herauszufinden, welche
Folge von dufleren Einfliissen welche Effekte in einem Automaten/einer Zelle haben wird.

424 Korrektheitsbeweise . . . ... ... ..
43 Verhéltnis zu reguldren Sprachen |
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4 Deterministische endliche Automaten
4.1 Motivation von endlichen Automaten

Die Analogie zu Zellen ist iibrigens nicht von mir fiir die Vorlesung herbeikonstruiert, viel-
mehr beschiftigt sich eine ganze Teildisziplin der Automatentheorie, ndmlich die Theorie
der zelluldren Automaten, damit, wie sich ganze Felder solcher Automaten verhalten.

4.1 Motivation von endlichen Automaten
4.1.1 Motivation |: Vom Beschreiben zum Parsen

Grammatiken sind gut, Parser sind besser.

— Mit Grammatiken kdnnen wir Problem (=Sprachen) beschreiben. Das wird in der Pra-
xis auch viel getan.

— Grammatiken beschreiben top-down, was alles in einer Sprache erlaubt ist.

— In der Praxis hat man jedoch eher folgendes Problem: Gegeben ist ein konkretes Wort,
fiir das man eine Ableitung finden méchte.

— Findet man eine Ableitung, dann weill man

1. dass das Wort in der Sprache liegt und
2. durch die Schritte in der Ableitung auch, wie es aufgebaut ist.

— Ein Wort zu parsen bedeutet, eine Ableitung beziiglich einer bestimmten Grammatik
zu finden.

Erste Motivation flr endliche Automaten
Endliche Automaten werden die Maschinen sein, die uns erlauben, Worte zu parsen beziig-
lich reguldiirer Grammatiken.

4.1.2 Motivation ll: Einfache Computer

»Wat is en Rechnmaschin? Da stelle’'mer uns mal janz dumm. . . «

— Es ist ausgesprochen schwierig, allgemein zu definieren, was »ein Computer« ist.
— Es kommt darauf an, was man von einem Computer erwartet.
— Mindestens aber sollte folgendes moglich sein:

1. Irgendwelche Eingaben gehen in die Maschine hinein.
2. Irgendetwas passiert in der Maschine.
3. Irgendeine Reaktion lasst sich beobachten.

Endliche Automaten: Die einfachsten Computer
Bei endlichen Automaten werden die Grundanforderungen an Computer in einfachster Weise
erfiillt:

Eingaben Die einzelnen Zeichen eines Wortes dienen als Eingabe.

Verarbeitung Die Eingabezeichen werden nacheinander verarbeitet. Dabei »merkt« sich der
Automat nur einen so genannten Zustand.

Ausgabe Der Automat akzeptiert oder verwirft die Eingabe ganz am Ende.

Merke
Endliche Automaten sind kein Modell realer Rechner.

Die Zustande eines Kleinkinds

— Der Automat verfiigt iiber drei Zustidnde: gliicklich, schreien, essen.
— Am Anfang ist der Automat im Zustand gliicklich.
— Mogliche Eingaben sind: Keks, Spinat, Computer, Teddybiir.

Die Effekte der Eingabe sind folgende:

Alt-Zustand | Keks Spinat Teddybér/Computer
gliicklich gliicklich  schreien  gliicklich
schreien essen schreien  gliicklich

essen essen schreien  gliicklich
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4.2 Endliche Automaten

Der Kleinkind-Automat anders aufgemalt.
Keks, Teddy, Computer

Sharealik

Teddy, Computer Teddy, Computer
Spinat
m Spinat Keks

2

Copyright by
Commons Attributi

4.2 Endliche Automaten
4.2.1 Syntax

Formale Definition von deterministischen endlichen Automaten.

P Definition: Syntax von DFAs
Ein deterministischer endlicher Automat M besteht aus

. einem Eingabealphabet ¥,

. einer endlichen Menge Q von Zustdnden,

. einem Startzustand qq € Q,

. einer Menge Q, C Q von akzeptierenden Zustinden und
. einer Zustandsiibergangsfunktion

v A W N =

6:0xX— 0.

Wie immer gibt es auch alternative Schreibweisen:

hier andere Schreibweisen in der Literatur

q0 qa, 41
Q. A, F (finale Zusténde), Or, Q4
) A

Beispiel eines endlichen Automaten.

4-8

4-9

4-10
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4.2 Endliche Automaten

Beispiel
SeiM = (£,0,q0,0q4,0) mit:
- x={0,1},
- 0=1{9a,9p:9c}
= 40 = Ya>
- Qu=1{qp:9c}
— und § wie folgt:
5(6]“70) =d{a,
5(6]“, 1) = 4b;
6(q»,0) = qa,
5(Qb7 1) ={c,
6(4c,0) = ge,
6(q67 1) ={c-

Wie man Automaten aufschreibt.

— Genau wie bei Grammatiken ist es miihselig und wenig anschaulich, Automaten ganz
formal als Tupel aufzuschreiben.
— Deshalb ist es iiblich, sie als Graphen aufzuschreiben.

P Definition: Graphdarstellung eines Automaten
Sei M = (£,0,q0,0Qq,6) ein pFa. Dann ist Gy, folgender Graph:

Die Knoten des Graphen sind die Zustinde in Q.

Es gibt eine Kante von einem Zustand ¢ zu einem Zustand ¢’ mit Label a, falls (¢,a) =
/

q.

Jeder akzeptierende Zustand g € Q, wird angedeutet durch einen Doppelkreis um den

Zustand.

Der Startzustand wird durch einen kleinen Pfeil mit dem Wort »start« angedeutet.

Beispiel eines endlichen Automaten als Graph.

Beispiel

0 0,1
1
0

2 Zur Ubung
Geben Sie folgenden Automaten formal als Fiinftupel an:

a
start —> @ a

b||b

OEL

b
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4.2 Endliche Automaten

4.2.2 Semantik

Die Idee hinter der Arbeitsweise eines endlichen Automaten.

Wenn man einem endlichen Automaten eine Eingabe vorlegt, dann arbeitet er diese wie folgt
ab:

Wihrend der gesamten »Berechnung« (eigentlich wird hier nicht gerechnet, aber seien
wir grofziigig) ist der Automat immer in einem der Zustéinde.

Am Anfang ist er im Anfangszustand (daher der originelle Name).

Dann liest der Automat das erste Zeichen.

Die Zustandsiibergangsfunktion sagt ihm dann, in welchen Zustand er wechseln soll.
Das macht er dann auch und liest das nédchste Zeichen, schaut wieder in der Zustands-
iibergangsfunktion nach, wechselt den Zustand, liest das nichste Zeichen, und so weiter.
Nachdem er das letzte Zeichen gelesen hat, schaut er nach, ob der Zustand akzeptierend
ist.

— Wenn ja, so akzeptiert er das Wort.
— Wenn nein, so verwirft er das Wort.

Beispiel der Arbeitsweise eines Automaten.

Start Zeichen 1 gelesen

Eingabe: aabba Eingabe: aabba

a a
start —> @ a start — @

S

b||b
b
OFL
Zeichen 2 gelesen

Eingabe: aabba

a
start — @

Zeichen 4 gelesen

Eingabe: aabba

start—> a a

b||b

O

b

S
9”*@@6
S

S

Zeichen 3 gelesen

Eingabe: aabia

start — @

Q

S
rﬁw@
S

Q

Zeichen 5 gelesen

Eingabe: aabba

Q

S
FQ@Q
S

Q

start —

4-13

4-14



40 4 Deterministische endliche Automaten
4.2 Endliche Automaten
Wort akzeptiert!

Eingabe: aabba

a
start — @ a

b{|b
b
Ok
415 Semantik eines endlichen Automaten

P Definition: Fortgesetzte Zustandsiibergangsfunktion
Sei M = (X,0, 40,04, 0) ein pra. Wir erweitern die Funktion 0 zu einer Funktion 6*: Q x
¥* — Q. Sie gibt an, wie sich der Automat bei Eingabe eines ganzen Wortes verhiilt:

8"(q,4) =4
0% (q,xw) = 8"(6(g,x),w) mitx€Xundw € X",

P Definition: Akzeptanz von Worten und akzeptierte Sprache
Sei M = (£,0,40,04,6) ein DFA.
1. Wir sagen, dass M ein Wort w € £* akzeptiert, wenn 0*(qo,w) € Q.

2. Die Menge aller akzeptierte Worte nennen wir die akzeptierte Sprache, geschrieben
L(M)={weX*|6*(q0,w) € Qu}-
4-16 Beispiele von akzeptierten Sprachen.

Beispiel
Der Automat

0 0 0,1
startﬁé L @ ! é

akzeptiert die Sprache alle Worte, die mindestens zwei Einsen enthalten, also

L(M)={we {0,1}" | w enthilt zwei len}.

& Zur Ubung
Geben Sie Automaten an, die die folgenden Sprachen akzeptieren:
1. Ly = {a"b"c | nymk > 1},
2. Ly ={a"b" | n,m > 0},
3. Ly = {w € ascir* | w ist ein erlaubter Java-Bezeichner}.

417 Eine Vereinfachungen: unvollstandige Automaten.
— Haufig erkennt ein Automat an einer bestimmten Stelle im Wort, dass er dieses Wort
»nicht mehr akzeptieren mochte«.
— Dann muss man in einen »Fehlerzustand« wechseln,
1. der nicht akzeptierend ist und
2. den man nicht mehr verlassen kann.
— Das ist manchmal etwas umstindlich, insbesondere bei riesigen Alphabeten wie dem
Unicode.

P Definition: Unvollstandiger Automat
Ein unvolistindiger deterministischer endlicher Automat ist definiert wie ein normaler pra
mit folgenden Anderungen:
1. Die Zustandsiibergangsfunktion 6 darf partiell sein (sie ist also nicht fiir alle Paare von
Zustinden und Eingabesymbolen definiert).
2. St6Bt der Automat wihrend einer Berechnung auf einen Zustand, in dem der nichste
Zustand nicht definiert ist, so wird das Wort sofort verworfen, selbst wenn der Zustand
akzeptierend ist.
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4.2 Endliche Automaten

Beispiele von akzeptierten Sprachen.

Beispiel
Der Automat

0,1
@@

akzeptiert das Wort 1 sowie alle Worte, die mit zwei Einsen beginnen:
LM)={1}U{llw|we {0,1}"}.

Beachte: Das Wort 10 wird nicht akzeptiert: 10 ¢ L(M).

Zur Ubung: Tags mit endlichen Automaten parsen.
Gegen Sie einen DFA an, der einfache 6ffnende und schlieBende <div>-Tags parsen kann.
Er soll folgende Worte akzeptieren:

— <div>
— </div>

AuBerdem sollen Leerzeichen erlaubt sein wie in </ div >.

423 Implementation

Vom Automaten zum Java-Programm.

Wie implementiert man endliche Automaten?

0 1 0,1
LA o
start —>( 41 @ @

Automaten lesen ihre Eingabe zeichenweise.

Dies kann man durch eine einfache For-Schleife implementieren.

Den aktuellen Zustand kann man sich in einer Int-Variable merken.

Am Ende muss man nachschauen, ob der erreichte Zustand akzeptierend ist.

int delta (int g, char x) {
// qgl=1, g2 =2, g3 = 3, .
if (g ==1 && x == '0’) { return 1; }
if (g ==1 && x == '1") { return 2; }
if (g == 2 && x == '0’) { return 3; }
if (g == 2 && x == '1") { return 2; }

return 3; // alle anderen Fédlle

int deltaStar (int g, String s) {
for (int i = 0; i<s.length(); i++) {
g = delta (g, s.charAt(i));
}

return g;

boolean isAccepted (String s) {
return deltaStar (1, s) == 2; // g 1 ist Startzustand, q 2
akzeptierend

418

4-20
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4 Deterministische endliche Automaten
43 Verhaltnis zu reguldren Sprachen |

424 Korrektheitsbeweise

Beweisrezept: Korrektheitsbeweis flir DFAs

Ziel
Man will beweisen, dass ein DFA M eine Sprache L akzeptiert.

Rezept
Zeige zwei Richtungen (Beweisrezept »Zwei Richtungen«):

1. Beginne mit »Sei w € L beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«). Gib dann
die Folge von Zusténden an, die M bei Eingabe w durchléuft (Beweisrezepte » Konstruk-
tiver Beweis«). Ende mit »Also gilt 6* (qo,w) € Q, und somit L C L(M)«.

2. Beginne mit »Sei w € L(M) beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«.) Fahre
fort mit »Dann gilt §*(qo,w) € Q. Seien g bis g, mit g, € Q, die Zwischenzustinde
der Berechnung des Automaten.« (Beweisrezept »Namen vergeben«.) Argumentiere
dann, dass w € L gilt. Ende mit »Also gilt w € L und somit L(M) C L«.

Kurzes Beispiel eines Korrektheitsbeweises.

Satz
0 1 0,1

Sei M folgender Automat: start —( q; ! @ 0 é?)
Dann gilt L(M) ={0"1" |n > 0,m > 1}.

Beweis. Wir zeigen zwei Richtungen. Sei zunédchst w = 0"1” mit n > 0 und m > 1. Bei
Eingabe von w wird M zunichst n Schritte lang in g; verharren, dann (wegen m > 1) den
Zustand zu g, wechseln und dann m — 1 Schritte in g, verharren, wo w akzeptiert wird. Also
gilt w € L(M).

Fiir die andere Richtung sei w € L(M). Damit M ein Wort akzeptiert, muss die Berechnung
in g5 enden. Da die Berechnung in ¢; begann, muss w eine 1 enthalten (vom Wechsel von g
Zu q7). Vor dieser 1 konnen nur Oen sein, nach ihr nur len. Also gilt w = 0"11% mit nk>0
und folglich w € {0"1™ | n > 0,m > 1}. O

4.3 Verhaltnis zu regularen Sprachen |

Was konnen endliche Automaten?

Endliche Automaten konnen sich nur eine feste Menge von Mdglichkeiten in ihrem
Zustand merken.

Das ist ganz dhnlich wie bei reguldren Grammatiken, wo auch nur immer das aktuelle
Nonterminale angab, was alles passieren kann.

Dies ist kein Zufall: Wir werden in den folgenden Kapiteln noch zeigen, dass determi-
nistische endliche Automaten genau die reguldiiren Sprachen akzeptieren.

Wir werden gleich sehen, dass Dras nur reguldire Sprachen akzeptieren.

Fiir die Umkehrung (alle reguléren Sprachen werden von pras akzeptiert) wird aller-
dings noch etwas mehr Theorie benotigt.

Endliche Automaten kénnen nicht mehr als reguldre Grammatiken.

Satz
Sei M ein pFa. Dann gilt L(M) € REG.

Beweisidee
Wir konnen eine Automaten M wie folgt in Grammatiken G umwandeln:

— Die Terminale sind gerade die Symbole in X.
— Die Nonterminale sind gerade die Zustcinde in Q.
— Das Startsymbol ist der Startzustand.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

— Kann der Automat vom Zustand ¢ zum Zustand ¢’ durch Lesen eines Zeichens x kom-
men (also 6(g,x) = ¢’), so gibt es die Regel ¢ — xq’.
— Weiter gibt es, um die Ableitung abzuschlieBen, fiir jedes g € Q, die Regel ¢ — A.

Die Idee ist dann, dass Berechnungen des Automaten Eins-zu-Eins den Ableitungen in der
Grammatik entsprechen.

Beweis. SeiM = (£,0,40,Qa,0) ein DFA. Sei G folgende Grammatik:

-T=X
- N=0
- S=qo

— Fiir jedes Paar ¢ € Q und x € X gibt es die Regel ¢ — x6(q, x).
Weiter gibt es fiir jedes ¢ € Q, die Regel ¢ — A.

Wir behaupten, dass L(M) = L(G) gilt.

Fiir die erste Richtung sei w € L(M) beliebig. Seien qq, g1, ..., g mit gn € Qq die Zustidnde, die
M bei Eingabe w durchlduft. Dann gilt fiir alle 7, dass 6(g;, w[i + 1]) = ¢;+. Betrachte nun folgende
Ableitung:

q0 = wlllgr = wllw[2]gs = --- = wgn = w.
Jeder Ableitungsschritt benutzt eine erlaubte Regel, inklusive der letzten. Also gilt go =>* w und somit
w € L(G).

Fiir die zweite Richtung sei w € L(G). Dann gilt gg =" w via einer Ableitungskette
qo = W1 = Wy = - = Wy =W.

Jedes w;, auller wy, endet nun mit einem Nonterminal — nennen wir es g;. Weiter lésst sich dann jedes
w; schreiben als w; = w([1]w[2]...w[i]g;. Folglich ist jeweils im Schritt w; = w;; die Regel ¢; —
wli + 1]g;+1 angewandt worden; auBer im letzten, wo die Regel g, — A angewandt wurde. Insgesamt
erhalten wir, dass

1. fiir jedes i gilt 8(g;,w[i+ 1]) = ¢;+ und
2. gn € Qa.

Folglich gilt 6* (g, w) = gn € Qq und somit w € L(M). O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Endliche Automaten lesen Eingaben zeichenweise und wechseln dabei in jedem Schritt
ihren Zustand.

2. Ein Automat akzeptiert ein Wort, wenn er es komplett einliest und dabei in einem ak-
zeptierenden Zustand endet.

3. Ein Automat akzeptiert die Sprache aller Worte, die er akzeptiert.

4. Alle von deterministischen endlichen Automaten akzeptierten Sprachen sind regulir.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 1.4.

Skript

425
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 4.1 Automaten implementieren |, mittel

Auf Folie 4-20 wird fiir einen konkreten Automaten gezeigt, wie sich dieser in ein Java-Programm
umwandeln lédsst. In dieser Aufgabe sollen Sie nun eine Methode entwerfen, bei der der Automat nicht
mehr »fest verdrahtet« im Java-Code ist, sondern die Zustandsiibergangsfunktion als Variable gegeben
ist.

Die folgende Klasse représentiert dabei einen Automaten:

class Automaton {
// Sigma ist einfach gleich ASCII

int sizeOfQ;
// Q ist die Menge {0,...,sizeOfQ-1}

int [][] delta;
// delta[q] [x] ist gerade delta(q,x)

int g 0;
// Startzustand

boolean [] Q_aj;
// Q_al[i] ist genau dann wahr, wenn i \in Q_a

boolean isAccepted (String s) {
// Ihr Code!
}

Ubung 4.2 Automaten implementieren Il, mittel

In Aufgabe 4.1 wurde eine Methode entworfen, die fiir jeden beliebigen Automaten funktioniert. Prin-
zipiell kann dieser also auch erst zur Laufzeit erstellt werden. Héufig sind Automaten aber bereits
zur Compile-Zeit bekannt und fest. In diesem Fall kann es sinnvoller sein, die Automaten so wie auf
Folie 4-20 »fest zu verdrahten«.

Damit man den Code nicht selber programmieren muss, verwendet man Methoden, die fiir ein Automaten-

Objekt einen Programmtext wie auf Folie 4-20 als Ausgabe produzieren. Entwerfen Sie ein solche
Methode als Erweiterung der Klasse aus Aufgabe 4.1.

class Automaton {

String producedavaProgram () {
// Ihr Code!
// (Rickgabe soll ein Java-Progammtext sein)

}

Ubung 4.3 Automaten konstruieren, mittel
Geben Sie endliche Automaten fiir folgende Sprachen an, sowohl in Tupel- als auch in Graphschreib-
weise. Begriinden Sie die Korrektheit Ihrer Konstruktionen. (Ein formaler Beweis ist an dieser Stelle
nicht erforderlich, jedoch sollte aus Threr Begriindung auf die Korrektheit Ihres Automaten geschlossen
werden konnen)

1. Ly = die Menge der geraden Zahlen in Dezimaldarstellung ohne fiihrende Nullen.

2. L ={w € {0,1}" | X enthilt 00 genau einmal als Teilwort}.

3. Lz ={w e {a,b}" | (wla — [W]p)moas = O}.
Bei dem Automaten fiir die Sprache L; konnen Sie davon ausgehen, dass der Automat die hochstwer-
tige Dezimalstelle zuerst liest. Bei der Sprache L3 bezeichnet |w|, beziehungsweise |w|, die Anzahl
der »a« oder »b« im Wort w.

Ubung 4.4 Formalen Korrektheitsbeweis (iber Automaten fiihren, schwer

Geben Sie fiir folgende Sprache einen endlichen Automaten an. Beweisen Sie daraufhin die Korrektheit
Threr Konstruktion.
L3 = {a®"b®™ | n,m € N}.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 4.5 Sprachen aus den Automaten erkennen, mittel
Welche Sprache L akzeptiert der folgende endliche Automat? Geben Sie eine regulidre Grammatik G
an, so dass L(G) = L ist.

0 1 start 0 1
0 i 0

40)«——(t0)——(a

Ubung 4.6 Automaten konstruieren, mittel

Konstruieren Sie endliche Automaten fiir folgende Sprachen iiber £ = {0,1}. Geben Sie diese so-
wohl in Tupelschreibweise als auch in Graphschreibweise an. Begriinden Sie die Korrektheit Threr
Konstruktion (ein formaler Beweis ist an dieser Stelle nicht erforderlich).

1. A={we€X*||w] ist ungerade}.
2. B={w € X" | wenthilt 00 nicht als Teilwort}.

Ubung 4.7 Korrektheit von endlichen Automaten beweisen, schwer
Geben Sie fiir folgende Sprachen iiber £ = {0, 1} endliche Automaten in Graphschreibweise an. Be-
weisen Sie die Korrektheit Ihrer Konstruktion.

1. D= {w € ¥ | w enthilt genau drei Einsen}.
2. C={w € X" | w enthilt eine ungerade Anzahl von Nullen}.
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Sind Sie auch mal vergesslich? Sie gehen in eine Raum hinein und wenn Sie drinnen ange-
kommen sind, haben Sie vergessen, was Sie dort eigentlich wollten? Ganz schlimm ist es,
wenn Sie mehrere Sachen erledigen wollten?

Vielleicht sind Sie ja ein endlicher Automat! Diese vergessen nidmlich auch recht schnell
und recht viel. Tatsidchlich kann sich ein pra ja wirklich nicht sonderlich viel merken, eben
nur soviel, wie er Zustdnde hat. Wenn er Eingaben bearbeiten muss, die ldnger sind als seine
Zustandsmenge grof3 ist, so muss er notgedrungen einiges »iiber den Anfang vergessen«.
Diese Vergesslichkeit kann man ausnutzen, wenn man zeigen mochte, dass Automaten be-
stimmte Sprachen nicht akzeptieren konnen. Bei vielen Sprachen »muss man sich beliebig
viel merken«, mochte man wirklich nur genau die Worte der Sprache korrekt akzeptieren.

Leider ist es nicht immer ganz klar, wieviel man sich genau merken muss bei einer bestimm-
ten Sprache. Automaten konnen sich namlich Eselsbriicken bauen — sie merken sich dann
vielleicht nicht alles liber den Wortteil, den sie abgearbeitet haben, aber eben einige wichtige
Dinge. So kann sich ein Automat zwar nicht die genaue Anzahl an Zeichen merken, die er
bereits gelesen hat. Er kann sich aber sehr wohl merken, ob diese Anzahl gerade war oder
durch Sieben teilbar war oder ob auf jedes a ein b gefolgt ist.

In diesem Kapitel wird ein beriihmter Satz vorgestellt, genannt das Pumping-Lemma, mit
dem man die »Vergesslichkeit« von Automaten sehr genau fassen kann. Das Hauptproblem
bei der Anwendung des Pumping-Lemmas ist allerdings, dass man es eigentlich »verkehrt-
herum« anwenden muss: Die eigentlich Aussage des Lemmas (»Alle von DFAs akzeptierte
Sprachen haben die Pump-Eigenschaft.«) ist ndmlich eher uninteressant; wichtig ist der Um-
kehrschluss (»Hat eine Sprache nicht die Pump-Eigenschaft, so wird sie auch nicht von pras
akzeptiert.«)

Was kdnnen Automaten? Was kdnnen sie nicht?

— Viele Sprachen lassen sich von DFas akzeptieren.

— Darunter sind auch eher komplexe wie »giiltige E-Mail-Adressen« oder »giiltige xML-Tags«

oder »giiltige Datumsangaben«.

— Intuitiv sollte es aber auch Sprachen geben, die nicht von pras akzeptiert werden kon-
nen: Alle Sprachen, bei denen man sich mehr merken muss als man sich mittels der
endlich vielen Zustinde merken kann.
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Leider ist die Beschreibung »wo man sich mehr merken muss als man in einem Zustand
speichern kann« etwas schwammig.

Heutiges Ziel
Gesucht ist ein Verfahren, mit dem man beweisen kann, dass eine Sprache nicht von Auto-
maten akzeptiert werden kann.

5.1 Das Pumping-Lemma
5.1.1 Vorbereitende Uberlegungen

Woran scheitern endliche Automaten?

— Wihrend eine Automat ein Wort liest, kann er sich nur sehr wenig merken.

— Genaugenommen merkt er sich ja nur, in welchem Zustand er gerade ist.

— Hat der Automat beispielsweise 100 Zustdnde, so kann er sich nicht mehr als 100 un-
terschiedliche »Situationen« merken.

Beispiel
Wie konnte ein Automat die Sprache {a*b* | k > 0} akzeptieren?

— Er muss iiberpriifen, ob die Anzahl an a’s vorne gleich der Anzahl an b’s hinten ist.
Dafiir muss er sich die Anzahl irgendwie »merken.

Hat er aber nur 100 Zustidnde, so kann er sich nicht merken, ob es nun 973 oder doch
eher 974 a’s waren.

— Andererseits: Er konnte sich ja merken, ob die Anzahl gerade oder ungerade war — dann
konnte er doch zwischen 973 und 974 unterscheiden.

Dann konnte er aber wieder nicht zwischen 973 und 975 unterscheiden.

Irgendwie brauchen wir ein allgemeines Argument.

Zwei entscheidende Ideen.

— Nehmen wir an, es giibe einen Automaten mit 100 Zustinden, der {a*b* | k > 0} ak-
zeptiert.

— Betrachten wir nun ein Wort in der Sprache mit sehr vielen a’s, also beispielsweise
100041000

Nun kommen die zwei entscheidenden Ideen:

1. Wenn er das Wort a!0%951000 Jiest so wird er innerhalb der ersten 100 a’s einen Zustand
zweimal erreichen.

2. Zwischen den beiden Erreichungen des Zustands hat er eine bestimmte Anzahl a’s gele-
sen, sagen wir 23. Fligen wir nun weitere 23 a’s an dieser Stelle ein, so »merkt« dies der
Automat nicht. Ebenso »merkt« er es nicht, wenn wir 46 oder 69 a’s einfiigen. Deshalb
wird er auch a'923p1000 ynd 104651000 ypd 4196951000 akzeptieren — was er nicht soll.

Formalisiertes Scheitern.

Man kann das Argument fiir {a*b* | k > 0} auch allgemein fassen.

Aus Zahlen wie » 1000« oder » 100« werden dann Variablen.

Aus »man fiigt weitere 23 a’s ein« wird »man verdoppelt oder verdreifacht ein bestimm-
tes Teilwort«.

Dieses Verdoppeln oder Verdreifachen nennt man verspielt »aufpumpen« des Teilwor-
tes.

5-5
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Kommentare zum Beweis

' Die Wahl von # fallt hier vom Himmel,
wird aber spater klar.

2Rezept »All-Aussagenc

3Rezept »Namen vergeben«

“Hier ist das Schleifen-Argument

°y ist das Teilwort, dessen Durchlaufen der
Automat »nicht merkt«

5 Dieser Umstand nochmal symbolisch
aufgeschrieben.

7 Rezept »All-Aussagen«

8Was ja die Behauptung war
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5.1.2 Der Satz und sein Beweis

Von DFAs akzeptierte Sprachen haben die Pump-Eigenschaft.

P Satz: Pumping-Lemma

Die Sprache L sei durch einen pra akzeptierbar. Dann

— existiert eine Wortlinge n € N, so dass

— fiir alle Worte w € LNX2" gilt, es

— existiert eine Zerlegung w = xoyozmit [y| > 1 und |xoy| <n, so dass
— fiir alle i € N gilt

xoyiozEL.

Bemerkungen:

— Den Wechsel der Quantoren »fiir alle« mit »es existiert« nennt man Alternationen —
diese machen die Aussage etwas verwirrlich.

— Im Wort xyz wird der mittlere Teil y in xy'z beliebig oft wiederholt, dies nennt man
aufpumpen.

Beweis. SeiL=L(M)mitM = (£,0,q0,Qq4,96). Um den Satz zu beweisen, miissen wir als
erstes ein n € N angeben. Wir wihlen n = |Q| + 1.’

Als niichstes sollen wir etwas »fiir alle Worte w € LN X>"« zeigen. Sei dazu w € LN Z2"
beliebig.” Seien g, q1, - .., q\w| die Zustinde, die der Automat bei Eingabe w durchlduft.’
Dann gilt g, € Qu. Da [w| > |Q|, muss sich innerhalb der ersten n Zustinde ein Zustand
wiederholen. Es gibt also zwei Indizes i und j miti < j < |Q|+1=n, so dass ¢; = ¢;."
Wihle x = w[l|w[2]...w[i] und y = wli + 1]w[i+2]...w[j] und z = w[j + l]w[j +2]...
w(|w|].” Dann gilt w = xyz und weiter §*(qo,x) = ¢g; und 6*(¢;,y) = q; = ¢; und 6*(¢;,z) =
qw| € Qa'(y ) )

Seinun i € N beliebig.” Bei Eingabe von xy'z wird M die Berechnung im Zustand ¢g¢ begin-
nen, dann — am Ende von x — den Zustand g; erreicht haben, dann nach dem ersten y wieder
den Zustand g; erreicht haben, nach den zweiten y ebenfalls und so weiter bis zum letzten
y. Vom Zustand g; = g; aus erreicht der Automat dann nach dem Lesen von z den Zustand
qjw| € Qa- Also gilt xy'z € L.} O

Was wir eigentlich wollen.

— Das Pumping-Lemma besagt, dass alle von Automaten akzeptierte Sprachen eine »Pump-
Eigenschaft« haben.

— Im Umkehrschluss kénnen Sprachen, die die Pump-Eigenschaft nicht haben, auch nicht
von Automaten akzeptiert werden.

— Die folgende Folgerung ist einfach nur dieser Umkehrschluss.

» Folgerung

Sei L eine Sprache, so dass

— fiir alle Wortlingen n € N

— existiert ein Wort w € LNX2", so dass

— fiir alle Zerlegungen w = xoyoz mit |y| > 1 und |xoy| <n
— existiert ein i € N mit

xoyioz¢L.

Dann lésst sich L nicht durch DFAs akzeptieren.
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5.2 Anwendungen
5.2.1 Das Spiel

Streit um Automaten.
Ausgangssituation

— Man streitet sich, ob eine Sprache L von Automaten akzeptiert werden kann oder nicht.

— Der Skeptiker ist sich nicht sicher.

— Der Automatenliebhaber ist liberzeugt, dass L akzeptiert werden kann und will den
Skeptiker davon iiberzeugen.

— Der Widerleger ist iiberzeugt, dass L nicht akzeptiert werden kann und will den Skep-
tiker iiberzeugen.

Strategien

— Der Automatenliebhaber kann den Skeptiker iiberzeugen, indem er einen Automaten
angibt, der L akzeptiert — inklusive Korrektheitsbeweis, da der Skeptiker sehr skeptisch
sind.

— Der Widerleger kann die Folgerung aus dem Pumping-Lemma benutzen.

Das Pumping-Lemma als Dialog.

— Da der Skeptiker sehr skeptisch ist, muss der Widerleger ihn iiberzeugend iiberzeugen.
— Der Skeptiker ist iiberzeugt, dass L nicht akzeptiert werden kann, wenn man ihn {iber-
zeugt, dass die »fiir alle ... existiert ... fiir alle ...existiert ... « Bedingung gilt.
— Dazu bietet der Widerleger an, folgendes Spiel zu spielen:
1. Fiir das erste »fiir alle Wortldngen n € N« darf der Skeptiker ein beliebiges n
nennen.
2. Als Antwort wird der Widerleger ein Wort w € LN X=" nennen.
3. Dann darf der Skeptiker wieder fiir »fiir alle Zerlegungen w = x oy o z« eine Zer-
legung nennen.
4. Als Antwort wird der Widerleger ein i € N nennen mit xoy' oz ¢ L.

Ein Beispieldialog.
Widerleger Hallo Skeptiker!
Skeptiker Hallo Widerleger!

Widerleger Hast du neulich den Artikel gelesen, wonach Wissenschaftler herausgefunden
haben, dass {a*b* | k > 0} nicht von pFas akzeptiert werden kann?

Skeptiker Ja, das stand in der Zeit und auch im Spiegel und selbst in der raz. Ich glaube
ja, die schreiben alle nur voneinander ab, die {iberpriifen doch ihre Quellen gar
nicht.

Widerleger Doch, das stimmt, ich werde dich mit der Folgerung aus dem Pumping-Lemma
iiberzeugen.

Skeptiker Na, das mochte ich sehen. ..

Widerleger Also, die Folgerung sagt ja, dass, wenn fiir alle Zahlen n € N etwas Bestimmtes
gilt, dann kann {a*b¥ | k > 0} nicht von pFas akzeptiert werden.

Skeptiker In der Tat — nur miisstest du mich erstmal iiberzeugen, dass das tatséchlich fiir
alle n der Fall ist. Das diirfte dir schwerfallen.

Widerleger Wieso?
Skeptiker Weil es unendliche viele n gibt!
Widerleger Ah, aber ich behaupte, du kannst mir keines nennen, wo’s nicht klappt.

Skeptiker Na gut, ich bin bei n = 100 ziemlich skeptisch. Dann soll es ndmlich angeblich
ein w € LNX>" geben, so dass etwas gilt.

Widerleger Jup. So ein w gibt es, nimlich w = %519,

Skeptiker Von mir aus. Jetzt soll fiir alle Zerlegung von w etwas gelten. Da gibt es ja
schrecklich viele!

Widerleger Nenne mir irgendeine, bei der du glaubst, dass es nicht klappt.

Public domain
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3054706 p100 skeptisch, also fiir x = a9, y= a’ und z = b9,

170,100 _

Skeptiker Ich bin bei w =a

Widerleger Wie kann man da skeptisch sein? Fiir i = 2 gilt doch jetzt xoy' oz =a
und das ist sicher kein Wort in der Sprache.
Skeptiker In der Tat. Dann mochte ich gerne noch eine andere Zerlegung probieren. Sagen
wir w = a0 0 g0 0 q%0p100,
Widerleger So skeptisch kann man doch gar nicht sein. Wieder gilt fiir i = 2, dass xoy oz =
a'?0p'% kein Element der Sprache ist.

Skeptiker OK, ok, ich bin iiberzeugt. Da war wohl meine Wahl von n ganz am Anfang nicht
sonderlich geschickt.

Widerleger Es ist doch vollig egal, wie du n wihlst. Wenn du n = 1000 wihlst, dann wihle
ich eben das Wort ¢!90051000,

Skeptiker Hmmm, tja, griibel. In der Tat. Mir scheint, die Voraussetzung der Folgerung
stimmt und somit ldsst sich L tatsidchlich nicht von einem pra akzeptieren.

Ein Gruppe von Skeptikern und ein Gruppe von Widerlegern kommen auf die Biihne.

Im ersten Spiel geht um die Sprache L = {0F1"2% | k,m > 10}

. Die Skeptiker suchen sich eine Zahl n aus.

. Die Widerleger miissen ein Wort w € LN 2" nennen.

. Die Skeptiker suchen sich eine Zerlegung von w aus.

. Die Widerleger miissen eine Zahl i nennen mit xyiz ¢ L.

N W N =

— Schaffen sie dies, so haben die Widerleger gewonnen.
— Schaffen sie dies nicht, so haben die Skeptiker gewonnen.

Bei diesem Spiel haben die Widerleger eine Gewinnstrategie: Wenn sie geschickt spielen, dann gewin-
nen sie immer.

Im zweiten Spiel geht es um die Sprache L = {0F17 | k, j > 10}. Hier haben die Skeptiker eine Ge-
winnstrategie!

5.2.2 Nichtregularitat

Beweisrezept: Pumping-Lemma anwenden

Ziel
Man will beweisen, dass eine Sprache L nicht von DFAs akzeptiert werden kann.

Rezept

1. Beginne mit »Wir zeigen die Behauptung durch die Kontraposition des Pumping-Lemmas. «

2. Fahre fort mit »Sei n beliebig.«

3. Fahre fort mit »Dann ist w = ... ein Element von LN X2".«, wobei natiirlich »...«
geeignet gewihlt sein muss.

4. Fahre fort mit »Sei nun w = xyz eine beliebige Zerlegung mit |y| > 1 und |xy| < n.«

5. SchlieBe mit »Wihle nun i = ... « und argumentiere, dass xy'z ¢ L gilt.
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Zusammenfassung dieses Kapitels
Ein einfaches Beispiel. 5-14

Satz
L= {d*b* | k > 1} ldsst sich nicht von DFas akzeptieren.

Kommentare zum Beweis
Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch die Kontraposition des Pumping-Lemmas.' Sei ' Text aus dem Rezept

n beliebig. Dann ist w = a"b" ein Element von LN X>".” Sei nun w = xyz eine beliebige  ?strategie des Widerlegers

Zerlegung mit |y| > 1 und |xy| <n.

Dann gilt, dass y = a” fiir ein p > 1.° Fiir i = 2 gilt dann, dass xy'z =a""7b". Dan+p #n,  *lnnerhalb der ersten n Buchstaben von i
ist xyiz ¢ L 0 gibtes nura’s.

Noch ein Beispiel. 5-15

Satz
L = {0K1"0F | k,m > 1} lisst sich nicht von prAs akzeptieren.

Kommentare zum Beweis
Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch die Kontraposition des Pumping-Lemmas.' Sei ' Text aus dem Rezept

n beliebig. Dann ist w = 0"10" ein Element von LNX>".> Sei nun w = xyz eine beliebige  ?Strategie des Widerlegers

Zerlegung mit |y| > 1 und |xy| < n.

Dann gilt, dass y = 07 fiir ein p > 1.° Fiir i = 2 gilt dann, dass xy'z = 0"tP10". Dan+p #n, ®Innerhalb der ersten n Buchstaben von w
ist Xin ¢ L O gibt es nur Oen.

Zur Ubung 516
Zeigen Sie, dass {w | w enthilt gleich viele a’s wie b’s} nicht von einem Dra akzeptiert
werden kann.

Ein letztes Beispiel. 517

Satz

L= {d" | nist eine Quadratzahl} lisst sich nicht von DFas akzeptieren.

Kommentare zum Beweis
Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch die Kontraposition des Pumping-Lemmas. Sei n

beliebig. Dann ist w = " ein Element von LNE>". Sei nun w = xyz eine beliebige Zerle-

gung mit |y| > 1 und |xy| < n.

Dann gilt, dass y = a? fiir ein p mit 1 < p < n. Fiir i = 2 gilt dann, dass xy'z = @CHPINUD o weitist alles normal. Jetzt kormmt ein
istabern’ +p<n’4+n<n*+2n+1= (n+ 1)2. Also ist die Anzahl an a’s in xy'z = avtr neues Argument.

keine Quadratzahl und somit xy'z ¢ L. O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Das Pumping-Lemma besagt, dass alle von Automaten akzeptierten Sprachen eine Pump- 5-18
Eigenschaft haben.

2. Im Umkehrschluss konnen Sprachen, die die Pump-Eigenschaft nicht haben, auch nicht
von DFAs akzeptiert werden.

3. Man kann das Pumping-Lemma nicht benutzen um zu zeigen, dass Sprachen von DFAs
akzeptierbar sind — sondern nur um zu zeigen, dass sie nicht akzeptierbar sind.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 2.5.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 5.1 Pumping-Lemma als notwendiges Kriterium fiir regulére Sprachen, mittel
Zeigen Sie mit Hilfe der Folgerung aus dem Pumping-Lemma, dass folgende Sprachen nicht regulér
sind:

1. Ly = {d"b"d"™ | n,m € N},

2. Ly ={ww™ |we {0,1}*},

3. L3 = {a" | nist eine Primzahl}.

Ubung 5.2 Pumping-Lemma iiben, mittel

Zeigen Sie mit Hilfe der Kontraposition des Pumping-Lemmas, dass folgende Sprachen iiber £ =
{0, 1} nicht regulir sind:

1. Ly ={ww]|we{0,1}"},
2. Ly ={d"p"a"™ | n € N}.

Ubung 5.3 Pumping-Lemma ist nur ein notwendiges Kriterium, mittel

Gegeben sei die Sprache L = {0"1"0™ | n,m € N} U{1"0™ | n,m € N}. Zeigen Sie, dass L Pumping-
Eigenschaft erfiillt, das heifit: Es existiert eine Wortlidnge n € N, so dass fiir alle Worte w € LN y2n
gilt, es existiert eine Zerlegung w = xoyoz mit [y| > 1 und |xoy| < n, so dass fiir alle i € N gilt, dass
xo yi oz€eL.

Ubung 5.4 Pumping-Eigenschaft verstehen, mittel

Zeigen Sie, dass die Sprache L = {a®" | n € N} die Pumping-Eigenschaft erfiillt, das heift: Es existiert
eine Wortlidnge n € N, so dass fiir alle Worte w € LN 2" gilt, es existiert eine Zerlegung w =xoyoz
mit [y| > 1 und |xoy| < n, so dass fiir alle i € N gilt, dass xoy’ 0z € L.
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Um es gleich vorneweg zu sagen: Nichtdeterministische endliche Automaten gibt es nicht.
Vom philosophischen Standpunkt aus ist diese Behauptung starker Tobak, vom praktischen
jedoch glasklar: Die Dinger kann man nicht bauen.

Nichtdeterministische endliche Automaten zeichnen sich dadurch aus, dass es in vielen ihrer
Zustinde viele Moglichkeiten geben kann, wie es weiter geht — bei identischen Eingaben.
Soweit ist das noch ganz realistisch, denn auch reale Computer verhalten sich reichlich nicht-
deterministisch, wie jeder aus hiufig leidvoller Erfahrung zu berichten weil3. Der Nichtde-
terminismus realer Computer lésst sich kurz auf die Formel bringen »Gestern ging’s noch.«

Vollig unrealistisch ist nun aber, dass nichtdeterministische Automaten ein Wort akzeptie-
ren, wenn sie es einfach nur irgendwie schaffen konnen, in einen akzeptierenden Zustand am
Wortende zu gelangen. Das ist in etwa so, als ob eine Fu3ballmannschaft ein Spiel dadurch
gewinnen konnte, dass sie prinzipiell in der Lage wire mehr Bille in das Tor zu bekommen
als der Gegner. Oder als ob Sie einen hitzige Debatte mit IThrem Partner oder Ihrer Partnerin
dadurch gewinnen konnten, dass Sie prinzipiell das Richtige sagen konnten. Oder als ob Sie
volle Punkte fiir einen Ubungszettel allein deshalb bekdmen, weil sie prinzipiell wiissten,
wie das geht. In der Realitdt geniigt es eben nicht, prinzipiell etwas schaffen zu konnen, man
muss es fatsédchlich hinbekommen.

Wozu beschiftigt man sich mit Nichtdeterminismus, wenn er vom praktischen Standpunkt
aus so unniitz ist? Es gibt (mindestens) zwei gute Griinde:

1. Nichtdeterminismus hat sich als niitzliches Hilfsmittel in der Theorie herausgestellt.

2. Wie schon gesagt verhalten sich reale Systeme durchaus nichtdeterministisch, nur die
»Akzeptanzbedingung« macht in der Praxis keinen Sinn. Man mochte Nichtdetermi-
nismus ganz allgemein einfach »verstehen«.

Gliicklicherweise stellt sich heraus, dass niemand Nras wirklich wiirde bauen miissen: Wir
werden sehen, dass sie auch nicht mehr konnen als DFAs.
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6 Nichtdeterministische endliche Automaten
6.1 Nichtdeterministische Automaten

6.1 Nichtdeterministische Automaten
6.1.1 Idee

Automaten, die sich nicht entscheiden kdnnen.
Betrachten wir folgenden Automaten:

0,1 0, 1
1 o\ 1
start —>( 9a \qu @

Welche Sprache akzeptiert der Automat?

— Intuitiv akzeptiert der Automat gerade diejenigen Worter, die das Teilwort 11 enthalten.

— Formal ist der Automat aber gar kein pra: Im Zustand ¢, ist nicht klar, was passieren
soll, wenn eine 1 gelesen wird. In g, bleiben? Oder nach ¢; wechseln?

— Trotzdem ist irgendwie klar, dass der Automat gerade Worte akzeptiert, die 11 enthalten.

Die Idee des Nichtdeterminismus.

— Wir werden heute Automaten betrachten, bei denen es zu einem Zustand und einem
gelesenen Zeichen mehrere mogliche Folgezustdinde gibt.

Von diesen aus kann es dann jeweils wieder beim néchsten Zeichen mehrere mogliche
Folgezustinde geben.

Damit gibt es dann fiir den Automaten viele mégliche Berechnungswege.

Diese Vielfalt an moglichen Berechnungen nennt man Nichtdeterminismus.

Manche Berechnungen werden akzeptierend sein, andere nichtakzeptierend. Man muss
dann regeln, wie man das interpretiert.

Einige Legenden Uber Nichtdeterminismus.

Die Legende »Nichtdeterminismus« bedeutet, dass man nicht vorhersagen kann, was pas-
siert.

Die Fakten Auch bei einem nichtdeterministischen Automat ist klar festgelegt, was genau
bei einer Eingabe passieren kann — es sind eben nur viele unterschiedliche Dinge.

Die Legende »Nichtdeterminismus« bedeutet, dass die Berechnung zufillig ist.

Die Fakten Nichtdeterminismus hat nichts mit Zufall zu tun. Gibt es zwei Nachfolgezustin-
de, so sind einfach beide maoglich; keiner ist wahrscheinlicher als der andere.

Die Legende Nichtdeterministische Automaten »probieren viele Moglichkeiten durch«.

Die Fakten Zu einer konkreten Eingabe gibt es bei einem nichtdeterministischen Automaten
viele mogliche Berechnungen. In jeder einzelnen wird aber nur einmal das Wort
gelesen, dann ist Schluss.

6.1.2 Syntax

Formale Definition von nichtdeterministischen endlichen Automaten.

Definition: Syntax von NFAs
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat M besteht aus

1. einem Eingabealphabet ¥,

2. einer endliche Menge Q von Zustinden,

3. einem Startzustand qo € Q,

4. einer Menge Q, C Q von akzeptierenden Zustdinden und
5. einer Zustandsiibergangsrelation

AC(OxX)xQ.



6 Nichtdeterministische endliche Automaten
6.1 Nichtdeterministische Automaten

Beispiel eines NFAs.

Beispiel: Ganz formale Weise, einen Automaten aufzuschreiben
SeiM = (Za Qa q0, Qua A) mit:

- 2=40,1},

- Q = {Qa,CIban},
= 40 = Ya>

- Q4= {QC}7

- und A= {(( 1170)’('161)7 ((Qm 1);%)7 ((qav 1)a‘1b)7 ((va 1)7%), ((Qcao)a%)7
((qc,l),%)}

Beispiel: Ubliche Schreibweise fiir denselben Automaten

0,1 0,1
tart —>( 4 ! /q-b\ ! @
star a (%) c

6.1.3 Semantik

Die Idee hinter der Arbeitsweise eines NFAs.

— Zu jeder Eingabe kann es viele unterschiedliche Berechnungen geben.
— Jede einzelne Berechnung funktioniert aber genau wie bei einem DFA:

— Der Automat beginnt in g.

Er liest das erste Zeichen.

Er wechselt in einen Zustand, der vom aktuellen Zustand aus fiir das gelesen Zei-
chen moglich ist.

Dies wiederholt er bis zum Wortende (falls moglich).

Ist das Ende erreicht und der letzte Zustand akzeptierend, so heifit die Berechnung
akzeptierend.

— Zu einem Eingabewort kann es (muss es aber auch nicht) viele mogliche Berechnungen
geben — manche vielleicht akzeptierend, andere nicht.

Goldene Regel
Ein Wort wird von dem Automaten akzeptiert, wenn es wenigstens eine akzeptierende Be-
rechnung gibt.

Semantik eines NFAs.
Konfigurationen und Berechnungsschritten

Definition: Konfiguration

Sei M = (£,0,q0,0Q4,A) ein Nra. Wir nennen ein Paar (¢,w) € Q x £* eine Konfiguration
des Automaten.

Die Anfangskonfiguration (auch Initialkonfiguration) bei Eingabe w ist (go,w).

Erlduterung:

Der Begrift der Konfiguration wird uns spéter noch héufiger begegnen. Allgemein ist
eine Konfiguration einer Maschine ein »Schnappschuss« der Berechnung zu einem be-
stimmten Zeitpunkt.

Bei einem Automaten besteht dieser Schnappschuss aus

1. dem aktuellen Zustand ¢, in dem sich der Automat befindet und
2. dem noch nicht verarbeiteten Restwort w.

Die Anfangskonfiguration ist ein Schnappschuss vom Anfang der Berechnung.
Ist die Eingabe komplett gelesen, so erreicht man eine Konfiguration der Form (g, ).

6-8
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6 Nichtdeterministische endliche Automaten
6.1 Nichtdeterministische Automaten

P Definition: Berechnungsschritt
SeiM = (X,0,q0,0q4,A) ein NFA. Seien (g,w) und (¢’,w’) zwei Konfigurationen. Wir sagen,
dass M in einem Berechnungsschritt von (q,w) zu (q',w") kommen kann, wenn

1. w=xw' fiir ein x € £ gilt und
2 ((¢,%),9") € A.
Wir schreiben dann (g, w) Fu (¢',w').

Erlduterung:

Ist (¢,w) die aktuelle Konfiguration eines Automaten, so betrachtet dieser das erste
Zeichen von w, also x.

Nun kann er in alle Zustéinde ¢’ wechseln, die A fiir dieses Zeichen und den Zustand ¢
erlaubt.

Das Zeichen x ist dann verarbeitet und taucht in der Folgekonfiguration nicht mehr auf.
Bei nichtdeterministischen Automaten kann es mehrere mogliche Folgekonfigurationen
geben.

Der Index bei -3, wird gerne weggelassen.

Beispiele von Berechnungsschritten.
Sei M wieder der Automat

0,1 0,1
start —>( 9ga 1 @ ! @
Dann gilt
(94,1010) (qll7010)a
(4a,1010) - (g5, 010),
(g5, 11) F (ge, 1),
(9¢,0) = (ge, A),
(a5, 1) ¥ (g1, 1),
(g5,11) ¥ (ga; 1),
(e, 0) ¥ (gc,0).

Semantik eines NFAs.
Berechnungen und akzeptierte Sprache.

P Definition: Berechnungskette
Sei M ein Nra. Eine Berechnungskette oder kurz eine Berechnung ist eine Folge von Konfi-
gurationen (g1, w1), ..., (gn, Wn), so dass

(g1,w1) F (q2,w2) -+ = (Gn, Wn)

gilt. Wir schreiben dann (g1, w1) F* (g, wn)-
Wie vereinbaren, dass auch (¢, w) F* (¢, w) gilt (gewissermaBen via einer Kette der Lénge 0.)

Erlduterungen:

— Diese Definition ist sesr dhnlich zur Definition einer Ableitungskette bei Grammatiken.

— So wie = eine Relation auf Worten ist, ist |- eine Relation auf Konfigurationen.

— So wie =* der reflexive, transitive Abschluss von = ist, ist F* der reflexive, transitive
Abschluss von .

P Definition: Akzeptierende Berechnung
Sei M ein NFa. Ein akzeptierende Berechnung fiir ein Wort w € £* ist eine Berechnung, die
1. mit der Anfangskonfiguration (go,w) fiir w beginnt und
2. mit einer Konfiguration (g, A1) endet fiir ein g € Q,,.

Erlduterungen:
— Eine akzeptierende Berechnung beginnt im Startzustand.
— Das Eingabewort muss komplett gelesen werden.
— Der letzte erreichte Zustand muss ein akzeptierender Zustand sein.



6 Nichtdeterministische endliche Automaten
6.1 Nichtdeterministische Automaten

P Definition: Akzeptierte Sprache
Sei M ein Nra. Wir sagen, M akzeptiert ein Wort w € X*, falls es eine akzeptierende Berech-
nung fiir w gibt. Die Menge aller von M akzeptierten Worte bezeichnen wir mit L(M):

L(M)={w e X" |es gibtein g € Q, mit (go,w) F* (¢,1)}.

Erlduterungen:

— Damit ein Wort akzeptiert wird, reicht es, dass es wenigstens eine akzeptierende Be-
rechnung gibt.

— Sind alle moglichen Berechnungen fiir ein Wort nichtakzeptierend, so ist das Wort kein
Element der akzeptierten Sprache.

Beispiel
Der Automat
0,1

1 0,1 0,1 0,1

akzeptiert die Sprache {w € {0,1}* | w[|w| —3] = 1}.

& Zur Ubung
Welche Sprachen akzeptieren die folgenden Automaten?

a, b
0,1 1 0,1
2. start—»é ! é !

6.1.4 Korrektheitsbeweise

¢ P Beweisrezept: Korrektheitsbeweis fiir NFAs

Ziel
Man will beweisen, dass ein NFA M eine Sprache L akzeptiert.

Rezept
Zeige zwei Richtungen (Beweisrezept »Zwei Richtungen«):

1. Beginne mit »Sei w € L beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«). Gib dann
die Folge von Konfigurationen an, die M bei Eingabe w durchlduft (Beweisrezepte
»Konstruktiver Beweis«). Ende mit »Also gilt (go,w) F* (gn,A) mit g, € Q, und somit
LCL(M)«

2. Beginne mit »Sei w € L(M) beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«.) Fahre
fort mit »Dann gilt (go,w) b -+ F (gu,A) mit g, € Q,.« (Beweisrezept »Namen ver-
geben«.) Argumentiere dann, dass w € L gilt. Ende mit »Also gilt w € L und somit
L(M) C L«

Kurzes Beispiel eines Korrektheitsbeweises.

p Satz
Der Automat

0,1 0,1

1 1
start —( q1 @ @
akzeptiert die Sprache {ullv | u,v € {0,1}*}.
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Nichtdeterministische endliche Automaten

6.2 Umwandlung in deterministische Automaten

Beweis. Sei M der Automat und L = {ullv | u,v € {0,1}*}." Wir zeigen zwei Richtungen.
Sei zundchst w € L beliebig.” Dann gilt w = u11v mit u,v € {0,1}*.° Dieses Wort kann M
durch folgende Berechnung akzeptieren:

(g1, ul Iv) " (g1, 11v) F (g2, 1v) = (g3,v) F* (g3,4).

Da g3 € Q,, wird ul v akzeptiert und w € L(M).

Fiir die andere Richtung sei w € L(M). Damit M ein Wort akzeptiert, muss die Berechnung
in g3 enden und ¢, durchlaufen. Dann muss aber beim Ubergang von ¢ zu g, eine 1 gelesen
worden sein. Ebenso direkt danach beim Ubergang von ¢ zu g3. Also enthilt w das Teilwort
11. Also giltw € L. O

6.2 Umwandlung in deterministische Automaten
6.2.1 Dieldee

Zum Verhaltnis von DFAs und NFAs.

— Nichtdeterministische Automaten sind auf den ersten Blick viel méchtiger: Statt einer
mickrigen moglichen Berechnung gibt es plotzlich einen exponentiell grofen Baum an
Berechnungen.

— Andererseits haben wir noch kein Beispiel einer Sprache gesehen, die sich nur von NFas
akzeptieren lésst.

— Das ist auch kein Zufall, denn NFAs konnen nicht mehr als DFAs!

Ideen hinter der Umwandlung von NFAs in DFAs.
Sei M ein NFa. Wir suchen einen dquivalenten bra M’ (»dquivalent« bedeutet, dass er die-
selbe Sprache akzeptiert).

Ideen

— Der pra versucht fiir jede Stelle im Wort herauszufinden, in welchen Zustdnden der NrFa
sein konnte, wenn er diese Stelle erreicht.

— Ganz am Anfang ist dies nur g.

— Wenn ganz am Ende ein Zustand aus Q, dabei ist, dann wird der Nra das Wort akzep-
tieren, sonst eben nicht.

Beispiel fiir die Menge der erreichbaren Zustéande.

Start Zeichen 1 gelesen

Eingabe: aabba Eingabe: aabba

a a
start —= @ a start —= @

Zeichen 2 gelesen Zeichen 3 gelesen

Eingabe: aabba Eingabe: aabba

a
start — @

Komment.
"Erstmal N
2Textaus d

3 Aufgrund



Nichtdeterministische endliche Automaten

6.2 Umwandlung in deterministische Automaten

Zeichen 4 gelesen Zeichen 5 gelesen
Eingabe: aabba Eingabe: aabba
a
start —> (@)D a
a

b

b||b
Ok
Die Idee der Powerzustande.

— Eine »Menge von Zustidnden, in denen der NFa sein konnte« nennen wir einen Power-
Zustand.

— Formal ist ein Power-Zustand einfach eine Teilmenge der Zustandsmenge Q.

— Der gesuchte pra versucht nun, einfach die Folge der Power-Zustdinde zu ermitteln, die
sich aus den Berechnungen des NFA ergeben.

6.2.2 Die Konstruktion

Wie wandelt man NFAs in DFAs um?

Definition
Sei M = (£,0,q0,0Q4,A) ein Nra. Der Potenzmengenautomat zu M ist der folgende pra
1. ¥’ = X. Das Eingabealphabet bleibt also gleich.
2. 0" ={P| P C Q}. Dies ist die Potenzmenge von Q. Die Elemente von Q' nennen wir
auch Power-Zustcinde.
3. g = {qo}. Der Power-Startzustand enthilt einfach nur den Startzustand von M.
4. Q) ={Pe€ Q' | PNQ, # 0}. Alle Power-Zustinde P sind akzeptierend, die wenigstens
einen akzeptierenden Zustand von M enthalten.
5. 8'(P,x) = {p | es gibtein g € P mit (¢,x) -* (p,A)}. Dies ist der Power-Zustand, der
alle Zustinde enthilt, die M in einem Schritt erreichen kann, wenn es ein x liest und in
einem der Zustinde aus P war.

Ein Beispiel eines Potenzmengenautomaten.
Sei M der folgende DFA:

0,1 0,1
L~ 1
sar *é @) é?Q

Dann ist der Potenzmengenautomat M’ = (X', 0’ ¢(,, 0,,,A") wie folgt definiert:
~ ¥ ={0,1}.
- 0 = {049} {av} {4c} {qa> a0} {darac > {ab,4c Y {9ar 90,9} }-
- 4y =1{4a}-
- Qéz = {{qc}a {9a:qc}:{ap: e} {QanbaQC}}'
Die Werte von &'(P,x):

alter Power-Zustand P 6'(P,0) o'(P1)
0 ) 0
{Qa} {Qa} {Qa,Qb}
{av} 0 {qc}
{g¢} {ac} {gc}
{‘Zavqb} {‘Ia} {‘Zaaqm‘h}
{da,9c}  {qa:act  {9a:9,9c}
{av,qcy  {ac} {ac}
{CImCHNQC} {Qa7QC} {Qaqu‘k}

Als Graph aufgeschrieben ohne die unerreichbaren Zusténde ergibt sich:

6-21
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Nichtdeterministische endliche Automaten
6.2 Umwandlung in deterministische Automaten

0
1 1
start — {qa,ap} {494, 9p,9c} 1
0

1| |0
0
6-23 Der Potenzmengenautomat -- Schritt fiir Schritt.
Gegeben sei ein NFA M. Den Potenzmengenautomaten konstruiert man am einfachsten wie

folgt:
— Man erstellt eine Tabelle, die wie folgt aufgebaut ist:

— In jeder Zeile steht ein Power-Zustand in der ersten Spalte.
— In den folgenden Spalten stehen dann jeweils die Nachfolge-Power-Zusténde fiir
die verschiedenen moglichen gelesenen Zeichen.

Am Anfang trdgt man nur in der ersten Zeile {go} ein.

Dann schreibt man in die folgenden Spalte, welche Zustinde sich bei den verschiedenen
gelesenen Zeichen in einem Schritt erreichen lassen.

Tauchen dabei Power-Zustinde auf, die man noch nicht hatte, werden dafiir neue Zeilen
eroffnet.

Man endet, wenn alle erreichbaren Powerzustidnde aufgelistet sind.

6-24 Nochmal das Beispiel, diesmal konstruktiv.
Sei M der folgende DFA:
0,1 0, 1

1 1
start —>( 9a @ é

Die Werte von &'(P,x):

alter Power-Zustand P 6'(P,0) o' (P 1)
{‘Ia} {qa} {Qa»%}

{900y {aa}  {qarap,9c}

{q9a:90,9¢}  {9a,9¢} {94 9p,9¢}

{9a:9c}  {9a:9c}  {9a,90:9c}

6.2.3 Der Satz

6-25 NFAs sind nicht machtiger als DFAs.

> Satz
Zu jedem NFA M existiert ein bFA M’ mit L(M) = L(M’).

Beweisidee

— Der gesuchte Automat M’ ist gerade der Potenzmengenautomat.

— Man zeigt durch Induktion iiber die Wortldnge, dass fiir jedes Wort die Menge von M am
Wortende erreichbaren Zustinde genau gleich dem von M’ erreichten Power-Zustand
ist.

— Daraus folgt dann ziemlich direkt die Behauptung.

Kommentare zum Beweis

ot ! iezept »Konstruktiver Beweisc, die Beweis. SeiM = (Z,0,q0,0q,A)und M’ = (X', 0, ¢, 0, A’) der zugehorige Potenzmengenautomat.'
onstruktion ist schon gemacht. Offenbar ist M’ ein pra. Es bleibt zu zeigen, dass L(M) = L(M’).

2Ein Einschub. Hier wird behauptet, dass Wir zeigen zunichst nun folgendes:” Fiir alle Power-Zustinde P € Q' und alle Worte w € Z* gilt

Power-Zustande genau die Menge der 8"*(Py,w) = {q | (go,w) F* (¢,A)}. Wir beweisen dies durch Induktion iiber die Linge von w. Fiir

erreichbaren Zustande enthalten.



6 Nichtdeterministische endliche Automaten
Zusammenfassung dieses Kapitels

w=Aist §*(Py,A) = By = {go} und die Behauptung stimmt. Fiir den induktiven Schritt sei w = ux
mit x € X. Nach Voraussetzung ist dann §"* (Py,u) = {q | (go,u) F* (g,A)}. Nennen wir diese Menge
P,soistP={q| (qo,ux) F* ()}

Nach Definition von 8’ ist 8’(P,x) = {p | es gibt ein ¢ € P mit (¢,x) * (p,A)}. Nach Induktionsvor-
aussetzung gilt ¢ € P genau dann, wenn (gq,ux) F* (g,x). Also ist p € 8'(P,x) genau dann, wenn
(q0,ux) F* (g,x) F* (p,A). Wir erhalten somit, dass 8’ (P,x) = §"* (Py,w) gerade der Power-Zustand
aller von ¢ aus erreichbaren Zusténde ist, womit die Induktion abgeschlossen ist."

Danmit ist gezeigt, dass 8'* (Py,w) € O, genau dann gilt, wenn 8" (By, w) einen Zustand ¢ € Q, enthilt.
Andererseits enthilt 8 (Py,w) genau alle ¢ mit (go, w) =* (¢, ). Also akzeptiert M’ das Wort w genau
dann, wenn M eine akzeptierende Berechnung fiir w besitzt, was genau dann der Fall ist, wenn M das
Wort w akzeptiert. Dies bedeutet L(M) = L(M"). O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Bei nichtdeterministische endliche Automaten kann es zu einem Zustand und einem
gelesenen Zeichen mehrere mogliche Folgezustinde geben.

2. Ein NFa akzeptiert ein Wort, wenn es wenigstens eine akzeptierende Berechnung gibt.

3. Der Potenzmengenautomat eines NFAs ist ein DFA, der dieselbe Sprache akzeptiert.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 1.4.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 6.1  Umwandlung von NFA in DFA, mittel
Gegeben sei der folgende nichtdeterministische Automat M mit Alphabet £ = {x,y,z}:

»z X, Z

start —>( 40 @
X,z

X0,2

Konstruieren Sie den Potenzmengen-Automaten zu M und geben Sie L(M) an.

Ubung 6.2 Umwandlung von NFA in DFA, mittel
Gegeben sei der folgende nichtdeterministische Automat M mit Alphabet £ = {0,1}:
0,1 0,1

1
art e‘_, 0
0,1

Konstruieren Sie den Potenzmengen-Automaten zu M und geben Sie L(M) an.

“Hier ist der Einschub zu ende.
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Kapitel 7

Zwei-Wege-Automaten

Warum es nichts bringt, vorne nochmal nachzuschauen
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Worum Endliche Automaten machen immer einen etwas gehetzten Eindruck, wenn sie am Wortende
esglehite angekommen sind — ihnen sind einfach keine Ruhepausen oder kleine Picknicks gestattet,

wihrend sie ihre Eingabeworte abarbeiten. In jedem Schritt muss immer ein Zeichen verar-
beitet werden, egal wie miide der Automat ist und egal wie sehr er doch eigentlich zu seinem
Anfangszustand zuriickkehren mochte, um ein kleines Nickerchen zu halten.

In diesem Kapitel soll es um Automaten gehen, die sich wesentlich entspannter der Aufgabe
widmen, ihre Eingabeworte zu untersuchen. Zunichst werden wir Automaten begegnen, die
sich dem Werbespruch verschrieben haben »Mach’ mal Pause.« Diese Automaten kdnnen
ndmlich frohlich ihren Zustand wechseln, ohne sich iiberhaupt »vom Fleck zu bewegen«.
Dies fiihrt zu einem wesentlich gemiitlicheren Tempo, mit dem sie ihre Eingaben verarbei-
ten. Diese Automaten nennt man »A-NFAS«, wobei das »A « fiir »langsam« stehen konnte
(in Wirklichkeit steht es fiir »Leerwort-Zustandwechsel«, aber das klingt doch irgendwie
schrecklich technisch). Es diirfte allerdings wenig liberraschen, dass solch gemiitlich vorge-
henden Nras auch nicht mehr konnen als ihre gehetzteren Verwandten.

Wirklich spannend wird es bei den 2-Wege-Automaten. Diese konnen ndmlich auch auf dem
Wort wieder zuriicklaufen, um sich Teile des Wortes weiter vorne nochmal anzuschauen.
Wenn ein solcher Automat zum Beispiel am Ende feststellt, dass dort ein Deckelchen ist,
dann kann er kurz nochmal nach vorne huschen, um zu iiberpriifen, ob dort auch tatsichlich
das passende Topfchen war. Dort darf er dann wieder seine Richtung wechseln und nach
Fischen und Fahrrddern Ausschau halten.

Intuitiv sind 2-Wege-Automaten deutlich méchtiger als 1-Wege-Automaten. Anderseits er-
schienen ja auch nichtdeterministische endliche Automaten deutlich méchtiger als determi-
nistische — nur um sich als gleichméchtig herauszustellen. Verbliifft es also, dass 2-Wege-Automaten
auch nicht méchtiger sind als 1-Wege-Automaten? Statt Power-Zustinden ist der Trick dies-

mal, sich am Anfang schonmal alles zu merken, »was der Automat spéter vielleicht nach-
schauen konnte«.
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7.1 A-NFAs

7.1 A-NFAs

Erste Erweiterung von NFAs.

— Sowohl pFas wie auch NFAs miissen in jedem Schritt ein Zeichen lesen.

— Man kann sich fragen, ob man nicht vielleicht auch mehrere Zeichen in einem Schritt
lesen konnte.

Dabei stellt man aber schnell fest, dass dies nicht wirklich niitzlich ist: Will man »drei
Zeichen auf einmal lesen«, so kann man genausogut auch einfach zwei »Zwischenzu-
stinde« einfiihren.

Anders liegen die Dinge, wenn man in einem Schritt »gar nichts« lesen mochte.

Einen solchen Zustandswechsel ohne gelesenes Zeichen bezeichnet man auch als A-
Schritt oder auch als e-Schritt.

Die entsprechenden Automaten heifien A-NFas.

7.1.1  Syntax

Syntax von A-NFAs.

Definition: Syntax von A-NFA
Ein A-NFa ist ein Tupel M = (£,0,¢0,04,A), das genau wie ein Nra aufgebaut ist, mit
folgender Anderung:

— Fiir die Zustandsiibergangsrelation gilt

AC (0% (ZU{A}) x 0.

Beispiel

start —>(ga ! @ ! @
A

7.1.2 Semantik

Semantik von A-NFAs.

Definition: Berechnungen von A-NFAs, akzeptierte Sprache
Sei M ein A-NFa. Dann ist die Berechnungsrelation F genauso definiert wie bei normalen
NFAS, auBer dass fiir ((g,A),q’) € A fiir alle w € £* auch gilt

(gw)F(q',w).

Ansonsten sind die Begriffe »akzeptierende Berechnung«, »akzeptiertes Wort« und »akzep-
tierte Sprache« genauso definiert wie bei NFas.

7-4
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7 Zwei-Wege-Automaten
7.2 2-Wege-NFAs

Beispiele von &-NFAs.
Der Automat

0 0
A

akzeptiert die Sprache {0" | n > 0} U{0"110™ | n,m > 0}.

@, Zur Ubung
Welche Sprache akzeptiert folgender Automat?
0,1 0

RO

7.1.3 Machtigkeit

Was konnen A-NFAs?

— A-nNras sind eine moderate Erweiterung von NFAS.
— Da NFas nicht mehr konnen als Dras, wire es tiberraschend, wenn A-~Nras dies konnten.
— In der Tat konnen A-NFas auch nicht mehr als DEAs.

> Satz
Zu jedem A-NFa M gibt es einen bra M’ mit L(M) = L(M").

Beweis. Erstaunlicherweise sind der Beweis und die Konstruktion des Potenzmengenauto-
maten wortwortlich identisch zum Beweis fiir NFas, siehe Satz 6-25. O

7.2 2-Wege-NFAs

Zweite Erweiterung von NFAs.

— Sowohl pras als auch Nras diirfen die Eingabe nur »in eine Richtung lesen«.

— Bei einem 2-Wege-Automaten kann sich der Automat nach dem Lesen eines Zeichens
aussuchen, ob es mit dem nichsten oder mit dem vorherigen Zeichen weitergeht.

— Man konnte noch zulassen, dass der Automat auch stehen bleiben darf, was grob einem
A-Schritt entsprdche.
Jedoch kann ein 2-Wege-Automat das »Stehenbleiben« leicht durch einen »Rechts-
Links-Schritt« simulieren.

Das Randproblem.

— Ein 1-Wege-Automat akzeptiert ein Wort, wenn er »am Ende« in einem akzeptierenden
Zustand ist.

— Ein 2-Wege-Automat mochte vielleicht am Wortende »doch noch mal vorne nachschau-
en«.

— Dazu muss der 2-Wege-Automat aber wissen, wann er das Ende oder den Anfang er-
reicht hat. Dazu wird der Automat, der eigentlich ein Wort w € £* als Eingabe bekom-
men soll, stattdessen das Wort “w$ als Eingabe bekommen.

P Definition: Wortrandsymbole
Das Wortanfangssymbol ~ und das Wortendesymbol $ sind zwei Sondersymbole, die nor-
malerweise nicht Alphabeten vorkommen. (Dies ist analog zum Blanksymbol [1.)

— Nun muss man noch kldren, wann der Automat eigentlich »fertig« ist, schlielich ist
das Wortende nicht mehr »besonders«.

— Man definiert, dass der Automat fertig ist, wenn er iiber das Wortendezeichen hinaus
lauft.
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7.2 2-Wege-NFAs

7.2.1 Syntax

Formale Definition von 2-Wege-Automaten.

Definition: Syntax von 2-Wege-NFAs
Ein 2-Wege-NFa M besteht aus

. einem Eingabealphabet ¥,

. einer endliche Menge Q von Zustinden,

. einem Startzustand qq € Q,

. einer Menge Q, C Q von akzeptierenden Zustinden und
. einer Zustandsiibergangsrelation

AC (0% (ZU{r,$}) x (@ x{l,r}).

v A W N =

Definition: Syntax von 2-Wege-DFAs
Ein 2-Wege-Nra heil3t deterministisch, wenn die Relation A eine Funktion ist. In diesem Fall
schreiben wir statt A auch §.

Beispiel eines 2-Wege-DFAs.
Beispiel
0/r,1/r 1/r,$/r

1/1 0/r
start —>( 9a /@ / @

— Bei einem 2-Wege-Automaten muss man in jedem Zustand zu jedem gelesenen Zustand
auch noch angeben, in welche Richtung der Automat lauft.
— Dies geschieht durch die Angabe der Richtung hinter einem Schrigstrich.

d
— Formal bedeutet @L dass ((¢,x),(q',d)) € A gilt.

7.2.2 Semantik

Semantik eines 2-Wege-NFAs.
Konfigurationen

Definition: Konfiguration
Sei M = (£,0,q0,Qq,A) ein 2-Wege-NrFa. Wir nennen ein Paar (¢,w) € O x (ZU{>,~,$})*
eine Konfiguration des Automaten, falls

1. w jedes der Zeichen >, ~ und $ genau einmal enthilt und
2. wenn man > entfernt, so steht ~ am Anfang und $ am Ende.

Die Anfangskonfiguration bei Eingabe w ist (qo, “bw$).
Erlduterung:

— Das Symbol > ist noch so ein Sondersymbol, das (genau wie ~ und $) nicht in X vor-
kommt.
— Es steht direkt vor dem Zeichen, das als nichstes gelesen wird.

Semantik eines 2-Wege-NFAs.
Berechnungsschritte und Akzeptanz

— Die Relation Iy, die die Berechnungsschritte des Automaten beschreibt, muss natiirlich
entsprechend angepasst werden.

— Ebenso muss man neu definieren, welche Berechnungen akzeptierend sind: Es sind sol-
che, die auf (¢, “w$>) enden mit g € Q,,.

7-11
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7 Zwei-Wege-Automaten
7.2 2-Wege-NFAs

Definition: Berechnungsschritt
Sei M = (Z,0,q0,Qa,A) ein 2-Wege-NFa. Sei (g, ux>yv) eine Konfiguration mit u,v € (ZU{*,$})*
und x,y € LU{",$}.
Wir definieren nun die Relation 3, wie folgt:
1. Falls ((¢,y), (¢, r)) € A, so gilt (q,ux>yv) Fur (¢, uxy>v). Zusitzlich ist hier auch der Fall x = A
moglich.
2. Falls ((¢,y),(¢,1)) € A, so gilt (q,uxvyv) Fag (¢, upxyv).

Definition: Akzeptierende Berechnung

Sei M ein 2-Wege-NFa. Ein akzeptierende Berechnung fiir ein Wort w € L* ist eine Berechnung, die
1. mit der Anfangskonfiguration (gq, “>w$) fiir w beginnt und
2. mit einer Konfiguration (g, *w$p>) endet fiir ein g € Qq.

Die Definitionen akzeptierter Worter und der akzeptierten Sprache ist wie bei Nras, also wie folgt:

Definition: Akzeptierte Sprache
Sei M ein 2-Wege-NrFa. Wir sagen, M akzeptiert ein Wort w € £*, falls es eine akzeptierende Berech-
nung fiir w gibt. Die Menge aller von M akzeptierten Worte bezeichnen wir mit L(M).

Beispiel einer Berechnung.
Sei M folgender 2-Wege-Automat:

0/r, 1/r 1/r,s/r
1/1 0/r
start —(4a @ @
Dann gilt:

(g, ">0018) Fy
Fum
Fum
Fum
Fu
Fum

qa, ~0>013)
qa, ~00>13)
qp, ~0>0183)
qc, ~00>13)
qc, ~001>$)
gc, ~00131>)

o~ o~ o~ o~ o~ o~

Hingegen gilt beispielsweise (g4, *>001$) ¥ (g4,>~001$).

. Zur Ubung

Wie viele akzeptierende Berechnung gibt es fiir w = 01017

7.2.3 Machtigkeit

2-Wege-NFAs konnen nicht mehr als DFAs.
— Auf den ersten Blick sind 2-Wege-NFas viel michtiger als DFaAs.
Jedoch schienen auch schon normale NEas viel méchtiger als DFaAs.
Es stellt sich heraus, dass 2-Wege-NFas nicht mehr konnen als DFAS.
— Der Beweis benutzt nicht Power-Zustdnde, sondern Crossing-Patterns.

Die Umwandlung von 2-Wege-NFAs in DFAs.
Zur Vereinfachung betrachten wir zunichst nur deterministische 2-Wege-Automaten.

Wie ein 1-Wege-DFA einen 2-Wege-DFA simuliert.

— Nehmen wir an, der 2-Wege-Automat lduft zunéchst eine Weile nach rechts.

— Dies kann der 1-Wege-Automat direkt simulieren.

— Dann macht der 2-Wege-Automat aber eine Reihe an Schritten nach links und kommt
irgendwann wieder zuriick.

— Jetzt ist der 1-Wege-Automat erstmal aufgeschmissen.

— Aber: Der 1-Wege-Automat kann — extra fiir diesen Fall — eine Liste mitfiihren, in der
gespeichert ist, in welchem Zustand der 2-Wege-Automat wieder zuriickkommen wiir-
de.

— Dadurch kann sich der 1-Wege-Automat es sparen, die Schritte nach links iiberhaupt
durchzufiihren.
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7.2 2-Wege-NFAs

Beispiel zur Umwandlung eines 2-Wege-DFAs. 7-18
0/r 1/1 1/r,$/r

1/1 0/r
M start —>(da / é / @

Die Simulation durch einen 1-Wege-Automaten M’ bei Eingabe 0011 lauft wie folgt ab:
1. M’ startet im Zustand ¢g,. Das Restwort ist 0011.
2. Nun wiirde M einen Schritt nach rechts machen. Das macht M’ auch, bleibt im Zustand
gaq- Das Restwort ist 011.
3. Genau wie eben bleibt M’ im Zustand g,. Das Restwort ist 11.
4. Nun wiirde M einen Schritt nach links machen und nach g, wechseln.
— Das kann M’ nicht simulieren.
— Seine Liste sagt M’ aber, dass M im Zustand q. zuriickkommen wird und dann die
1 liest und in q. bleibt.
— Also wechselt M’ nun nach ¢.. Das Restwort ist 1.
5. Dann macht M noch zwei Schritte nach rechts, die M’ einfach simuliert und auch in g,
endet und akzeptiert.

Die Idee hinter einem Crossing-Pattern. 7-19
Gegeben seien ein 2-Wege-pDFa M und ein Wort w. Wir wollen M durch einen 1-Wege-DFa
M’ simulieren.
— Betrachten wir eine Stelle zwischen zwei Symbolen von w, sagen wir zwischen w(i — 1]
und wli].
— Fiir die Simulation miissen wir nun Folgendes wissen:
Wenn M’ die Stelle nach links iiberschreitet im Zustand g, in welchem Zustand q' kommt
M’ dann wieder zu der Stelle zuriick?
— Das Uberschreiten einer Stelle im Wort w nennen wir auch ein »Crossing«, das obige
»Verhalten« des Automaten nennen wir ein »Crossing-Pattern«.

0/r 1/1 1/r,$/r

1/1 O/r
M : start —>(4a

Die Crossing-Pattern fiir w = 0011:
Zustand bei Riickschritt von i =2  Zustand bei Riickkehr

da Ya
db 4c
qc -

Zustand bei Riickschritt voni =3  Zustand bei Riickkehr

qa Ya
db  Yc
qdec -

Zustand bei Riickschritt von i =4  Zustand bei Riickkehr

da Yc

db  Yc

de  4c
Skript-
Referenz

P Definition: Zustandszuordnung
Eine deterministische Zustandszuordnung ist eine Funktion m: Q — QU{L}.

P Definition: Crossing-Pattern
Wie nennen eine Zustandszuordnung m das Crossing-Pattern des 2-Wege-DFa M fiir ein Wort w und
eine Stelle i, wenn fiir alle Zusténde g € Q gilt:
— Es gilt m(q) = ¢’ mit

(g, w[1]...wli=2]owli—1]...w[|w[]$) Fir (¢’, "w[1]...w[i = 2] > w[i— 1]...w[|w|]$),
wobei in obiger Berechnung das Zeichen w[i — 1] nie iiberschritten wird.
— Falls m(q) = L, so darf es kein solches ¢’ geben. (Der Automat kehrt nie zuriick.)
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7-20 Die zentrale Beobachtung.

— Der 1-Wege-pra »merkt sich in seinem Zustand« das aktuelle Crossing-Pattern:

— Er hat also grob |Q| 9 Zustinde, eines fiir jedes mogliche Crossing-Pattern.
— Der Zustand, in dem er ist, gibt an, welches Crossing-Pattern fiir die Stelle i korrekt
ist.
— Nun liest er ein Zeichen x.
— Dann kann er das Crossing-Pattern fiir die Stelle i + 1 ausrechnen und in den entspre-
chenden Zustand wechseln.

Dies geht in etwa wie folgt:

— Nehmen wir an, er liest eine 1.

Nun gehen wir alle Zusténde durch, beginnend mit g,.

Falls M bei g, und einer 1 nach rechts geht und nach ¢’ wechselt, steht im Crossing-
Pattern ¢’

Falls M bei g, und einer 1 nach links geht, so sagt einem das Crossing-Pattern vom
vorherigen Schritt, in welchem Zustand ¢’ der Automat »wiederkommt«.

— Falls M dann von ¢’ nach rechts geht und in ¢”” landet, so steht im Crossing-Pattern
/!
q".
— Anderenfalls, falls M also auch von ¢’ wieder nach links geht, sagt einem wieder
das Crossing-Pattern, in welchem Zustand ¢” nun M zuriickkommt.
1"

* Falls M dann von ¢ nach rechts geht und in ¢

Pattern ¢’

landet, so steht im Crossing-

* Anderenfalls, ...

7-21 2-Wege-NFAs sind nicht machtiger als DFAs.

» Satz
Zu jedem 2-Wege-Nva M existiert ein bFa M’ mit LIM) = L(M').

Beweisidee

— Man beweist die Behauptung zunéchst fiir deterministische Automaten.

— Der Automat M’ hat dann |Q| - |Q|!2/*! Zustinde, nimlich einen fiir jede Kombination
aus aktuellem Zustand und moglichem Crossing-Pattern.

— Die Zustandsiibergiinge von M’ sind so gewihlt, dass M’ jeweils in dem Zustand ist,
in dem M bei dem entsprechenden Zeichen bei der ersten Erreichung wire, zusammen
mit dem zugehorigen Crossing-Pattern.

— Fiir nichtdeterministische Automaten ersetzt man dann alle Zustéinde durch Power-Zustinde.
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Beweis. SeiM = (X,Q,qo,Qa, ) zunichst ein 2-Wege-pra.' Der Automat M’ hat die Zustandsmenge
0'=0x{m|m: Q— QU{L}}." Die Zustandsiibergangsfunktion &’ von M’ von ist wie folgt
definiert:” Sei (¢,m) € Q" und x € X. Wir definieren nun, wann &' ((¢,m),x) = (¢’,m’) gilt.
Das neue m’ wird wie folgt ermitteln: Fiir jeden Zustand p € Q betrachten wir §(p,x) = (p’,d’). Falls
d' =r,soistm’(p) = p’. Anderenfalls, falls also &’ = I, so betrachten wir 8 (m(p’),x) = (p”',d"). Falls
d" =r,soistm’(p) = p”. Anderenfalls, falls also d”’ = I, so betrachten wir 8 (m(p""),x) = (p’",d"").
Dies wiederholen wir so lange, bis entweder m’ (p) festgelegt wurde oder eine Endlosschleife resultiert.
In letzterm Fall setzten wir m’(p) = L.
Das neue ¢’ konnen wir auf m’(g,x) setzen, da es egal ist, ob wir von links oder von rechts auf das
Zeichen x laufen.” Falls m’(¢,x) = L, so gibt es einfach keinen Nachfolgezustand.
Der Startzustand q6 von M ist (g0, mp), wobei mg das (feste) Crossing-Pattern vor dem ersten Zeichen
ist. Die Menge der akzeptierenden Zustinde @}, ist die Menge aller (g,m), so dass M beim Erreichen
des Wortendezeichens im Zustand g mit Crossing-Pattern m akzeptieren wiirde.”
Man zeigt nun durch Induktion folgendes:® Fiir jedes Wort w € £* und jede Stelle i ist M’, wenn er
das i-te Zeichen gelesen hat, genau in dem Zustand (g,m), fiir den

— g der Zustand ist, in dem M zum ersten Mal das i-te Zeichen erreicht, und

— m das Crossing-Pattern zur i-ten Stelle ist.
Um die Konstruktion und den Beweis auf nichtdeterministische Automaten zu erweitern, benutzt man
dieselbe Idee wie bei der Umwandlung von Nras in pras:’ Eine nichtdeterministische Zustandszuord-
nung ist eine Abbildung m: Q — {P | P C Q}, die fiir jedes ¢ € Q einen Power-Zustand m(q) angibt,
der alle Zusténde enthilt, in denen der 2-Wege-NrFa zuriickkommen kann. Entsprechend ist dann ein
nichtdeterministisches Crossing-Pattern definiert. Bei dem pra M’ ist dann jeder Zustand (g,m) ein
Paar, in dem g ein Power-Zustand von M und m eine nichtdeterministische Zustandszuordnung ist. Per
Induktion zeigt man dann: Fiir jedes Wort w € £* und jede Stelle i ist M’, wenn es das i-te Zeichen
gelesen hat, genau in dem Zustand (g,m), fiir den

— g die Menge der Zustinde ist, in denen M zum ersten Mal das i-te Zeichen erreichen kann und

- m das nichtdeterministische Crossing-Pattern zur i-ten Stelle ist, also m(q) die Menge alle Zu-

stande ist, in denen M zuriickkommen kann, wenn es im Zustand ¢ die i-te Stelle nach links
tiberschreitet. O

7.3 Verhaltnis zu regularen Sprachen Il

Endliche Automaten akzeptieren alle reguldren Sprachen.

Satz
Sei L eine Sprache. Dann sind die folgenden Aussagen sind dquivalent:

L ist reguldr.

L wird durch eine regulire Grammatik erzeugt.
L wird von einem DFA akzeptiert.

L wird von einem NFA akzeptiert.

L wird von einem A-NFA akzeptiert.

L wird von einem 2-Wege-NFA akzeptiert.

IS

Beweisidee

— Die Aquivalenz der ersten beiden Punkte folgt per Definition. Die Aquivalenz der letz-
ten vier Punkte haben wir schon gezeigt. Wir haben auch schon gezeigt, dass Punkt 3
Punkt 2 impliziert.

Skript
Kommentare zum Beweis

! Jetzt kommt das Rezept »Konstruktiver
Beweis«

2Der Automat soll sich ja den aktuellen
Zustand und ein Crossing-Pattern merken.

3 Die folgende Definition beschreibt die Idee
der »Verdrahtung« der Crossing-Pattern
recht formal.

4 Das ist etwas trickreicher.

5 Etwas vage, aber das formal hinzuschreiben
macht es auch nicht besser.

6 Jetzt kommt die Korrektheit aus dem
Beweisrezept »Konstruktiver Beweis«.
Die eigentliche Induktion wurde nicht
hingeschrieben. War dem Autor wohl zu
fummelig.

7 Offenbar wird hier nurnoch skizziert, wie
das in etwa geht.

7-22



Kommentare zum Beweis

VEs ist fast alles schon gezeigt, es bleibt

Skript lediglich, wie man Grammatiken in

Automaten umwandelt.

2Dies ist eine Abwandlung des
Beweisrezepts »Kreisschluss«.

3Die entstandende Grammatik hei3t
immernoch G.

“Hier miisste man eigentlich das
Rezept »Korrektheit von Grammatiken«
anwenden, dieser Teil liegt aber nicht im
Fokus das Beweises und wird Gbergangen.

5 Rezept »Konstruktiver Beweis«

6 Anstatt die Induktion jetzt durchzufiihren,
wird nur gezeigt, was die wesentliche Idee
ist.

7 Zwei-Wege-Automaten
7.3 Verhdltnis zu reguldren Sprachen ||

— Man zeigt dann noch, dass Punkt 2 Punkt 5 impliziert:

Gegeben sei eine reguldre Grammatik G.

Zustinde des Automaten sind die Nonterminal von G.

Fiir jede Regel X — A wird X akzeptierend.

Aus jeder Regel X — x¥ wird ((X,x),Y) € A.

Aus jeder Regel X — Y wird ((X,A),Y) € A.

Dann zeigt man, dass der Automat genau die Ableitungen der Grammatik »nach-
vollzieht«.

Beweis. ' Die ersten beiden Punkt sind dquivalent per Definition. Punkte 3 bis 6 sind dquivalent nach
Sitzen 6-25, 7-8 und 7-21. Nach dem Satz iiber die Machtigkeit von pras, Satz 4-24, folgt aus Punkt 3
auch Punkt 2. Wir zeigen nun noch, dass der zweite Punkte den fiinften impliziert, dass also jede
regulire Sprache von einem A-Nra akzeptiert werden kann.”

Seidazu G = (T, N, S, P) eine reguldre Grammatik. Falls nétig ersetzen wir Regeln der Art X — wY mit
we TZ2und Y € N durch eine Folge von Regeln X — w[1]X}, X; — w[2]Xa, ooy Xy =1 = w[w]]Y.
Hierbei sind die X; jedesmal vollig neue Nonterminale.” Weiter ersetzen wir alle Regeln X — w mit
w e TZ! durch die Regeln X — w[1]X, X; — w[2]Xa, ..., Xpy—1 = wlw[lX}|, X} — A. Man
tiberzeugt sich leicht, dass dies die erzeugte Sprache nicht dndert.

Wir bauen nun einen A-Nra M = (2,0, qo, Qa, A) wie folgt:’

-Xx=T,
- 0=N,
- q0=>5,

- Qu={X|(X—=A)er}
((X,a),Y) € A genau dann, wenn (X — aY) € P,
- ((X,4),Y) € A genau dann, wenn (X —Y) € P.

Offenbar ist M ein A-Nra. Wir behaupten, dass L(G) = L(M). Dazu zeigen wir zwei Richtungen.
Fiir die erste Richtung sei w € L(G). Dann existiert eine Ableitung S =* w.Sei S=w; = - - = wy=w
diese Ableitung. Jedes w; auBer wy, ist dann von der Form u;X; mit u; € T* und X; € N. Man zeigt nun
leicht durch Induktion, dass der Automat w akzeptiert, indem er nacheinander die Zustinde S = X,
X5, X3, ..., X,_1 € Qq durchliuft.” Dabei macht er im i-ten Schritt einen A-Ubergang, falls eine Regel
der Form X; — X;. | angewandt wurde, sonst liest er ein Zeichen.

Fiir die zweite Richtung sei w € L(M). Dann existiert eine Berechnung (S,w) = (Xp,w) - - (Xp, 1)
mit X, € Qq. Nun kann man wieder durch Induktion zeigen, dass S =* w via einer Ableitungskette
gilt, wobei der i-te Ableitungsschritt entweder X; = X, ist, falls ndmlich M einen A-Schritt macht,
oder sonst X; = xX; fiir das passende x. Also gilt w € L(G). O

Beispiel fir die Konstruktion aus dem Beweis.

Beispiel
Aus
G:S—X|aS|bS
X—aX |Y|A
Y - DX |bY
wird

a, b a b
y A
start — @
b
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Zusammenfassung dieses Kapitels

1. A-NFas konnen ihren Zustand »spontan wechseln«, ohne ein Zeichen zu lesen.

2. 2-Wege-NFas konnen ihren Kopf in beide Richtungen bewegen und wihrend der Be-
rechnung ihre Richtung dndern.

3. Alle diese Automatenarten sind dquivalent untereinander und auch zu reguldren Gram-
matiken.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 1.4,2.2,2.3.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 7.1 2-Wege-DFA, schwer

Sei k fest. Ein String ist in der Sprache k-paLinbroM C {0, 1}*, wenn die Konkatenation von seinem
Prifix der Linge k und von seinem Suffix der Linge k ein Palindrom ergibt. Beschreiben Sie jeweils
einen 2-Wege-DFaA und einen 2-Wege-NFa, welche diese Sprache akzeptieren, indem Sie die notwendi-
gen Zustdnde angeben und das Verhalten der Automaten in diesen Zustéinden beschreiben. Wie viele
Zustdnde haben Thre Automaten? Wie viele Zustinde miisste ein 1-Weg-pra dagegen aufweisen? Sie
miissen die Automaten nicht formal spezifizieren, jedoch sollte aus Ihrer Beschreibung der Aufbau
und Korrektheit der Automaten ersichtlich werden.

Ubung 7.2 2-Wege-NFA, schwer
Zeigen Sie: Ist L regulir, so auch {u | v € L*: |v| = |u| Auv € L}.

Ubung 7.3 2-Wege-Automaten, mittel

SeiLg C {0,1}* die Sprache aller Strings, die an der achtletzten Position eine 1 enthalten. Konstruieren
Sie einen 2-Wege-Automaten M mit moglichst wenigen Zustdnden, der die Sprache L akzeptiert. Und
wie sieht ein DFA aus?

7-24
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Worum Regulidre Grammatiken und endliche Automaten sind zwei Seiten derselben Miinze: Gram-
esgh;‘fe matiken beschreiben Sprachen, Automaten akzeptieren sie. Heute soll der Miinze noch eine

dritte Seite hinzugefiigt werden beziehungsweise, da dies offenbar bei Miinzen zumindest
im dreidimensionalen Raum nicht méglich ist, auf eine der Seiten noch ein weiteres Konzept
zusitzlich eingraviert werden: reguldre Ausdriicke. Diese sind, genau wie reguldre Gram-
matiken, ein Beschreibungsformalismus fiir reguldre Sprachen.

Reguldre Ausdriicke konnen nicht mehr und nicht weniger als reguldre Grammatiken, sie
sind gleichmdichtig. Jedoch sind reguldre Ausdriicke in aller Regel wesentlich kompakter als
regulidre Grammatiken, gleichzeitig sind sie fiir Menschen wesentlich leichter zu erstellen —
wenn auch nicht unbedingt leichter zu lesen. Selbst ein Profi wird den reguliren Ausdruck
2T LI ) TN AN T SANINENN T \\) [ \t\n] =" nicht sofort verstehen. Dies ist
laut Emacs-Handbuch »a simplified version of the regexp that Emacs uses, by default, to
recognize the end of a sentence together with any whitespace that follows.«

Auch wenn regulire Ausdriicke fiirchterlich komplex und unlesbar werden konnen, so ist
die Grundidee doch recht einfach: Beginnend mit trivialen Sprachen (bestehend nur aus
einem Wort) kann man durch bestimmte Operationen wie Vereinigung oder Verkettung neue
Sprachen bauen. Ein regulirer Ausdruck gibt nun gerade an, wie und in welcher Reihenfolge
die Operationen angewendet werden sollen.

Die Hauptschwierigkeit bei reguldren Ausdriicken ist auch nicht, dieses Konzept zu verste-
hen. Problematisch ist, dass sich keine einheitliche Syntax herausgebildet hat, wie man die
Ausdriicke nun aufschreiben sollte. Hier kocht jeder sein eigenes Siippchen, welche wir nun
alle ausloffeln miissen.
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8.1 Dieldee

8.1.1 Neue Probleme aus alten

Wiederholung: Datums-Validierung

In vielen Anwendungen, besonders bei Web-Anwendungen, miissen Datumseingaben der
Benutzer validiert (=iiberpriift) werden.

Dieses Entscheidungsproblem lisst sich mittels mehrerer Einzeltests modularisieren:

— Test, ob die Eingabe nur aus Ziffern und Punkten besteht.

— Test, ob es genau zwei Punkte gibt.

— Test, ob der Wortanfang aus der Menge {1,...,31} kommen.

— Test, ob nach dem ersten Punkte ein Wort aus {1,...,12} kommt.

Jeder Test ergibt eine Menge an Worten, die diesen Test besteht, also eine Sprache. Der
Schnitt dieser Sprachen ist dann der Gesamttest.

Will man noch ein alternatives Datumsformat zulassen (wie 2009-01-01), so schreibt
man neue Tests, schneidet diese und vereinigt dann die beiden entstehenden Sprachen.

Die Idee hinter reguldren Ausdriicke.
Bei der Beschreibung der Sprache der »giiltigen Datumsangaben« kann man wie folgt vor-
gehen:

— Man beginnt mit ganz, ganz einfachen Sprachen wie A = {.} oder B = {0,...,9} oder
C={1,...,31} oder D = {1,...,12}, die jeweils nur endlich viele oder gar nur ein
Wort enthalten.

— Dann kann man diese Sprachen mittels der Operationen Vereinigung, Schnitt, Komple-
ment, Verkettung und Kleene-Stern zusammengesetzt, beispielsweise zu

CoAoDoAoB*.

— Das Resultat ist eine Art »Ausdruck«, der ausgewertet genau die gewiinschte Sprache
ergibt.

Einen solchen Ausdruck nennen wir einen reguldren Ausdruck.

Wiederholung: Wichtige Operationen auf Sprachen.
Seien L; C X* und L, C X* zwei Sprachen. Dann ist

. L1 N L, die Sprache, die alle Worte enthélt, die sowohl in L; als auch in L, sind.

. L1 UL, die Sprache, die alle Worte enthilt, die in L; oder in L, sind.

. Ly die Sprache, die alle Worte enthilt, die in £*, aber nicht in L; sind.

. LyoLy:={uv|u€Ly,v €Ly} die Sprache, die alle Worte enthilt, die aus einem Wort
in Ly bestehen, gefolgt von einem Wort in L.
Diese Sprache nennt man die Verkettung von Ly und Lj.

5. LY :={u1...u, | uj € L1 } die Sprache, die beliebige Folgen von Worten in L, enthilt.

Diese Sprache nennt man den Kleene-Stern von L.

A W N =

8.1.2 Analogie zu arithmetischen Ausdricken

Analogie von reguldren und arithmetischen Ausdriicken.
Syntaktische Analogien

Arithmetische Ausdriicke
Bestandteile:

1. Zahlen
2. Unire Operationen wie Wurzel.
3. Bindre Operationen wie

— Addition

— Multiplikation

— Potenz

4. Klammern
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Reguldre Ausdriicke
Bestandteile:
1. Ein-Wort-Sprachen
2. Unire Operationen wie Kleene-Stern.
3. Binire Operationen wie
— Vereinigung
— Verkettung
4. Klammern

Analogie von reguldren und arithmetischen Ausdriicken.
Semantische Analogien

Arithmetische Ausdriicke
1. Ein arithmetischer Ausdruck und sein Wert sind verschiedene Dinge:

Der Ausdruck (5+ 6) -2 hat den Werz 22.
2. Eine Zeichenfolge wie 22 kann man sowohl als Ausdruck als auch als Wert lesen.

Reguldre Ausdriicke

1. Ein regulérer Ausdruck und sein Wert sind verschiedene Dinge:
Der Ausdruck (a|b) ~aa hat den Wert {w € {a,b}* | w endet auf aa}.

2. Eine Zeichenfolge wie 1 ist ein Ausdruck, wird manchmal aber auch als ihr Wert
gelesen (der eigentlich {1}* ist).

8.2 Die Theorie
8.2.1 Syntax

Definition von reguldren Ausdriicken

Definition: Reguldrer Ausdruck
Sei X ein Alphabet. Die Menge der reguldren Ausdriicke iiber ¥ ist eine rekursiv definierte
Menge von Worten iiber dem Alphabet LU { (,), |, *}:

1. A ist ein regulédrer Ausdruck.

2. Fiir jedes x € X ist x (alleine, als einzelner Buchstabe) ein reguldrer Ausdruck.

3. Sind R und R, regulidre Ausdriicke, so auch RjR, und (R; |R3) .

4. Ist R ein reguldrer Ausdruck, so auch (R) =.

Aus technischen Griinden ist zusdtzlich zu den obigen Worten ist auch noch das einzelne
Symbol & ein reguldrer Ausdruck.

Uberfliissige Klammern diirfen der Ubersichtlichkeit halber auch weggelassen werden.

8.2.2 Semantik

Die Semantik von reguldren Ausdriicken: Einfach auswerten.

Definition: Beschriebene Sprache
Sei R ein reguldrer Ausdruck iiber X. Dann ist die L(R) C X* eine Sprache, die wie folgt
rekursiv definiert ist:
- IstR= 2, soist L(R) = 0.
- IstR=A,soist L(R) = {A}.
— Ist R=xmitx € Z, so ist L(R) = {x}.
Ist R=R Ry, soist L(R) = L(Ry) o L(Ry).
IstR= (R1|Ry), soist L(R) = L(R]) UL(RZ).
IstR= (Ry) *, soist L(R) = L(Ry)*.

Achtung!
— Ein Ausdruck wie 0 (1) = ist erstmal ein Wort (iiber einem komischen Alphabet).
— Hingegen ist L(0 (1) ) = {01" | n > 0} eine Sprache.
— In der Praxis ist man manchmal schlampig und schreibt einfach » 1*« fiir »L( (1) *)«.
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Beispiele regularer Ausdriicke.
Seix={0,...,9,a,...,2,A,...,7Z, . }.

Beispiel: Reguldrer Ausdruck fiir erlaubten Java-Bezeichner

(al---lz|Al---12) (al---1z[A]---|Z]0]---]9) *

Der Ausdruck beinhaltet natiirlich nur Bezeichner iiber dem Alphabet ¥ — in Wirklichkeit
gibt es viel mehr.

Beispiel: Regularer Ausdruck fiir Datumsangaben

(01 1---131).(0L1]---112).(0]---19)(O[---19)

Hier haben Tag, Monat und Jahr je zwei Stellen. Es sind auch eigentlich falschen Daten wie
31.02.01 moglich.

Beispiel: Nachkommazahlen ohne flihrende Nullen
(O1 (T1---19) (01~ 19) %) (I.(0O]---19)%*)

Zur Ubung
Geben Sie einen (einigermaBen kompakten) reguldren Ausdruck R an, so dass L(R) die
Sprache der giiltigen 1p-Adressen ist (wie 127.0.0.1 oder 192.168.178.1).

8.2.3 Machtigkeit I: Im Westen nichts Neues

Regulare Ausdriicke kénnen nur reguldre Sprachen beschreiben.

Satz
Sei R ein reguldirer Ausdruck. Dann ist L(R) reguldir.

Beweis. Man zeigt die Behauptung durch strukturelle Induktion. ' Fir den Induktionsan-
fang sei R = A oder R = x mit x € X. Dann stimmt die Behauptung, da sowohl die Menge
{A} wie auch die einelementige Menge {x} regulir sind.” Fiir den Induktionsschritt seien
R; und R; reguldre Ausdriicke und nach Induktionsvoraussetzung seien L(R;) und L(R;)
regulér. Nun gilt:

— Fir R =R R, ist L(R) = L(R;) o L(R,) regulir, da die Verkettung von regulédren Spra-
chen regulir ist nach Ubung 3.5.

— FirR= (R |Ry) ist L(R) = L(R;) UL(Ry) reguldr, da die Vereinigung von reguléren
Sprachen regulir ist nach Satz 3-20.

— Fiir R= (Ry) » ist L(R) = L(R;)* reguldr nach Ubung 3.7. O

Bemerkungen zur Machtigkeit: Was geht noch?

— Man kann sich fragen, warum ausgerechnet die Vereinigung, die Verkettung und der
Kleene-Stern als Operationen bei reguldren Ausdriicken zugelassen sind.

Es liegt insbesondere nahe, auch den Schnitt und das Komplement zuzulassen.

Dies kann man auch machen, da die Klasse der reguldren Sprachen auch unter Schnitt
und Komplement abgeschlossen ist. (Fiir das Komplement sieht man das ganz leicht
mittels endlicher Automaten, fiir den Schnitt mit den De Morgan’schen Regeln.)

Es gibt aber zwei Griinde, weshalb man diese Operationen in der Regel doch nicht
zuldsst:

1. Es wird schwieriger, regulire Ausdriicke in pras umzuwandeln.
2. Die drei Operationen Verkettung, Vereinigung und Stern reichen bereits, um alle
reguldren Sprachen zu beschreiben.

Kommentare zum Beweis

"Das ist letztendlich auch nur eine
Induktion Uber die Ldnge des Ausdrucks.

2Wie so oft ist der Induktionsanfang eher
einfach.
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8.2.4 Machtigkeit Il: Perlentaucher

Regulare Ausdriicke konnen alle regularen Sprachen beschreiben.

Satz
Sei L eine reguldire Sprache. Dann gibt es einen reguldiren Ausdruck R mit L = L(R).

Dieser Satz ist mal wieder etwas kniffeliger zu beweisen.

Ganz naiv schnappt man sich erstmal einen pra M mit L(M) = L.

Die Idee ist nun, die Arbeitsweise des Automaten irgendwie in einen regulidren Aus-
druck zu verwandeln.

Dies ist aber schwierig, da Automaten »verknéult« sind; reguldre Ausdriicke hingegen
eher »hierarchisch« sind.

Wir brauchen also einen Weg, das Kniuel in eine Hierarchie zu verwandeln.

Ein paar einfache Fille

Eine erste, einfache Frage
»Welche Worte kann M lesen, wenn er nur einen Schritt von einem Zustand g zu einem
Zustand ¢’ macht?«
— Offenbar kann der Automat nur ein einziges Zeichen lesen, ndmlich genau diejenigen
x € X mit 8§(q,x) =¢'.
— Ein regulédrer Ausdruck fiir die Menge {xi,...,x,} all dieser Zeichen ist: R,_,, =
(X1 ] 1 xm)

Eine zweite, genauso einfache Frage
»Welche Worte kann M lesen, wenn er nur im Zustand g bleibt?«

— Nun kann der Automat beliebige Folgen von Zeichen x lesen, fiir die es eine Schlaufe
am Zustand ¢ gibt, fiir die also 6(g,x) = ¢ gilt.

— Die Menge {x € £ | d(q,x) = ¢q}* all dieser Worte ldsst sich so beschreiben: R, =
(x1 1+ | xm) *, wobei die x; alle Zeichen mit 6(g,x;) = q.

Beispiele fir die einfachen Fille.

Sei M folgender Automat
0,2 0
0 2N
start Qé\/v qp
\Z 1.2
1
Dann ist
Ryg—q, =1
qu—>qc =(112)
Ry, = (012) %
Ry =A
Ry = (112)«

Ein paar originelle Definitionen.
Sei M = (£,0,q0,0Qq4,0) ein DFa.

Definition: Tiefsee
Eine Tiefsee ist eine Menge T C Q von Zustinden.

Definition
Seien q,q’ € T zwei Zustinde in der Tiefsee. Wir sagen, dass ein Wort w € L* den Automaten
unter Wasser von q nach q' iiberfiihrt, wenn

1. 6*(q,w) = ¢’ gilt (startet der Automat in g und liest er w, so endet er in ¢’) und
2. wahrend der Berechnung durchschreitet er nur Zustinde aus 7.

Die Menge aller solcher Worte bezeichnen wir mit Lg vy
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Ziel

Fiir gegebenes T, g und ¢’ wollen einen reguliren Ausdruck RZ ey konstruieren fiir die
T .

Sprache L =g konstruieren.

Beispiele fiir Berechnungen unter Wasser.

1,2 @

1,2

start

Sei T = {q4,qp}- Dann ist

Lr ... ={0,2,10}",
Lr ... ={0,2,10}*o{1}

und entsprechend suchen wir

R .. =1(012]10) x,
RT . = (0]12]10) 1.

Die Idee der Perlentaucher.

Nehmen wir an, wir haben fiir die Tiefsee alle RT x g bestimmt.

Nun kommt ein neuer Zustand g hinzu, den wir uns »auf der Tiefsee schwimmend«
vorstellen.

Betrachten wir nun eine Berechnung, die in ¢ beginnt und dort endet und dazwischen
nur Zustdnde aus der Tiefsee benutzt.

Eine solche Berechnung nennen wir einen Tauchgang.

P Definition: Tauchgang
Sei T C Q eine Tiefsee und g ¢ T ein Zustand. Ein Tauchgang ist ein Wort w € £*, so dass

1. 8*(gq,w) =qund
2. auBler am Anfang und am Ende durchschreitet er nur Zustédnde aus 7.

Die Menge aller solcher Worte bezeichnen wir mit Lg.

=)

start

Sei T = {qq,qp}- Dann ist

Ll =({0}0{0,2,10}* o {1} o {1})U
{0}0{0,2,10}* 0 {1} 0 {2}.

Bild von User Aquaxel, Creative

Commons Attribution Lizenz
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Diese Sprache ldsst sich durch folgenden regulidren Ausdruck beschreiben:

Rl = ((0(012110)*11) |
(0(012]110)%12)).
Alle Tauchgange lassen sich durch reguldre Ausdriicke beschreiben.

Lemma
Sei T ={q1,...,qn} eine Tiefsee und q ¢ T. Sei

T = T .o T
Ry = (Rymsq Ry v g Ry =g | -+ | Ry Ry g, Rgp—g |
T T
R‘I"‘]Zquﬁ*quql‘}q [ |Rq‘>‘I2Rq24)*qu‘Im4>q I
R,—q R R |-+ |Ry—yq R R )
9=>qm " Nqm—*q1 " q1—49 q=qm N gm—* qm*gm—q /-

Dann ist L(R;) = Lg.

Beweis. Jeder Tauchgang muss in g starten, dann zu einem g; € T »abtauchen« (was durch
R4, beschrieben wird), dann eine Weile in der Tiefsee bleiben (was durch Rgi g be-
schrieben wird) und dann von ¢; € T zu g »auftauchen« (was durch Ry, beschrieben

wird). ]

Tauchausfliige: Folgen von Tauchgdngen.
Beim nichsten Szenario diirfen wir »beliebig oft wieder auftauchen«.

Definition: Tauchausflug
Sei wieder T eine Tiefsee und g ¢ T. Wir nennen ein Wort w € £* einen Tauchausflug, wenn

1. 0*(¢q,w) =qund
2. die Berechnung durchschreitet nur Zusténde aus 7'U {g}.

Die Menge aller Tauchausfliige ist gerade LqTi%}.

Beispiel fiir einen Tauchausflug.

1,2

start

Sei T = {qa,qp}- Dann ist

LTU{qc} _ ({172}*014550{1,2}*)*.

Ge—*qc

und entsprechend suchen wir

RTVlac} _ ((1\2)*R£C(1|2)*)*~

Gc—>*qc
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Alle Tauchausfliige lassen sich durch regulare Ausdriicke beschreiben.

Lemma
Sei T ={q1,...,qm} eine Tiefsee und q ¢ T. Dann gilt fiir

Tu{q} _ T
R, = (RyRyRy) »,

Tu{q}y _ ;TU{q}
dass L(R, %) =L, %,
Beweis. Jeder Tauchausflug besteht aus einer Folge von Tauchgingen, zwischen denen der
Automat im Zustand ¢ bleibt. O

Auf- und abgetaucht.
Nun erweitern Tauchausfliige, so dass wir statt in ¢ auch in der Tiefsee beginnen und enden
konnen.

Lemma
Sei T ={q1,...,qm} eine Tiefsee und q ¢ T. Seien q',q"" € T. Dann gilt fiir

TU T
Rq/j)i];// = (quﬁ*qﬂ |
T T
(Rq’—>*q1R41—>q [- IRq’—>*quQm—>q)
Tu{q}
Rq—>*q
T T
(RqAWIR(h—Wq” | e |Rq~>quqm_>*q//) ) )

TU TU
dass L(Rq,_i'f;,,) = Lq,ji’,}j,,.
Beweis. Jede Berechnung, die in ¢’ beginnt und in ¢’ endet, bleibt entweder komplett in der
Tiefsee oder sie taucht irgendwann auf, macht einen Tauchausflug und taucht wieder ab. [

Bestandsaufnahme
Was wir erreicht haben:

— Wir haben mit einer Tiefsee 7 begonnen und einem Zustand g ¢ T

— Fiir die Tiefsee kannten wir schon regulidre Ausdriicke, die beschreiben, wie Berech-
nungen unter Wasser ablaufen.

— Jetzt haben wir auch reguldre Ausdriicke, die Berechnungen unter Wasser oder durch
g beschreiben.

— Fassen wir also T U{g} als neue Tiefsee auf (der Meeresspiegel steigt sozusagen), dann
haben wir nun auch reguldre Ausdriicke fiir Berechnungen unter Wasser zu diesem er-
hohten Meeresspiegel.

Was noch fehlt:

1. Wir miissen nun einfach den Meerespiegel so lange erhohen, bis alle Zustinde unter
Wasser liegen.

2. Wir miissen dann die Berechnungen herauspicken, die vom Startzustand zu einem ak-
zeptierenden Zustand fiihren.

Der Beweis der Machtigkeit

Beweis von Satz 8-15. Wir zeigen, dass fiir jeden pra M ein regulidrer Ausdruck R existiert
mit L(M) = L(R).

Sei 0 ={qi1,...,qn} und sei T; = {q1,...,q; }. Zundchst konstruieren wir induktiv fiir stei-
gende i regulidre Ausdriicke Rg_wq, fiir jedes Paar g, q € T; fiir die gerade gilt L(R;"_m],) =
Lf?—”q’ .2 Es wurde schon in Lemma 8-25 gezeigt, wie solche Ausdriicke induktiv berechnet
werden konnen.

Der gesuchte regulidre Ausdruck ist dann gegeben durch (RqQO_ma1 |- \RqQo—mam ) , wobei

{4a;+---+9a, } = Qa gerade die Menge der akzeptierenden Zustéinden ist.’ O

Kommentare zum Beweis

"Nochmal die Behauptung, da man die
mittlerweile ja eher vergessen hat.

2Der Induktionsanfang wurde
weggelassen. Scheint dem Autor trivial
vorgekommen zu sein. lhnen auch?

3 Die Korrektheit wird mal wieder nicht
gezeigt.
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8.3 Die Praxis

8.3.1 Programme und Bibliotheken

Einsatzgebiete von reguldren Ausdriicken.

— Innerhalb von Programmen werden regulédre Ausdriicke benutzt
— zur Eingabekontrolle und
— zum Parsen von Eingaben.
Beispiel: Zerlegung einer urL in ihre Bestandteile.
Fiir praktisch alle Programmiersprachen (zum Beispiel fiir Java, C++, Perl, pup, etc.)
gibt es fertige Bibliotheken, die regulidre Ausdriicke automatisch in Automaten umwan-
deln.
— Menschen konnen regulédre Ausdriicke fiir Suchanfragen benutzen.
— In soL kann man statt 1ike auch regexp benutzen, um nach Attributen zu filtern.
— In Microsoft Word kann man im Suchen-Dialog einen Mustervergleich einschal-
ten.
— Das Programm grep sucht nach einem Vorkommen eines reguldren Ausdrucks in
einer Datei.

8.3.2 Syntax-Varianten

Probleme beim Einsatz von reguldren Ausdriicken.

Notationsprobleme

— Will man reguldre Ausdriicke aufschreiben, so muss man irgendwie alles mit Asci-Zeichen

aufschreiben.
— Leider hat sich keinerlei Standard zum Aufschreiben von reguliren Ausdriicken durch-
gesetzt.

Effizienzprobleme

— Manche Arten reguldrer Ausdriicke lassen sich effizienter behandeln als andere.

— Deshalb ist es manchmal sinnvoll, nur bestimmte Arten von reguldren Ausdriicken zu-
zulassen.

— Einige Programme vereinfachen deshalb die Notation, sind dann aber inkompatibel mit
anderen Notationen.

Typische Notationen fiir reguldre Ausdricke.
Auch wenn die Notation fiir regulidre Ausdriicke nicht einheitlich ist, so gilt wenigstens oft:

— Klammern schreibt man als Klammern, Sternchen als Sternchen. Sie gelten also als
Sonderzeichen.
Will man diese trotzdem eingeben, so muss man sie mittels eines Backslash »escapen«.

— Statta|b|cldlel|x|y|zkann man auch schreiben [abcdexyz] oder auch kiirzer
[a—exyz].

— Statt einer Aufzihlung aller moglichen Zeichen kann man einfach einen Punkt schrei-
ben, er steht fiir ein beliebiges Zeichen.

— Statt (|A), was »gar kein Vorkommen von A oder ein Vorkommen von A« bedeutet,
kann man schreiben A?.

— Statt AA ~, was »mindestens ein Vorkommen von A « bedeutet, kann man schreiben A+.

Die Besonderheit des Wortanfangs und -endes

— In der Praxis beschreibt ein reguldrer Ausdruck nicht den kompletten Eingabestring.
Vielmehr sucht man in der Regel nach Vorkommen von Worten, die durch den regulédren
Ausdruck beschrieben werden.

Dies bedeutet einfach, dass ein Ausdruck wie (0 | 1) =123 die Sprache beschreibt aller
Worte, die irgendwo eine Folge von Oen und len gefolgt von 12 3 enthalten.

Stellt man aber einem regulidren Ausdruck ~ voran, so muss das vom reguliren Aus-
druck beschriebene Wort tatséchlich am Anfang sein.

Entsprechend erzwingt ein nachgestelltes $, dass die Eingabe mit dem beschriebenen
Wort endet.
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Wichtige Syntax-Varianten und zwei Beispiele

PCRE »Perl Compatible Regular Expressions« ist eine Syntax, die im Umfeld der Pro-
grammiersprache Perl entstanden ist.

POSIX Dieser Standard legt eine mogliche Syntax fest. Sie wird von vielen Unix-Programmen,
insbesondere von grep benutzt.

\b[A-Z0-9._%$+-1+@[A-Z0-9.-1+\.[A-Z]1{2,4}\b

You could use the regular expression to search for an email address.
Aus regular—expressions.info

20T DIN" ) TN (AN T SANINENN T A\) [ \t\n] *

A simplified version of the regexp that EMAcs uses, by default, to recognize the end
of a sentence together with any whitespace that follows.
Aus dem Emacs-Handbuch

8.3.3 Referenz: Reguldre Ausdriicke in POSIX

Die folgenden Regeln geben einen kurzen Uberblick iiber die posix-Regel-Syntax. In der darauf fol-
genden Tabelle sind einige Beispiele angegeben, die diese Regeln verdeutlichen.

1. Die Sprache aller Zeichenketten, die das Zeichen a enthalten, wird einfach durch den regulidren
Ausdruck a beschrieben. Dasselbe gilt fiir alle anderen Zeichen, sofern sie keine Sonderzeichen
sind.

2. Die folgenden Zeichen sind Sonderzeichen:

NS () x2 41/
Sonderzeichen haben besondere Funktionen in regulidren Ausdriicken. Um trotzdem Sprachen zu
definieren, die diese Zeichen enthalten, stellen Sie dem entsprechenden Zeichen einen Backslash
(»\«) voran. (Beispiel 1)

3. Das Sonderzeichen . steht fiir genau ein beliebiges Zeichen (auch ein Leerzeichen). (Beispiele
3,14, 15)

4. Das Sonderzeichen ~ steht fiir den Anfang einer Zeichenkette. (Beispiele 4, 12—15)

. Das Sonderzeichen $ steht fiir das Ende eines Wortes. (Beispiele 5, 12—15)

6. Mit eckigen Klammern kdnnen mehrere Moglichkeiten fiir genau ein Zeichen definiert werden.
(Beispiele 6, 7, 13)

7. Folgt auf eine 6ffnende eckige Klammer das Zeichen *, so wird die Zeichenmenge in der Klam-
mer negiert (es bedeutet hier also nicht den Anfang der Zeichenkette). (Beispiel 7)

8. Zeichenmengen in eckigen Klammern konnen mit dem Zeichen — abgekiirzt definiert werden.
Statt [0123456789] kann man also [0—-9] schreiben. (Beispiel 13)

9. Reguldre Ausdriicke werden verkettet, indem sie einfach hintereinander geschrieben werden. Der
Ausdruck ab steht also fiir die Sprache aller Zeichenketten, die irgendwo den Teilstring ab ent-
halten. (Beispiele 8—15)

10. Die Zeichen ?, » und + konnen reguléren Ausdruck nachgestellt werden (Beispiele 9—15)

w

? Der vorangehende Ausdruck soll einmal oder keinmal vorkommen.

+ Der vorangehende Ausdruck soll keinmal oder beliebig oft direkt hintereinander
vorkommen.

+ Der vorangehende Ausdruck soll einmal oder ofter direkt hintereinander vorkom-
men.

11. Durch runde Klammern koénnen reguldre Ausdriicke gruppiert werden. Dies ist im Zusammen-
hang mit den Operationen ?, =, + niitzlich (Beispiel 12): Ohne Gruppierung beziehen sich diese
Operatoren immer nur auf das Zeichen direkt davor (Beispiele 9—11) beziehungsweise die eckige
Klammer direkt davor (Beispiel 13).

12. Mit dem Sonderzeichen | konnen zwei reguldre Ausdriicke vereinigt (»verodert«) werden. (Bei-
spiel 15)

Beispiele fiir die Regeln:
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Skript-
Referenz



8-32

8 Regulédre Ausdriicke
Ubungen zu diesem Kapitel

Ausdruck  Beschreibt alle Zeichenketten, die . ..

1 \? ... ein Fragezeichen enthalten.

2 \\ ... einen Backslash enthalten.

3 . mindestens ein Zeichen lang sind.

4 ~a . mit a beginnen.

5 a$ ... mita enden.

6 [abc] ... irgendwo ein a, b oder c enthalten.

7 [~abc] ... irgendwo ein Zeichen enthalten, das kein ein
a, b oder c ist.

8 abc ... den Teilstring abc enthalten.

9 ab?a ... den Teilstring aa oder den Teilstring aba
enthalten.

10 abxa ... einen der Teilstrings aa, aba, abba, abbba
und so weiter enthalten.

11 ab+a ... einen der Teilstrings aba, abba, abbba und
so weiter enthalten.

12 “a(ab) *b$ ... miteinem a beginnen, gefolgt von beliebig
vielen Wiederholungen von ab, und mit einem b
enden.

13 ~[_a-zA-Z][_a-zA-20-91%$ ... giiltige Java-Bezeichner sind.

14 ~A.*s$ ... mit A beginnen und mit s enden.

15 A"A.*s$|”.s$ ... mit A beginnen und mit s enden oder mit s

enden und nur zwei Zeichen lang sind (nicht
»entweder oder«!).

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Regulére Ausdriicke beschreiben, wie eine Sprache durch Operationen wie Vereinigung
oder Verkettung aus elementaren Ein-Wort-Sprachen aufgebaut werden kdnnen.

2. Es gibt keine einheitliche Syntax fiir reguldre Ausdriicke, die wichtigsten in der Praxis
sind die posix-Syntax und die Perl-Syntax.

3. Mit reguldren Ausdriicken lassen sich genau die reguldren Sprachen beschreiben.

Zum Weiterlesen

[1] Jan Goyvaerts. Regular-Expressions.info, Zugriff November 2009. http://www.
regular—-expressions.info/

[2] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 2.3.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 8.1 Reguldre Aussdriicke (iben, leicht

Beschreiben Sie verbal die Sprachen, die durch folgende regulére Ausdriicke definiert werden:
1. (00]1)*(11]0)
2. (1]1011001)*(1]111)

Ubung 8.2 Regulire Ausdriicke konstruieren, mittel
Konstruieren Sie reguldre Ausdriicke fiir folgende Sprachen:
1. {w €X* | [w|mod3 = 0}.
2. Die Menge der Worte, die mit einer Eins beginnen und auf eine Null enden oder mit einer Null
beginnen und auf Eins enden.
3. 2-PALINDROM.

Ubung 8.3 Reguldre Ausdriicke bauen, mittel

Beschreiben Sie folgende Sprachen iiber dem Alphabet £ = {0, 1} durch regulédre Ausdriicke:
. A={weZX*||w| ist ungerade}

. B={w € X" | wenthilt 00 nicht als Teilwort}

. C={w € X* | w enthilt eine ungerade Anzahl von Nullen}

. D= {w € X* | wenthilt genau drei Einsen}

AW N =
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Kapitel 9

Nerode-Klassen

Halte die Umwelt sauber! Mach’ mit bei der Worttrennung!

Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels
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9.2 Anwendungen 88
9.2.1 Minimierung von Automaten . . . . . . 88
9.2.2 Nachweis der Nichtregularitat . . . . . . 88
Ubungen zu diesem Kapitel 89

Wahrscheinlich tut man den Nerode-Klassen Unrecht, sie aus didaktischen Griinden im Rah-
men der Miilltrennung einzufiihren. Dabei ist es fiir die Lektiire vorteilhaft, aber auch nicht
unbedingt nétig, das in Deutschland zur Obsession gesteigerte Verlangen zu verspiiren, Miill
nach allen nur denkbaren Kriterien zu trennen und zu sortieren. Es wird Thnen in diesem Fall
ganz natlirlich vorkommen, auch Worte nach reichlich merkwiirdigen Kriterien zu sortieren
und in Worttonnen einzukippen.

Der Begriff der »Worttonnen« hat sich in der Theorie allerdings (noch?) nicht wirklich
durchgesetzt, hitte jedoch gegeniiber der sperrigen, aber mathematisch korrekten Bezeich-
nung »maximale Rechtsdquivalenzklasse« durchaus Chancen. Tatsdchlich nennt man Wort-
tonnen vornehm »Nerode-Klassen«.

Was bringt es nun, Worte in Klassen zu trennen — egal ob sie nun Worttonnen oder Nerode-
Klassen heilen? Eine ganze Menge, wie sich herausstellt:

1. Aus den Nerode-Klassen einer reguléren Sprache lisst sich leicht ein endlicher Automat
bauen.

2. Dieser Automat ist auch gleich noch der kleinste iiberhaupt mogliche Automat fiir die
Klasse.

3. Ist die Anzahl der Nerode-Klassen einer Sprache unendlich, so kann die Sprache nicht
regulér sein.

Insbesondere der letzte Punkte diirfte alle Leser erfreuen, die mit dem Pumping-Lemma auf
Kriegsful} stehen, da es oft einfach ist zu zeigen, dass eine Sprache unendlich viele Nerode-
Klassen hat.
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9 Nerode-Klassen
9.1 Nerode-Klassen

9.1 Nerode-Klassen
9.1.1 Dieldee

Eine neue Sicht der Dinge.

— Es ist mathematisch (relativ) einfach, zu

— einer gegebenen reguldren Grammatik oder
— einem gegebenen Automaten oder
— einem gegebenen reguldren Ausdruck

die erzeugte/akzeptierte/beschriebene Sprache zu definieren.

— Wie kann man aber umgekehrt zu einer gegebenen reguldren Sprache einen zugehdrigen
Automaten finden?

— Bis jetzt musste man dies immer durch »scharfes Hinsehen« oder »Intuition« oder
»Ubung« oder »Zuruf« oder »kurzes Nachdenken« erledigen.

— Das ist mathematisch noch etwas unbefriedigend.

— Wir suchen ein Verfahren, zu einer reguldren Sprache mdglichst »automatisch« einen
Automaten zu finden.

Die innere Struktur einer reguldren Sprache.

— Regulidre Sprachen haben besondere Eigenschaften wie »Jede reguldre Sprache hat die
Pump-Eigenschaft. «

— Jedoch: Es gibt auch nichtregulidre Sprachen, die die Pump-Eigenschaft haben.

— In diesem Kapitel geht es um eine besondere Eigenschaft, die nur reguldre Sprachen
haben: Sie haben einen endlichen Index.

— Wenn man diesen Index bestimmt, wird man ganz nebenbei auch gleich einen minima-
len Automaten fiir die Sprache bestimmt haben.

Mulltrennung in der Theoretischen Informatik.

— Die »Verwertungsgesellschaft Wort« (VG Wort) hat ein neues Geschéftsfeld entdeckt:
Das Recycling von benutzten Worten.

Man hat ndmlich festgestellt, dass bei der Untersuchung von Sprachen wie L = {w €
{0,1,2}* | w enthilt genau eine 2} Worte wie 011210 € {0, 1,2}* nach Gebrauch héufig
einfach weggeworfen werden!

Im Land der Miilltrennung ist dies natiirlich auf Dauer nicht hinnehmbar.

Deshalb will die VG Wort Worte nach Gebrauch wieder einsammeln.

Dazu soll es in den Biiros von theoretischen Informatikern und in Horsélen zukiinftig
Worttonnen geben.

Selbstverstindlich ist es dabei ganz wichtig, dass die Worter immer in die richtigen
Tonnen kommen, damit sie spiter besser wiederverwertet werden konnen.

Was passiert, wenn man ein Wort in die falsche Tonne wirft.
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9.1 Nerode-Klassen

Die Regeln hinter den Worttonnen.

Logischerweise sollte die Worttrennung so erfolgen, dass sich alle Worte in einer Tonne
»moglichst dhnlich sind« — dann ist das Recycling recht einfach.
Die VG Wort wollte zundchst nur zwei Tonnen aufstellen:

— In eine Tonne sollten alle Worte w, die in der Sprache L liegen (also w € L).
— In die andere Tonne sollten alle anderen Worte.

Leider stellte sich heraus, dass die so getrennten Worte fiir eine Weiterverarbeitung
ungeeignet sind.

Verkettet man namlich Worte aus derselben Tonne mit anderen Worten, so erhilt man
Worte, die mal in der Sprache L sind und mal nicht.

Deshalb hat die VG Wort ein komplizierteres Verfahren entwickelt.

Goldene Regel
Alle Worte in einer Worttonne haben folgende Eigenschaft: Hingt man ein beliebiges Wort
an sie an, so sind die Resultate entweder alle in L oder alle nicht in L.

Ein Beispiel.
Sei L = {w € {0,1,2}* | w enthilt genau eine 2}.

— Die Worte 00 und 101 kommen in dieselbe Worttonne:

— Héngt man ein Wort u an, das keine 2 enthélt, dann sind sowohl 00u wie auch
101u keine Elemente von L.

— Héngt man ein Wort u an, das genau eine 2 enthilt, dann sind sowohl 00u wie
auch 101« Elemente von L.

— Hingt man ein Wort u an, das mehr als eine 2 enthélt, dann sind wieder sowohl
00u wie auch 101u keine Elemente von L.

— Die Worte 020 und 12 kommen ebenfalls in eine Worttonne, aber eine andere als 00
und 101:

— Hingt man u = 0 an 020 an, so landet man bei 0200 € L.
— Héngt man u = 0 an 101 an, so landet man bei 1010 ¢ L.

— Die Worte 0220 und 11120222 kommen auch in eine Worttonne, aber wiederum in eine
neue.

Die drei Worttonnen.
Worttonne 1 Worttonne 2 Worttonne 3

22
222
002210

Etwas Nachdenken zeigt, dass man nicht mehr Worttonnen braucht fiir die Sprache L = {w €
{0,1,2}* | w enthdlt eine 2}.

@ Zur Ubung
Bestimmen Sie fiir eine der folgenden Sprachen, wie viele Worttonnen jeweils gebraucht
werden (nach Schwierigkeit sortiert):

1. Sei L = {w € {0,1,2}* | w enthilt eine 1 oder eine 2}.
2. Sei Ly = {w|we{0,1,2}* w[|w| — 1] = 2}.
3. Sei Lz = {a"b" | n > 0}.

9-8
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9 Nerode-Klassen
9.1 Nerode-Klassen

9.1.2 Die Definitionen

Die wissenschaftliche Bezeichnung von Worttonnen: Nerode-Klassen.

Definition: Rechtsaquivalenz

Sei L C ¥*. Zwei beliebige Wort u,v € X* heillen rechtsdquivalent in Bezug auf L, wenn fiir
alle Worte w e X* gilt: uw € L <= ww € L.

Die Relation R;, setzt gerade rechtsiquivalente Worte in Beziehung, also (u,v) € Ry, genau
dann, wenn # und v rechtsidquivalent sind.

Bemerkungen:

— Man beachte, dass u«, v und auch w nicht Element von L sein miissen.
— Fiir Fortgeschrittene: Rechtsdquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
Worte.

Definition: Nerode-Klassen
Sei L eine Sprache. Die Nerode-Klasse eines Wortes u € £*, geschrieben N (u), ist die Menge
aller Worte v € ¥*, die rechtséquivalent zu u sind.

Definition: Index einer Sprache
Der Index einer Sprache L ist die Anzahl ihrer Nerode-Klassen.

Eigenschaften von Nerode-Klassen.
Die Alles-oder-Nichts-Eigenschaft.

Lemma
Sei L eine Sprache und N eine Nerode-Klasse. Dann gilt N C L oder N C L.

Beweis. Seien u,v € N beliebig. Da sie rechtsidquivalent sind, muss fiir jedes w € £* gelten
uw € L <= vw € L. Also gilt insbesondere fiir w = A, dassu € L <= v € L. Es sind also
entweder alle Worte aus N in L oder gar keine. L

Eigenschaften von Nerode-Klassen.
Die Mitgegangen-Mitgefangen-Eigenschaft.

Lemma
Sei L eine Sprache. Seien u und v in derselben Nerode-Klasse und sei w € X* beliebig. Dann
sind auch uw und vw in derselben Nerode-Klasse (aber nicht unbedingt in derselben wie u
und v).

Beweis. Seiw’ € X* beliebig. Dann gilt (uw)w’ € L <= u(ww') €L < v(ww') € L <
(vw)w' € L. O

9.1.3 Der Satz von Myhill-Nerode

Ein paar Vorliberlegungen.

Eine Nerode-Klassen versammelt alle Worte, »die sich dhnlich verhalten«.
Beispielsweise gab es bei der Sprache L = {w € {0,1,2}* | w enthilt genau eine 2} drei
Nerode-Klassen:

1. Alle Worte, die 2 nicht enthalten.
2. Alle Worte, die 2 genau einmal enthalten.
3. Alle Worte, die 2 mehr als einmal enthalten.

Diese Klassen konnten wunderbar als Zustdnde eines Automaten dienen:

1. Ein Zustand g, in dem wir bleiben, solang noch keine 2 kam.
2. Ein akzeptierender Zustand g, den wir erreichen, wenn eine 2 kam.
3. Ein Fehlerzustand ¢;, in den wir wechseln, wenn eine zweite 2 kam.

Dies ist kein Zufall: Man kann die Nerode-Klassen eine Sprache immer als Zustinde
eines DFa fiir die Sprache verwenden.
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9.2 Nerode-Klassen

Von den Nerode-Klassen zum Automaten.
0,1 0,1

22

1212

start — 002210

Die allgemeinen Ideen:

— Der Startzustand ist die Nerode-Klasse, die A enthilt.

— Die akzeptierenden Zustinde sind die Nerode-Klassen, die nur Worte aus L enthalten.

— »Ist man in einer Nerode-Klassen N(w)« und liest ein Zeichen x, so kommt man zu der
Nerodeklasse N (wx).

Von den Nerode-Klassen zu einem Automaten.

Definition
Sei L C X* eine Sprache mit endlichem Index. Seien Ny, ..
Wir definieren einen pra My = (£, 0, qo,Qq, 6) wie folgt:

. Q={Ny,....N,}.

go = N(A) ist Nerode-Klasse des leeren Wortes.
Q= {N;i|N; CL}.

6(Ni,x) = N(wx), wobei w € N; beliebig ist.

., N, die Nerode-Klassen von L.

ESI NI

Bei diesem Automaten sind die Zustdnde Nerode-Klassen — also unendlich grofse Men-
gen.

Jedoch gibt es nur endlich vielen Zustéinde, wie sich das fiir einen endlichen Automaten
gehort.

Wem das mit den unendlichen Mengen als Zustdnden zu unheimlich ist, der denkt ein-
fach nicht dariiber nach, was in einem N; alles drinsteckt.

Die Funktion & ist aufgrund von Lemma 9-14 wohldefiniert.

Charakterisierung der Regularitat tiber den Index.

Satz: Myhill-Nerode
Eine Sprache L ist genau dann reguldr, wenn sie einen endlichen Index hat.

Beweis. Wir zeigen zwei Richtungen.' Habe zunichst L endlichen Index. Wir behaupten,
dass fiir den pra M}, von Definition 9-17 gilt, dass L(M) = L.” Dies sieht man so:* Liest
M, ein Wort w, so endet er offenbar genau in dem Zustand, der die Nerode-Klasse ist, die w
enthélt. Dieser Zustand ist somit genau dann akzeptierend, wenn w € L gilt.

Fiir die zweite Richtung sei L reguldr. Dann existiert ein pra M mit L(M) = L nach Satz 7-
22." Fiir einen Zustand ¢ von M sei W, = {w € * | §*(qo,w) = ¢} die Menge aller Wor-
te, die den Automaten vom Startzustand zu ¢ iiberfiihren.” Dann sind je zwei Worte in W,
rechtsédquivalent.®

Jede Nerode-Klasse N von L ist nun gerade die Vereinigung aller W,, die Worte aus N
enthalten:” Enthilt N ein Wort aus einem W, so auch alle anderen, da es ja alle zu diesem
Wort rechtséiquivalenten Worte enthilt.

Wir halten fest: Jede Nerode-Klasse von L ist die Vereinigung von geeigneten W,,. Folglich
kann es auch nicht mehr Nerode-Klassen geben, als M Zustidnde hat. Folglich ist der Index
von L tatséchlich endlich. O

Kommentare zum Beweis
' Rezept »zwei Richtungen«

2 Ganz schon viele L's hier.

3 Ausnahmsweise mal nicht gemaB dem
Rezept »Korrektheit von Automaten«

4 Jetzt kommt eine entscheidende
Definition.

>Der Zusatz »aller Worte, die. . . « ist
eigentlich Gberflissig, Redundanz
schadet aber in Beweisen nie.

6Sehen Sie, warum die Worte dquivalent
sind?

7 Jetzt kommt eine Begriindung fiir diese
Behauptung

9-16
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9.2 Anwendungen

9.2 Anwendungen
9.2.1 Minimierung von Automaten

Die Idee der »Minimierung von Automaten.

— Invielen Situationen ist es niitzlich, moglichst kleine Automaten zu haben, die Sprachen
akzeptieren.

— Dabei bedeutet »klein«, dass die Automaten wenige Zustdinde haben.

— Implementiert man einen Automaten, so wichst die Programmlédnge proportional zur
Anzahl der Zustinde. Deshalb ist weniger mehr.

Definition: Minimaler Automat
Ein Automat heifit minimal, wenn es keinen dquivalenten Automaten mit weniger Zustinden
gibt.

Die Anzahl der Zustéande eines minimalen Automaten ist gleich dem Index.

Satz
Sei L eine Sprache mit Index i € N. Dann hat der minimale Automat fiir L genau i Zustdnde.

Beweis. Im Beweis des Satzes von Myhill-Nerode wurde gezeigt, dass der Index einer Spra-
che immer hochstens so grof} ist wie die Anzahl der Zustinde eines Automaten, der die
Sprache akzeptiert. Andererseits hat der Automat M, genau i Zusténde. O

Bemerkungen:

— Es ist nicht sonderlich schwierig, einen gegebenen Automaten in einen minimalen um-
zuwandeln.

— Die wesentliche Idee ist, fiir je zwei Zustinde ¢ und ¢’ herauszufinden, ob W, und Wy
Teil derselbe Nerode-Klassen sind und sie in diesem Fall zu verschmelzen.

9.2.2 Nachweis der Nichtregularitat

Beweisrezept: Nichtregularitcit mit Nerode-Klassen

Ziel
Man will beweisen, dass eine Sprache L nicht reguldir ist.

Rezept

1. Beginne mit »Wir zeigen, dass L unendliche viele Nerode-Klassen hat.«

2. Fahre fort mit »Sei X = {...}. Offenbar ist X unendlich. Wir zeigen, dass keine zwei
Worte in X rechtséquivalent sind.«

3. Gib dann fiir je zwei x,y € X ein Wort w € £* an, so dass xw € L und yw ¢ L (oder
umgekehrt).

Ein einfaches Beispiel.
Satz

Die Sprache {a"b" | n > 1} ist nicht reguldr.

Beweis. Wir zeigen, dass L unendlich viele Nerode-Klassen hat. Sei X = {a" | n > 1}. Of-
fenbar ist X unendlich. Wir zeigen, dass keine zwei Worte in X rechtsdquivalent sind. Seien
x=d" und y = @™ mit n # m. Dann gilt fiir w = b", dass xw € L aber yw ¢ L. O
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Worte heillen rechtsdquivalent, wenn sie bei Verldngerung immer entweder beide in der
Sprache sind oder beide nicht in der Sprache sind.

2. Eine Nerode-Klasse enthilt alle Worte, die zu einem gegebenen Wort rechtsiquivalent
sind.

3. Der Index einer Sprache ist die Anzahl seiner Nerode-Klassen.

4. Der Index einer Sprache ist gleichzeitig die Anzahl der Zustinde eines minimalen Au-
tomaten fiir die Sprache.

5. Sprachen mit unendlichem Index sind nicht regulér.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 2.1.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 9.1 Nerode-Klassen, mittel
Bestimmen Sie Nerode-Klassen fiir folgende Sprachen:
1. Ly = {d"b"d"™ | n,m € N}
2. Ly ={we€ {a,b}* | (jw|]a — |w|p) mod3 = 0}
3. Ly = {w € £* | w enthiilt eine ungerade Anzahl von Nullen}
4. Ly ={wnw |we {0,1}*}.

Ubung 9.2 Beweise iiber Nerodeklassen, mittel

Beweisen Sie mit Hilfe der Nerode-Klassen, dass L = {a"b"¢" | n € N} nicht regulir ist.

Ubung 9.3 Nerode-Klassen, mittel

Geben Sie Nerode-Klassen zu folgenden Sprachen an.
1. Ly ={d"b" |neN}
2. Ly ={w € {0,1}* | w enthilt den Teilstring 01011}
3. Ly={ww™ |we{0,1}*}

Ubung 9.4 Beweise liber Nerodeklassen, mittel
Beweisen Sie mit Hilfe der Nerode-Klassen, dass L = {0"1"0" |n > 1,m e N}U{1"0" | n,m > 1}
nicht reguldr ist.
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Kapitel 10

Kontextfreie Grammatiken

Autor Wikimedia-User Fanghong, Creative Commons Attribution Sharealike
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Die Sprachen, die von Grammatiken, deren Regeln immer genau ein Nonterminal auf der
Seite, die links von dem Pfeil, der zwischen den Worten, die die Regelseiten gemil3 der
Sprachregelung, die in dem Skript, das Sie gerade, wo auch immer der Ort, an den Sie
diese Tatigkeit gerade ausiiben, sein mag, lesen, genutzt wird, genannt werden, steht, haben,
erzeugt werden, sind verschachtelt.

Menschen mogen vor Nebensatzkaskaden kapitulieren — Computer hingegen halten sie fiir
eine vollig normale Art der Kommunikation. Sétze, die jeder Lektor einem Schriftsteller
gnadenlos »geradeziehen« wiirde, werden von Computern geniisslich nach ihrer Struktur
durchforstet und dies ist bei den wichtigsten Texten, die Computer so lesen miissen, auch bit-
ter notig: Programmtexte sind in Ascit gegossene Nebensatzkathedralen. Damit Menschen
iiberhaupt eine kleine Chance haben, der Struktur eines Programmtextes zu folgen, hat sich
als sehr niitzlich herausgestellt, mit Einriickungen zu arbeiten, um anzudeuten, was wozu
gehort. Bekanntermaf3en sind dem Compiler Thre Einriickungen ziemlich schnurz, fiir ihn
ist

for (int 1 = 3; i < n; i+=2) { for (int j = 3; Jjxj <= 1i;

j+=2) if (i % j == 0) break; if (Jjxj > i) System.out.println(i); }

ein vollig klares Programm. Thnen auch?

Sprachen mit verschachtelten Worten begegnen einem in der Informatik auf Schritt und Tritt.
Wie schon erwihnt sind Programmtexte hochgradig verschachtelt, jedoch auch HTmL-Texte
und auch allgemein xmL-Texte, IATEX-Dokumente und viele mehr.

In diesem und dem folgenden Kapitel soll es um Grammatiken gehen, mit denen wir die-
se Art von Sprachen gut beschreiben konnen: kontextfreie Grammatiken. Die erste wich-
tige Erkenntnis betreffend kontextfreie Grammatiken ist, dass sie tatsdchlich mehr knnen
als reguldre Grammatiken. Dies ist nach den vorherigen Kapiteln ja eine eher erfrischende
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10.1 Einfiihrung

Feststellung, konnte man doch vielleicht den Eindruck gewinnen, Hauptaufgabe der Theore-
tischen Informatik sei es, moglichst viele unterschiedliche Methoden zu ersinnen, regulire
Sprachen zu beschreiben.

Ahnlich wie bei der Untersuchung von reguliren Sprachen werden wir zunichst untersu-
chen, was kontextfreie Sprachen so alles konnen oder nicht konnen. Wie man die deskripti-
ven Fahigkeiten kontextfreier Grammatiken praktisch einsetzen soll sei hier erstmal zweit-
rangig. Im néchsten Kapitel geht es dann genau um die praktische Frage, wie man einen
Parser fiir kontextfreie Sprachen bauen kann.

10.1 Einfihrung
10.1.1  Grammatiken fiir verschachtelte Sprachen

Kontextfreie Grammatiken beschreiben verschachtelte Sprachen.

— Mit reguldren Grammatiken konnen wir schon viele wichtige Sprachen beschreiben.
— Jedoch scheitern reguliare Grammatiken bei einfachen, aber trotzdem sehr wichtigen
Sprachen:

— Palindrome,
— arithmetische Ausdriicke (wie (3+4)-5),
— komplexere Sprachen wie HTML oder Java.

— Mit kontextfreien Sprachen lassen sich viel mehr Sprachen beschreiben.

Das wesentliche Neue an kontextfreien Sprachen
Mit kontextfreien Sprachen lassen sich Schachtelungen und Hierarchien beschreiben.

Zwei einfache Beispiele.

Beispiel
Die Grammatik
G:S—=(S+S)|(S-8)|(S=8)|(S/S)|N
N—=O|IM| - |IM
M—=OM|IM|---|IM|A

mit dem Terminalalphabet T = {0,1,...,9,+,—,-,/,(,)} erzeugt genau die arithmetischen
Ausdriicke wie ((3+40)/5).

Beispiel
Die Grammatik

G:S—0S0|1S1|1|0|A
erzeugt genau die Sprache PALINDROMES.

Verhaltnis von reguldren und kontextfreien Sprachen.

Satz
REG C CFL.

Beweis. Da jede reguldre Grammatik kontextfrei ist, gilt REG C CFL. Da die Sprache der
Palindrome kontextfrei ist, aber nicht regulidr nach Ubung 5.1, ist REG eine echte Teilmenge
von CFL. U

10-4
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10.2 Einflihrung

10.1.2 Praxisbeispiele

Kontextfreie Grammatiken in der Praxis
In der Praxis gibt es viele Notationen, wie man kontextfreie Grammatiken aufschreibt.

1. In erweiterter Backus-Naur-Form (EBNF).
2. Als xmL-Document-Type-Description (DTD).
3. In einer Ad-hoc-Syntax.

Die erweiterte Backus-Naur-Form.
Diese Syntax wurde von Niklaus Wirth eingefiihrt zur Beschreibung der Syntax von Pascal:

— Der Regelpfeil (»—«) wird durch : : = ersetzt.

— Terminale schreibt man in Anfiihrungszeichen.

— Man benutzt Bezeichner (wie Number oder TypeArgumentList) fiir Nontermina-
le.

— Man kann Worte in eckige Klammern setzen oder in geschweifte Klammern:

X :1:= ulvlw bedeutet X — uw | uvw
X = u{viw bedeutet X - u¥Yw
Y =Y | A

Beispiel: Typische Regel

Zahl ::= ["-"] ZifferAuRerNull {Ziffer} "o"

Document-Type-Description.

— Die Struktur von xmML-Dokumenten ldsst sich durch Document-Type-Descriptions (DTDS)
beschreiben.

— Dabei handelt es sich im Prinzip um Spezialfille kontextfreier Grammatiken.

— Die Syntax ist etwas gewohnungsbediirftig.

Beispiel: Typische Regeln in einem DTD

<!ELEMENT html (head, body)>

<!ELEMENT hr EMPTY>

<!ELEMENT div (#PCDATA | p | ul | ol | dl | table | pre |
hr | hl | h2 | h3 | h4d | h5 | hé6 |
blockquote | address | fieldset)x >

<!ELEMENT dl1 (dt | dd)+ >

Dies bedeutet grob:

G: Ny — <html>NpeaaNpoay</html>
Ny — <hr></hr>| <hr/>

Verschiedene Ad-hoc-Syntax-Formen.
Gerne werden »Ad-hoc-Notationen« fiir kontextfreie Grammatiken eingefiihrt. Hier zum
Beispiel die Notation in der Java-Sprachspezifikation:

Nonterminale werden kursiv gesetzt.

Die linke Regelseite kommt auf eine eigene Zeile.

Rechte Regelseiten kommen darunter, eingeriickt und auf je einer eigenen Zeile.
Der Index »opt« hat denselben Effekt wie die eckigen Klammern bei der EBNF.

Beispiel: Typische Regel
BasicForStatement:
for ( ; Expressionept ; ForUpdatecpt ) Statement
for ( ForInit; Expressionept ; ForUpdateogpt ) Statement
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10.2 Normalformen
10.2.1 Aquivalenz von Grammatiken

Eine Sprache -- viele Grammatiken
Ein und dieselbe Sprache kann durch viele Grammatiken erzeugt werden.

Definition
Grammatiken G| und G; heiBen dquivalent, wenn L(G) = L(G3).

— Genau wie bei Formeln kann man oft zu Grammatiken dquivalente finden, die besonders
einfach oder normal geformt oder einfach nur schoén sind.
— Solche Grammatiken nennt man dann in (einer bestimmten) Normalform.

10.2.2 Vorspiel: Reguldre Normalform

Die reguldre Normalform

Definition
Eine Grammatik heilt in regulirer Normalform, wenn alle Regeln von einer der folgenden
Arten sind:

1. X >amitX € Nund a € T oder
22X —a¥YmitX,YeNundaeT.

AuBerdem ist noch die A-Startregel erlaubt.

Satz
Zu jeder reguliiren Grammatik G gibt es eine ciquivalente Grammatik G’ in reguléirer Nor-
malform.

— Die Idee ist ganz einfach: Wandelt man einen pra fiir G in eine reguldre Grammatik
um, so erhdlt man automatisch eine Grammatik in regulérer Normalform (wenn man
sich etwas geschickt anstellt).

— Details sind im Skript beschrieben.

Beweis. Da L(G) C T regulir ist, gibt es einen bra M = (T, Q, g9, Qa,8) mit L(M) = L(G). Diesen
wandeln wir nun #hnlich wie in Satz 4-24 in eine Grammatik G' = (7’,N’,§’, P') mit L(G") = L(M)

um.'

T =T.
N =0.
s = qo.

Fiir §(¢,x) = ¢’ mit ¢’ ¢ Qq ist (g — xq’) € P'.
. Fiir 8(g,x) = ¢’ mit ¢’ € Qq sind (¢ — x¢’) € P' und (¢ — x) € P'.
6. Ist go akzeptierend, so fiigt man noch eine A-Startregel hinzu.

G W o

Die Grammatik ist offenbar in reguldrer Normalform und genau wie in Satz 4-24 zeigt man, dass
L(G') = L(M). Da L(M) = L(G), folgt L(G') = L(G). O

Kommentare zum Beweis

' Rezept »Konstruktiver Beweis«. Alternativ
kann man auch die Grammatik direkt
umwandeln. Der »Umweg« liber die DFAs
ist aber hier einfacher.
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10.2.3 Chomsky-Normalform

Die Chomsky-Normalform

Definition
Eine Grammatik heiflt in Chomsky-Normalform, wenn alle Regeln von einer der folgenden
Arten sind:

1. X >amitX € Nunda € T oder
2. X —=YZmitX,Y,Z€N.

AuBerdem ist noch die A-Startregel erlaubt.

Satz
Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine dquivalente Grammatik G’ in Chomsky-
Normalform.

Beweis. Der Beweis verlduft in drei Schritten, die in drei Lemmas bewiesen werden:

1. Man kann Regeln (auBler vielleicht der Startregel) der Form X — A entfernen.

2. Man kann Regeln der Form A — B mit A, B € N entfernen.

3. Man kann Regeln der Form A — w mit |w| > 2 in Regeln in Chomsky-Normalform
umwandeln. O

Die Idee hinter der Entfernung von A-Regeln.
Der erste Schritt auf dem Weg zur Chomsky-Normalform ist, Regeln der Art X — A loszu-
werden (diese sind ja nicht mehr erlaubt).

» Zur Diskussion

Wie werden wir die Regel X — A in folgender Grammatik los?

G:S—aXaXa
X —>A|bX

— Idee: Man ldsst die Regel X — A einfach weg.

— Dann lassen sich aber Worte nicht mehr ableiten, in deren Ableitung diese Regel ver-
wendet wurde.

— Der Trick ist, neue Regeln einzufiihren, bei denen diese Regelanwendung vorwegge-
nommen wurden.

Beispiel
Aus
G: S—0Y0Yo
Y > 1Y2| A
wird

G': S — 0YOYO | 00Y0 | 0Y00 | 000
Y = 1v2]12

Entfernung von A-Regeln.

Lemma
Sei G eine kontextfreie Grammatik und A ¢ L(G). Dann gibt es eine zu G dquivalente kon-
textfreie Grammatik G' ohne Regeln der Form X — A mit X € N.

Beweis. Sei G = (T,N,S,P). Die Grammatik G’ = (T,N, S, P") wird wie folgt gebildet:
1. Zunichst werden alle Regeln in P nach P’ iibernommen.
2. Dann fiigen wir nach folgender Vorschrift neue Regeln zu P’ hinzu, bis es nicht mehr
geht: Ist X — uYv eine Regel in P’ mit X,Y € Nund u,v € (NUT)* und gilt Y =7 A,
so fiigen wir die Regel X — uv zu P’ hinzu.
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3. Zum Schluss 16schen wir alle Regeln der Form X — A mit X € N aus P'.

Wir behaupten, dass L(G’) = L(G). Wir zeigen zwei Richtungen.

Istw € L(G’), so gibt es eine Ableitung S = wy =g wp = - - - =g w, = w. Dann gilt auch
S = w, da wir jeden Ableitungsschritt w; = g w;11 auch mit den Regeln von G durchfiihren
konnen: Wird in dem Schritt eine neue Regel X — uv angewandt, so konnen wir stattdessen
zunichst die alte Regel X — uYv anwenden. Danach kénnen wir wegenY =& A dasY wieder
»loswerden«. Insgesamt hat dies denselben Effekt, als hitten wir gleich die Regel X — uv
angewandt. Folglich gilt w € L(G).

Fiir die zweite Richtung sei w € L(G). Dann gilt S = w. Wir wandeln diese Ableitung
wie folgt um: Wenn in der Ableitung eine Regel X — uYv angewandt wird und spéter das
entstandene Y (eventuell in vielen Schritten) zu A abgeleitet wird, so ersetzen wir die Regel-
anwendung durch X — uv und streichen alle Regelanwendungen, die sich auf das Y beziehen.
Dies wiederholen wir so lange, bis es nicht mehr moglich ist. Dann wird in der entstandenen
Ableitung

1. keine Regel der Form X — A benutzt und
2. alle neu benutzten Regeln der Form X — uv sind Elemente von P’.

Also gilt § =7, w. O

Die Idee hinter der Entfernung von Ersetzungsregeln.
Der zweite Schritt auf dem Weg zur Chomsky-Normalform ist, Regeln der Art X — Y
loszuwerden (diese sind ja auch nicht mehr erlaubt).

Zur Diskussion
Wie werden wir die Regel X — Y in folgender Grammatik los?

G: S —aXbXc X—Y|b
Y—>Z Z—cX

Die Idee ist sehr dhnlich zu den A-Regeln:

— Man ldsst die Regel X — Y einfach weg.

— Dann lassen sich aber Worte nicht mehr ableiten, in deren Ableitung diese Regel ver-
wendet wurde.

— Der Trick ist wieder, neue Regeln einzufiihren, bei denen diese Regelanwendung vor-
weggenommen wurden.

Beispiel
Aus
G: S —aXbXc X—Y|b
Y—Z Z—cX
wird
G': S — aXbXc|aZbXc|aXbZc | aZbZc X —b
Z—cX|cZ

Lemma

Sei G eine kontextfreie Grammatik. Dann gibt es eine zu G dquivalente kontextfreie Gram-
matik G' ohne Regeln der Form X — Y mit X,Y € N.

Beweis. Der Beweis ist analog zu der Ersetzung von A-Regeln mit folgender Modifikation:

— Statt X — uYv durch X — uv zu ersetzen im Fall Y =* A,
— ersetzen wir X — uYv durch X — uZvimFall Y =* Z. O

10-16
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10-17 Das Aufbrechungslemma.

P Lemma

Sei G eine kontextfreie Grammatik ohne Regeln der Form X — A oder X —Y mit X,Y € N.
Dann gibt es eine zu G dquivalente Grammatik G' in Chomsky-Normalform.

Beweis. Wir beweisen dies in zwei Schritten:
1. Wir ersetzen Regeln der Form X — w mit |w| > 3 durch folgende Folge von Regeln:

X = w[l]X;
X = w2]X,

Xjw|—2 = wllw| = 1]w[|w]]

Hierbei sind die X; neue Nonterminale.
2. Wir ersetzen Regeln der Form X — ab mit a,b € T durch

X —-AB
A—a
B—b

wobei A und B wieder neuer Nonterminale sind. Ahnlich verfihrt man mit Regeln der
Form X — aB oder X — Abmita,b € T und A,B € N.

Die Korrektheit zeigt man dann durch Induktion. O

10-18 Ein Beispiel: Umwandlung einer Grammatik in Chomsky-Normalform

. Die Ausgangsgrammatik.

. Entfernung der A-Regel durch »Vorwegnahme« ihrer Anwendung.

. Entfernung der Regel S — S durch »Vorwegnahme« ihrer Anwendung.
. Aufbrechen von zu langen Regeln.

. Ersetzen von Terminalen durch Nonterminale.

v A W N =

Gy:S—0S0|1S1|S|A
Gy:S—A|S

S'—05'0]18'1]00] 118
Gy:S—>A|S

S' 0801510011
Gy:S—A|S

S'—0A|1B|00] 11

A— S0

B—S'1
Gs:S—A|S

S' — NA | EB|NN | EE

A— SN

B—SE

N—=0

E—1
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10.3 Grenzen kontextfreier Sprachen

Grenzen kontextfreier Grammatiken.

— Anders als reguldre Grammatiken kann man sich bei kontextfreien Grammatiken »etwas

merken«.

Beispielsweise kann man dafiir sorgen, dass die Anzahl a’s am Anfang gleich der An-

zahl b’s am Ende ist.

Jedoch werden wir gleich sehen, dass sich auch nicht jede Sprache erzeugen lasst.

— Wir werden dies mithilfe eines neuen Pumping-Lemmas beweisen, treffend das Pump-
ing-Lemma fiir kontextfreie Sprachen genannt.

Voriiberlegung: Der Syntaxbaum.

P Definition: Syntaxbaum
Sei G eine Grammatik in Chomsky-Normalform. Sei S =w; = --- = w, = w eine Ablei-
tung. Den Syntaxbaum dieser Ableitung erhilt man wie folgt:

1. Zunédchst besteht der Baum nur aus einem Wurzelknoten, markiert mit dem Startsym-
bol.

2. Wenn eine Regel X — YZ angewandt wird in der Ableitung, werden an dem zu X ge-
horigen Blattknoten zwei Kinder angefiigt, die mit ¥ und Z markiert werden.

3. Wenn eine Regel X — a angewandt wird in der Ableitung, wird an X ein einziges mit
a markiertes Blatt angefiigt.

Beispiel
Aus

S = AS = ASS = 0SS = 0ASS = 0AS1 = 00S1 = 0011

Eine alte Idee: in langen Worten kann man Teile aufpumpen.
Sei G eine kontextfreie Grammatik und L = L(G).

- SeiS="w.

— Wenn w nur lang genug ist, dann miissen einige Nonterminale in der Ableitung sehr
héiufig vorkommen.

— Insbesondere muss irgendwann mal im Syntaxbaum ein Nonterminal A auftauchen, so
unterhalb des Knotens A wieder auftaucht. Dann gilt

— zunidchst S =* xAz,
— dann A =* aAb und schliellich
- A=y
Dabei ist A € N und x,y,z,a,b € (NUT)*.
— Dann kann aber auch »noch einmal« die Ableitung A =* aAb »hineinschmuggeln«:
A =" aAb =" aaAbb.
— Das kann man beliebig oft machen.
— Also kann man beliebig Worte der Bauart xa’yb'z ableiten.

10-19
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Kommentare zum Beweis

" Man beachte, dass n recht groB sein muss.

2Rezept »All-Aussagenc

3 Jetzt wird zerlegt.

“#Das miisste man jetzt eigentlich beweisen,
»Beweis durch Bild« geht normalerweise
nicht.

5 Hier wird gepumpt.

10-23
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10.3.1 Der Satz und sein Beweis

Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen.

Satz
Sei L kontextfrei. Dann

— existiert eine Wortlinge n € N, so dass

— fiir alle Worte w € LNX2" gilt, es

— existiert eine Zerlegung w = xoaoyoboz mit |ab| > 1, so dass
— fiir alle i € N gilt

xoaioyobiozeL.

Bemerkungen:

— Der Satz ist sehr dhnlich zum Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen.
— Der einzige Unterschied ist, dass nicht nur an einer Stelle gepumpt wird (xy'z), sondern
an zwei Stellen synchron (xoa' oyobi o7).

Beweis. Sei L kontextfrei. Dann existiert eine Grammatik G in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L. Sein=2IN+1}

Sei nun w € LNX>" beliebig.” Sei T der Syntaxbaum der Ableitung S = w. Sei b das Blatt
von T maximaler Tiefe. Dann liegen auf dem Weg von der Wurzel von 7 zu b mindestens
|N|+ 1 Nonterminale. Insbesondere taucht ein Nonterminal A doppelt auf.’

Wir zerlegen w wie folgt:

.~

a b
y
Dann gilt:*
1. S=* xAz,
2. A=*aAb,
3. A=Yy,

wobei jeweils x,y,z,a,b € T* und |ab| > 1.
Dann gilt fiir jedes i, dass’
S =* xAz =* xaAbz =" xa’Ab*z =" ...

=" xa'Ab'z =* xa'yb'z.
Also gilt, wie behauptet, xa'ybiz € L. O

Folgerung aus dem Pumping-Lemma

— Genau wie beim Pumping-Lemma fiir reguldiire Sprachen interessiert uns eigentlich das
Lemma selber nicht.
— Vielmehr interessiert uns seine Kontraposition.
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Folgerung
Sei L eine Sprache, so dass

— fiir alle Wortldngen n € N

— existiert ein Wort w € LNX2", so dass

— fiir alle Zerlegungen w = xaybz mit |ab| > 1
— existiert ein i € N mit

xa'yb'z ¢ L.
Dann ist L nicht kontextfrei.

Beweisrezept: Kontextfreies Pumping-Lemma anwenden

Ziel
Man will beweisen, dass eine Sprache L nicht kontextfrei ist.

Rezept

1. Beginne mit »Wir zeigen die Behauptung durch die Kontraposition des Pumping-Lemmas. «

2. Fahre fort mit »Sei n beliebig.«

3. Fahre fort mit »Dann ist w = ... ein Element von L N X2".«, wobei natiirlich ». .. «
geeignet gewihlt sein muss.

. Fahre fort mit »Sei nun w = xaybz eine beliebige Zerlegung mit |ab| > 1.«

5. SchlieBe mit »Wihle nun i = ... « und argumentiere, dass xa'yb'z ¢ L.

N

Beispiel einer Anwendung der Folgerung.

Satz
Die Sprache {0"1"2" | n > 1} ist nicht kontextfrei.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch die Kontraposition des Pumping-Lemmas.' Sei
n beliebig. Dann ist w = 0”1"2" ein Element von LNX=". Sei nun w = xaybz eine beliebige
Zerlegung mit |ab| > 1.

Fiir i = 2 gilt nun, dass, egal wie die Zerlegung gewihlt war,” immer xa’yb*z ¢ L gilt. [

10.3.2 Die Charakterisierungen im Uberblick

Die Charakterisierungen im Uberblick
Sei L eine Sprache. Es gelten folgende Implikationen:

»L ist reguldr« <= »L hat endlichen Index«

»L ist regulir« = »L hat reguldre Pump-Eigenschaft«

»L hat nicht reguldre Pump-Eigenschaft« = »L ist nicht regulér«

»L ist kontextfrei« = »L hat kontextfreie Pump-Eigenschaft«

»L hat nicht kontextfreie Pump-Eigenschaft« = »L ist nicht kontextfrei«

vk wN =

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Kontextfreie Sprachen werden in der Praxis viel benutzt, was zu einer reichhaltigen
Syntaxvielfalt gefiihrt hat.

2. Kontextfreie Grammatiken beschreiben verschachtelte Strukturen und konnen echt mehr
als reguldre Grammatiken.

3. Auch kontextfreie Sprachen haben eine Pump-Eigenschaft — aber eine andere als regu-
lare.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 3.1.

10-24
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Kommentare zum Beweis
" Text aus dem Rezept
2Hier gibt es viele Falle, die jetzt nicht alle
aufgelistet werden.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 10.1  Nicht-Abgeschlossenheit unter Schnitt, mittel
Zeigen Sie, dass die Klasse der kontextfreien Sprachen nicht unter Schnitt abgeschlossen ist.
Tipp: Betrachten Sie {a"b"c™ | n,m > 0} und {a"b"c™ | n,m > 0}.

Ubung 10.2 Nicht-Abgeschlossenheit unter Komplement, leicht
Zeigen Sie, dass die Klasse der kontextfreien Sprachen nicht unter Komplement abgeschlossen ist.

Tipps: Sie diirfen Ubungen 3.4 und 10.1 benutzen. Sie diirfen benutzen, dass A UB = AN B. Fiihren
Sie einen Widerspruchsbeweis.
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Inhalte dieses Kapitels
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verstehen

3. Aquivalenz zu kontextfreien Grammatiken kennen
4. Konzept der deterministisch kontextfreien

Grammatik verstehen 11
11.2.3 Michtigkeit

Nachdem im letzten Kapitel die prinzipielle Fahigkeiten, aber auch die prinzipiellen Gren-
zen von kontextfreien Sprachen ausgelotet wurden, soll es nun um die praktische Frage ge-
hen, wie das Parsing fiir kontextfreie Sprache funktioniert.

Die erste beruhigende Erkenntnis ist, dass es iiberhaupt prinzipiell méoglich ist, jede belie-
bige kontextfreie Sprache zu parsen. Tatsdchlich ist die Lage noch um einiges erfreulicher:
Mit Hilfe des cyk-Algorithmus lisst sich sogar vergleichsweise effizient tiberpriifen, ob und
wenn ja wie sich ein Wort aus einer gegebenen kontextfreien Grammatik erzeugen lasst.

Leider ist der cyk-Algorithmus nur »vergleichsweise« effizient. Es kommt darauf an, wo-
mit man ihn vergleicht. Im Vergleich zu Algorithmen fiir die Travelling Salesperson Pro-
blem oder fiir saT ist der cyk-Algorithmus tatséchlich rasend schnell. Verglichen mit einem
Such- oder Sortiertalgorithmus hingegen gleicht der cyk-Algorithmus eher ein Weinberg-
schnecke: Er hat eine Laufzeit von grob O(n*) bei Wortern der Léinge n. Ist nun das »Wort,
das vom Parser verarbeitet werden soll, ein Programmtext, so kann n schnell mal in der
GroBenordnung einer Million liegen. In solch einem Fall ist O(n?) leider keine akzeptable
Laufzeit mehr; niemand mochte ca. 30 Jahre darauf warten, dass ein Compiler die Meldung
»Semicolon expected in line 123456« produziert (eine, nebenbei bemerkt, besonders perfide
Fehlermeldung, da der Compiler ja ganz genau weil3, was das Problem ist, und auch, wie
man es 16sen konnte — er tut es nur einfach nicht).

Eine zweite Idee ist, eine dhnliche Methodik wie bei reguldren Grammatiken anzuwenden.
Dort haben wir auch ausgehend von den Grammatiken ein Maschinenmodell entworfen (die
endlichen Automaten), mit deren Hilfe wir dann die reguléren Sprachen sehr effizient ver-
arbeiten konnten. Zu den kontextfreien Grammatiken gibt es auch ein passendes Maschi-
nenmodell: Kellerautomaten (englisch Push-Down-Automata, ppas). Genau wie normale
Automaten verarbeiten auch ppas ihre Eingaben sehr effizient. Allerdings passt das Mo-
dell auch nicht perfekt: Nicht je kontextfreie Sprache lésst sich von einem deterministischen
PDA akzeptieren. Es ist deshalb in der Praxis recht wichtig, sich auf solche Grammatiken zu
beschrinken, wo dies dann doch mdglich ist.

11.2 Kellerautomaten
11.2.1 Syntax . .. ...
11.2.2 Semantik . ... ... ... ... ....

11.24 Deterministisch kontextfreie Sprachen
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11.1 Der CYK-Algorithmus

11.1  Der CYK-Algorithmus
11.1.1 Dieldee

Eine typische Situation und ein einfaches Ziel.
Ausgangssituation

— Eine kontextfreie Grammatik G (zum Beispiel fiir HTML) ist fest vorgegeben.
— Fiir verschiedene Eingabeworte w € £* wollen wir herausfinden, ob w € L(G) gilt.

Die zentrale Idee beim CYK-Algorithmus

— Wir versuchen nicht, direkt eine Ableitungskette zu finden.
— Vielmehr werden wir fiir immer grofiere Teilworte herausfinden, aus welchen Nonter-
minalen sich diese ableiten lassen.

Die Idee der Wortblocke.
Folgende Grammatik erzeugt gerade {ww™" | w € {0,1}=!}:

G:S— NA|EB|NN |EE
A — SN B — SE
N—0 E—1

Sei nun w = 0011011001.

— Wie betrachten Teilworte von w.

— Zum Beispiel betrachten wir w[3]w[4]w[5] = 110.

— Aus welchen Nonterminalen ldsst sich 110 ableiten? (Richtige Antwort: nur A, ndmlich
iiber A = SN = EEN =" 110).

Zur Ubung
Geben Sie fiir folgende Teilworte an, aus welchen Nonterminalen sie sich ableiten lassen:

Nonterminale, die Wortteile erzeugen.

Definition

Sei G = (T,N, S, P) eine kontextfreie Grammatik und w € T* ein Wort. Die Menge N; j C N
enthilt alle Nonterminale, aus denen sich das Teilwort von w ableiten lisst, das zwischen
der i-ten und der j-ten Stelle liegt:

Nij={XeN|X=;wliw[i+1]---w[j]}.

Die zentrale Idee: Wie man Wortblocke vereinigt.

— Nehmen wir an, wir haben fiir alle Teilworte von w, aber nicht fiir w als Ganzes her-
ausgefunden, aus welchen Nonterminalen sich diese Teilworte ableiten lassen.

— Nun wollen wir herausfinden, aus welchen Nonterminalen sich w als Ganzes ableiten
ldsst.

Idee
Ein Wort w lésst sich aus einem Nonterminal X ableiten genau dann, wenn entweder

— w einfach ein einziges Zeichen ist und X — w eine Regel in P ist oder
— X — YZ eine Regel ist und sich w in zwei Teile u und v zerlegen ldsst (also w = uv), so
dass sich u aus Y ableiten ldsst und v aus Z.
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Die Idee der Wortzerlegung.
Betrachten wir nochmal
G:S— NA|EB|NN |EE
A — SN B — SE
N—0 E—1

Sei nun w = 101101. Dann gilt:

— Wir konnen w in zwei Teile zerlegen, nimlich in

— u=1und
- v=01101,
so dass

— sich u aus E ableiten lasst und
— sich v aus B ableiten ldsst (iiber B = SE = NAE = NSNE = NEENE =" 01101).

Da es die Regel S — EB gibt, folgt, dass sich w aus S ableiten lasst.

11.1.2 Der Algorithmus

Die Idee hinter dem Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami.

Ausgangspunkt ist eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform.

— Weiter sei ein Wort gegeben.

Zunichst bestimmt man fiir jeden einzelnen Buchstaben, aus welchen Nonterminalen
dieser produziert werden kann.

Dann berechnet man fiir jedes Teilwort der Léiinge 2, aus welchen Nonterminalen dieses
produziert werden kann.

Dann berechnet man fiir jedes Teilwort der Léiinge 3, aus welchen Nonterminalen dieses
produziert werden kann.

Entsprechend fiahrt man fort, bis man berechnet hat, aus welchen Nonterminalen w pro-
duziert werden kann.

— Ist S bei der letzten Menge dabei, dann ldsst sich w ableiten, sonst eben nicht.

Die Grundbegriffe des CYK-Algorithmus etwas formaler.

Definition: Splits einer Regel

Sei X — YZ eine Regel der Grammatik G, sei w ein Wort und seien i und j Indizes. Ein
Split des Wortes w fiir die Regel X — YZ und i und j ist eine Stelle k mit i < k < j, so dass
Y €ENjyund Z € Niyy .

Lemma

Sei G eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform und sei w ein Wort und i und j
seien Indizes. Dann gilt X € N; ; genau dann, wenn es einen Split von w fiir eine Regel
X — YZ aus G und die Indizes i und j gibt.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen. O

Beispiel des CYK-Algorithmus in Aktion.

G:S— NA|EB|NN |EE
A — SN B — SE
N—0 E—1

Sei w = 0110. Dann sind die Werte von N; ; gerade:

i= j=1 j=2 j=3 j=4

:1 {N} 0 0 {8}
2 {E} {8t {4}
3 {E} 0
4

{N}
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11-12 @, Zur Ubung
Fiihren Sie den cyk-Algorithmus fiir folgende Grammatik durch, indem Sie die Tabelle
fiillen:

G:S—AB|CD
A—=0
B—1
C— AB
D — BA

Sei w = 0110. Dann sind die Werte von N; ; gerade:

i= j=1 j=2 j=3 j=4

1 {A}

2 {B}

3 {B}

4 {A}
11-13 Der CYK-Algorithmus

1 input Grammatik G = (T,N, S, P) in Chomsky-Normalform
2 inputw € T* mit |w|=n
3

4 // Erstmal alles leer

s for1<i<j<ndo Nij+0

6

7 // Initialisiere N;;

8 fori<—1tondo N;;<+{X|(X—wli])eP}
9

10 for < 1tondo

11 // Berechne N ; fiir alle Teilworte der Linge ¢
12 fori<1ton—/{do

13 j i+t

14 // Gehe alle moglichen Regeln durch:

15 foreach (X —YZ) € Pdo

16 // Gehe alle moglichen Splits durch:
17 Jork<ito j—1do

18 ify GNi’k/\ZGN]H.]’j then

19 Ni7j<—Ni’jU{X}

20

21 if S € Ny, then return »w € L(G)« else return »w ¢ L(G)«

11-14 Satz iber den CYK-Algorithmus

> Satz
Der cyk-Algorithmus ist korrekt. Seine Laufzeit ist O(|w|> - |P|).

Kommentare zum Beweis
" Das bedeutet, dass der Autor keine Lust Beweis. Die Korrektheit sollte aus den Voriiberlegungen klar sein.'

hatte, einen Bewels aufzuschreiben. Die Abschiitzung der Laufzeit ergibt sich unmittelbar daraus, dass es vier verschachtelte
For-Schleifen gibt, wobei die ersten drei maximal je |w| oft durchlaufen werden, die letzte
genau |P| Mal. O
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11.2 Kellerautomaten

Die Idee hinter Kellerautomaten.

— Der cyk-Algorithmus ist in der Praxis viel zu langsam.

— Soll ein Automat eine kontextfreie Sprache parsen, geht man zunichst wie bei der Um-
wandlung von reguldren Grammatiken in NFAS vor.

— Bei einer Regel wie R — aXb ergeht es dem Automaten dann aber in etwa so:

‘Wohl an, hier bin ich nun im Zustand R.
Es kommt ein a. Welch’ Freud’,

habe ich doch die Regel hierfiir.

Hinweg mit dem a, der neue Zustand fein
das X soll’s sein.

Aber, ach, welch’ Gram!

das b — merken soll ich’s mir.

(leise) Was tun? Was tun?

— Die Losung: Der Automat bekommt noch einen Keller (englisch Stack), auf dem er sich
merken kann, was er spiter wieder lesen muss.

11.2.1  Syntax

Syntax eines Kellerautomaten

— Ein Kellerautomat hat neben der Eingabe noch einen Keller.

— In jedem Schritt liest er neben einem Eingabezeichen zusditzlich auch noch das oberste
Zeichen von Keller.

— Dann kann er drei mogliche Dinge machen:

— Er entfernt das oberste Zeichen vom Keller (»Pop«).
— Er dndert den Stack nicht (»Idle«).
— Er packt ein weiteres Zeichen oben auf den Keller (»Push«).

Deterministische und Nichtdeterministische Kellerautomaten.

P Definition: Deterministische Kellerautomaten
Ein deterministischer Kellerautomat (englisch deterministic push-down automaton, bPDA)
besteht aus

— einem Eingabealphabet ¥,

— einem Kelleralphabet I" mit J € T,

— einer endlichen Menge Q von Zustdinden,

— einem Startzustand qo € Q,

— einer Menge O, C Q von akzeptierenden Zustinden und

— einer Zustandsiibergangsfunktion

o: 0 X x X r —
\ , ~— ~—
alter Zustand  Eingabesymbol  oberstes Kellersymbol

Q0  x({pop,idle} U{push(x) | x e T\ {O0}}).
~—

neuer Zustand was mit dem Stack passiert

P Definition: Nichtdeterminitische Kellerautomaten
Ein nichtdeterministischer Kellerautomat mit A-Ubergingen (NPDA) ist genauso definiert
wie ein DPDA, nur ist die Zustandsiibergangsfunktion ersetzt durch eine Zustandsiibergangs-
relation:

AC (Ox(ZU{a})xT)
x (Q x ({pop,idle} U{push(x) | x € T\ {{0}})).
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Beispiel eines Kellerautomaten

a/0/ push(0 )
a/0/ push(0) b/0/pop

G b/0/idle 8
start —

— Bei einem Kellerautomaten muss man in jedem Zustand zu jedem gelesenen Zustand
auch noch angeben, was das oberstes Stacksymbol sein soll und was mit dem Stack
passieren soll.

x/s/a
— Formal bedeutet @L dass ((¢,x,s),(q’,a)) € A gilt.

11.2.2 Semantik

Konfigurationen von Kellerautomaten.

P Definition: Konfiguration eines Kellerautomaten

Eine Konfiguration eines Kellerautomaten ist ein Element der Menge O x X* x I'*. Die Anf-
gangskonfiguration fiir ein Eingabewort w ist (go, w, ).

Bemerkungen:
— Zur Erinnerung: Eine Konfiguration ist ein Schnappschuss einer Berechnung.
— In einer Konfiguration (g, w, k) ist
— g der aktuelle Zustand des Automaten,
— w der noch zu lesende Rest der Eingabe,
— kst der Keller, wobei das erste Zeichen des Kellers »oben« ist und »ganz unten«
anfianglich »[« steht.

Berechnungsschritt

P Definition

Sei M ein NpDA und seien (g, xw,sr) und (¢’,w,s'r) zwei Konfigurationen mit x € XU {1},
weX*, selund s, r eI Dann gilt (g,w,sr) F (¢',w,s'r), wenn

= ((¢.x,5),(¢',pop)) € Aund s = A,

- ((g.x,s),(¢',idle)) € Aund s’ = s oder

~ ((.x,5),(¢',push(y))) € Aund 5" =ys.

P Definition

Die Begriffe akzeptierende Berechnung, akzeptiertes Wort und akzeptierte Sprache sind wie
iiblich definiert.

Beispiel einer Berechnung

a/0/ push(0)
a/0/push(0) b/0/pop

b/0/idle
start —

Dann gilt:

(qa>aabb,0) Fpy (qa,abb,00])

-t (ga, bb,000])
(qp,b,0000)
m (g»,A,000)

Fum

Somit wiirde aabb akzeptiert.

& Zur Ubung

1. Wie lautet L(M)?
2. Geben Sie einen Kellerautomaten fiir die Sprache der Palindrome an.
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11.2.3  Machtigkeit

Kellerautomaten akzeptieren genau die kontextfreien Sprachen.

Satz
Eine Sprache L ist genau dann kontextfrei, wenn sie von einem (eventuell nichtdeterministi-
schen) Kellerautomaten akzeptiert wird.

Idee
Wir zeigen zwei Richtungen. Die Ideen fiir die erste Richtung:

1. Sei L kontextfrei. Dann gibt es eine kontextfreie Grammatik G fiir L.

2. Verfahre nun wie bei der Umwandlung von reguldren Grammatiken in NFas.

3. Jedoch: Benutze den Keller, um zu merken, welche Zeichen am Ende »noch kommen
miissen«.

Die Ideen fiir die zweite Richtung:

1. Sei M ein Kellerautomat.
2. Die Nonterminale der gesuchten Grammatik entsprechen Berechnungsketten.

Beweis. Wir zeigen zwei Richtungen. Fiir die erste Richtung sei L eine kontextfreie Sprache. Dann
gibt es eine kontextfreie Grammatik G = (T, N, S, P) mit L = L(G). Wir diirfen annehmen,' dass G in
Chomsky-Normalform ist.
Wir bauen einen nichtdeterministischen Kellerautomaten wie folgt: Das Eingabealphabet ist 7. Das
Kelleralphabet ist N. Die Zustandsmenge lautet wie folgt:

— Es gibt den Startzustand gy.

— Es gibt einen speziellen Zustand g4, genannt der Dispatcher-Zustand.

— Fiir jede Regel X — YZ gibt es je zwei Hilfszustinde.

— SchlieBlich gibt es noch einen speziellen, akzeptierenden Zustand ¢ .

Die Zustandsiibergidnge von M sind wie folgt:

.. A /0/push(S
— Es gibt den Ubergang @ /2 ) .
— Fiir jede Regel X — x mit x € T gibt es den Ubergang x/X/pop .
— Fiir jede Regel X — YZ mit den Hilfszustinden g und ¢’ gibt es die Ubergiinge

A/

X/ pop
2T/ push(2)
A/Z/push (

Dabei steht I' bei einem Ubergang dafiir, dass hier jedes beliebiges Zeichen stehen darf.

N A/0/idle
— SchlieBlich gibt es noch den Ubergang .

Aufgrund der Definitionen iiberzeugt man sich leicht, dass (gq,xw,Xs) F (g4, w,s) genau dann gilt,
wenn X — x eine Regel in P ist. Ahnlich iiberzeugt man sich leicht, dass (gq,w,Xs) F* (qq,w,YZs),
wobei in der Berechnung nur am Anfang und am Ende g4 betreten wird, genau dann gilt, wenn X — YZ
eine Regel in P ist.

Wir behaupten, dass L(M) = L gilt. Sei zunichst w € L. Dann gibt es eine Linksableitung S = w| =
-+ = wp = w (also eine Ableitung, bei der immer das am weitesten links stehende Nonterminal er-
setzt wird). Jedes w; ldsst sich zerlegen in w; = u;v; mit u; € T* und v; € N * 2 Der Automat kann
dann w wie folgt akzeptieren: Er wechselt zunichst nach g4. Damit erreicht der die Konfiguration
(ga,w,80) = (qq,w[|ug |+ 1]...w[|w|],v{0O). Nun zeigt man durch Induktion iiber i, dass er fiir jedes
i die Konfiguration (gq, w[|u;| +1]...w[|w]|],v;0) erreichen kann:

— Wird beim Schritt u;v; = u; vy die Regel X — x angewandt, dann muss u; | gerade auf x en-

Kommentare zum Beweis

" Man braucht die Chomsky-Normalform
hier nicht unbedingt, es macht den Beweis
aber etwas einfacher.

2Dies liegt daran, dass G in Chomsky-
Normalform ist.

den und v; mit X beginnen. Also gilt (g, w[|ui|+1]... w[|w[],vi0) = (gg,xw[|uis1]|+ 1] ... w]|w|],Xvi110).

Dann ist aber klar, dass nun (gq, w[|uj+1|+1]...w[|w|],vi+10) in einem Schritt erreichbar ist.
— Wird die Regel X — YZ angewandt, so iliberlegt man sich dhnlich, dass v; = Xvund v;1| =YZv
gilt und dann
(ga,wllui| +1]...wlw|],viO) = (gq, w[|lui| + 1] ... w[|w|], XvO)
F* (qq,wljui| +1]...w[|w|],YZvD)
= (qa,wlluir [+ 1] wl[wl],vi10).
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Hieraus folgt, dass der Automat die Konfiguration (g4, 4,0) erreichen kann und damit auch den ak-
zeptierenden Zustand.
Fiir die zweite Richtung sei nun ein beliebiges w € L(M) gegeben. Dann gibt es eine akzeptierende
Berechnung fiir w. Aufgrund des Aufbaus des Automaten muss diese im ersten Schritt das Symbol
S in den Keller schreiben. Weiter muss am Ende der Berechnung der Stack leer sein und das Wort
komplett gelesen sein. Im Hauptteil der Berechnung muss der Automat immer wieder den Zustand gq
durchschreiten. Bei jedem Durchschreiten sei jeweils u; das bereits gelesene Wort und v; der Stackin-
halt (ohne [J). Dann zeigt man dhnlich wie bei der ersten Beweisrichtung, dass u;v; = u;1v;4+ fiir
alle i gilt. Daraus ergibt sich aber mit u; = A und v{ = S und u; = w und v{ = A, dass § =" w gilt.
Wir zeigen nun noch, dass jede von einem Kellerautomaten akzeptierte Sprache kontextfrei ist. Sei
dazu M = (£,T',0,40,0Qu,A) ein NpDA. Falls notig, modifizieren wir den Automaten (durch Einfiigen
von geeigneten A-Schritten und Schleifen), so dass

1. es nur einen akzeptierenden Zustand ¢, gibt, also Qs = {ga4}, und

2. der Stack immer leer ist, wenn ein Wort akzeptiert wird.
Die Grammatik G = (£,N, S, P) ist dann wie folgt gebaut. Der Menge N = Q x I x Q liegt folgende
Idee zugrunde: Aus einem Nonterminal (g,x,q’) lassen sich alle Worte erzeugen, die den Automaten
im Zustand g gestartet und dem Stack x in den Zustand ¢’ iiberfiihren mit leerem Stack. Als Startsymbol
nehmen wir (go,, ga). Als Regeln nehmen wir:

— Fiir ((g,x,¢),(¢',pop)) € Amitx € ZU{A} gibtes die Regel (¢,c,q") — x.

- Fiir ((¢g,x,¢),(q’,idle)) € A mit x € ZU{A} gibt es fiir jedes 4" € Q die Regel (¢,c,q") —

x(q',c.q").
~ Fiir ((¢,x,¢), (¢',push(d))) € Amitx € ZU{A} gibtes fiir jedes ¢, ¢""" € Q die Regel (¢,¢,q""") —
x(q’,dﬂ”)(q",c,q"’).
Man zeigt nun durch Induktion iiber die Linge von Berechnungen, dass fiir alle w € £* und alle
c €T und alle ¢,¢4" € Q gilt: (q,w,c) F* (¢',A,A) <= (¢,¢,q’) =* w. Da nun (go,,44) das
Startsymbol ist und der Automat nur mit leerem Stack akzeptiert, erhalten wir, dass (g, J,qa) ="
w < (qo,w,0) F* (ga,A,A). Letzteres ist aber dquivalent zu w € L(M). Also gilt L(G) = L(M).
O

11.2.4 Deterministisch kontextfreie Sprachen

Parsing in der Praxis.

— Wie schon erwihnt, ist der cyk-Algorithmus in der Praxis zu langsam.
Kellerautomaten konnen kontextfreie Grammatiken viel schneller parsen.

Leider braucht man fiir manche kontextfreie Sprachen tatséchlich nichtdeterministische
Kellerautomaten.

Es ist also nicht der Fall, dass es zu jedem NPDA einen dquivalenten pppa gibt.

Viel schoner ist es natiirlich, wenn sich eine kontextfreie Sprache durch einen determi-
nistischen Kellerautomaten akzeptieren lasst.

Definition: Deterministisch kontextfreie Sprachen

Eine Sprache hei3t deterministisch kontextfrei, wenn es einen deterministischen Kellerau-
tomaten gibt, der sie akzeptiert. Die Klasse der deterministisch kontextfreien Sprachen be-
zeichnen wir mit DCFL.

Beispiele deterministisch kontextfreier Sprachen.

Beispiel

— Die Sprache der Palindrome ist nicht deterministisch kontextfrei.
— Die Sprache {w2w™" | w € {0,1}*} C {0,1,2}* der Palindrome mit Trennsymbol ist
deterministisch kontextfrei.

— Programmiersprachen werden von ihrer Syntax her so gebaut, dass ihr Grundgeriist
deterministisch kontextfrei ist.

— Das Teilgebiet der Syntaxanalyse der Theoretischen Informatik beschiftigt sich der Fra-
ge, wie man solche Grundgeriiste geschickt beschreiben und bauen kann.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Der cyk-Algorithmus entscheidet fiir eine gegebene kontextfreie Grammatik G und ein
Wort w, ob w € L(G) gilt.

2. Ein Kellerautomat dhnelt einem endlichen Automaten, er hat aber noch einen Keller-
speicher (einen Stack) »dabei«.

3. Nichtdeterministische PpAs akzeptieren genau die kontextfreien Sprachen.

4. In der Praxis beschriankt man sich auf kontextfreie Sprachen, die von deterministischen
ppAs akzeptiert werden konnen.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 3.1 und 3.2.
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Was ist berechenbar?

Teil 1l

Was ist berechenbar?

Rechnen lernt man in der Schule. Insofern erscheint es erstaunlich, dass man sich in ho-
heren Semestern der Universitit in eher anspruchsvollen Vorlesungen ausfiihrlich dariiber
Gedanken macht, was »berechenbar« iiberhaupt bedeutet. Natiirlich konnte dies an der ge-
nerellen Tendenz der universitidren Forschung liegen, auch einfachsten Dingen in unglaub-
licher Akribie auf den Grund gehen zu wollen und, sobald dieser Grund erreicht ist, noch
Tiefbohrungen anzustellen. Beim Thema »Berechenbarkeit« liegt aber tatséchlich zunéchst
ein echtes Problem vor: Es ist »jedem klar«, was »berechenbar« bedeutet, aber definieren
kann man es nur schwer. Es ist in etwa so leicht wie bei »verliebt sein«, wo »jedem klar«
ist, was das bedeutet; versuchen Sie aber mal »verliebt sein« sauber zu definieren, ohne sich
dabei lacherlich zu machen. Wir werden also einige Energie darauf verwenden miissen, den
Begriff »berechenbar« definitorisch in den Griff zu bekommen.

Sobald geklirt ist, was berechenbar iiberhaupt bedeutet, ist es sicherlich eine der ureigenen
Aufgaben der Theoretischen Informatik zu kldren, welche Probleme dies prinzipiell sind.
Die Erfahrung der meisten Informatiker aus der Praxis ist, dass eigentlich jedes Problem
prinzipiell 16sbar ist — man nur gerade jetzt nicht geniigend Rechenzeit, Speicherplatz, Pro-
grammierer und Pizzas hat, um es bis nichsten Freitag zu 16sen. Die folgenden Zitate zeigen,
dass Informatikern anscheinend ein grenzenloses Vertrauen in die Wiege gelegt wird, dass
sie fiir jedes Problem auch ein passendes Programm schreiben konnen:

Aus Losungen von Schiilern zum 28. Bundeswettbewerb Informatik

»Eigentlich hatten wir hier keine Losungsidee. Wir haben einfach angefangen zu programmieren,
und dann hat alles seinen Lauf genommen. «

»Wir hatten Losungsideen mit Algorithmen und Ahnlichen, kamen aber zu dem Schluss, dass ein
einfaches Programm sinnvoller ist.«

Insofern ist schon ein erstaunliches Resultate der Theorie, dass es iiberhaupt nicht bere-
chenbare Probleme gibt. Das beriihmteste ist das Halteproblem, jedoch gibt es noch viele
weitere, die einem durchaus — wenn auch selten — in der Praxis iiber den Weg laufen konn-
ten. Es sei erwihnt, dass es natiirlich auch eher pragmatische Arten und Weisen gibt, mit
Endlosschleifen umzugehen:

Aus Losungen von Schiilern zum 28. Bundeswettbewerb Informatik

»Die While-Schleife ist eine Endlosschleife. Allerdings wird, wenn die letzte Zahl eingelesen
wurde, eine Exception ausgelost, durch die dann die Schleife abgebrochen wird.«

Entscheidend fiir diesen Teil der Skriptes ist, dass es wirklich nur um prinzipielle Berechen-
barkeit geht. Ob ein Problem auch praktisch schnell genug gelost werden kann, werden wir
erst in Teil IV untersuchen.
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Kapitel 12

Maschinen I: Die Turingmaschine

»A man provided with paper, pencil, and rubber, and subject
to strict discipline, is in effect a universal machine.«

Lernziele dieses Kapitels

u A W N =

Sprachen kennen 12.2.1 Turings Ideen

12.3 Sprachklassen

Der britische Premierminister Gordon Brown verkiindete im September 2009:

So on behalf of the British government, and all those who live freely thanks to Alan’s work I am
very proud to say: we’re sorry, you deserved so much better.

Den Grund fiir diese Entschuldigung ergibt sich aus der Biographie, von der die englische
Wikipedia folgendes zu berichten weif3:

Aus en.wikipedia.org/wiki/Alan_Turing, 2009

Alan Mathison Turing, [...] (23 June 1912 — 7 June 1954), was an English mathematician, lo-
gician, cryptanalyst, and computer scientist. He was influential in the development of computer
science and providing a formalisation of the concept of the algorithm and computation with the
Turing machine. [...] His Turing test was a significant and characteristically provocative contri-
bution to the debate regarding artificial intelligence.

During the Second World War, Turing worked for the Government Code and Cypher School
at Bletchley Park, Britain’s codebreaking centre. For a time he was head of Hut 8, the section
responsible for German naval cryptanalysis. He devised a number of techniques for breaking
German ciphers, including the method of the bombe, an electromechanical machine that could
find settings for the Enigma machine. After the war he worked at the National Physical Laboratory,
where he created one of the first designs for a stored-program computer, the ACE.

Towards the end of his life Turing became interested in chemistry. He wrote a paper on the che-
mical basis of morphogenesis, and he predicted oscillating chemical reactions such as the Belou-
sov—Zhabotinsky reaction, which were first observed in the 1960s.

Turing’s homosexuality resulted in a criminal prosecution in 1952 — homosexual acts were illegal
in the United Kingdom at that time — and he accepted treatment with female hormones, chemical
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12.2 Die Turing-Maschine

castration, as an alternative to prison. He died in 1954, several weeks before his 42nd birthday,
from an apparently self-administered cyanide poisoning, although his mother (and some others)
considered his death to be accidental.

12.1 Einleitung
12.1.1 Was bedeutet »berechenbar«?

Hilberts grof3e Vision.

Um 1900 erschien dem groen Mathematiker David Hilbert die Zeit reif, eine Vision
zu verwirklichen.

Sein Ziel war es, nicht mehr fiir jeden mathematischen Satz miihselig einen Beweis zu
ergriibeln.

Vielmehr wollte er den Beweis einfach »berechnen«.

Gesucht war also eine Art »Verfahren«, bei dem man mit dem Satz begann und dann
den Beweis als Resultat erhielt (oder einen Beweis fiir das Gegenteil).

Das Problem
Es war nicht so klar, welche elementaren Schritt bei solch einem Verfahren erlaubt werden
konnten.

— Ein Schritt wie »schreibe den Satz einmal auf ein Blatt, gefolgt von seiner zweiten
Hilfte« wire sicherlich zugelassen.
— Ein Schritt wie »schreibe den Beweis des Satzes auf ein Blatt« hingegen wohl kaum.

12.1.2 Historischer Ruickblick

Historischer Ruickblick

Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts entwickelten Mathematiker Formalismen, um
den Begriff der »Berechenbarkeit zu beschreiben«.

Wie bei Mathematikern iiblich, waren diese Modell nur fiir Mathematiker verstcindlich.
— Es war vollig unklar, ob eines der vorgeschlagenen Modelle tatscchlich den Begrift der
Berechenbarkeit adidquat fasste.

Die Arbeit 1936 von Alan Turing war anders: Hier wurde erstmalig ein maschinenba-
siertes Modell vorgeschlagen.

Hinterher zeigte sich, dass bestimmte vorher bekannte mathematische Modelle gerade
so viel konnen wie die Turingmaschine.

Mehr dazu in Kapitel 17.

12.2 Die Turing-Maschine
12.2.1  Turings Ideen

Turing machte alles anders in seiner Definition

State of the Art vor Turing Turings Ideen

— Komplexe, undurchsichtige mathemati- — Minimalistisches mathematisches Mo-
sche Kalkiile dell einer Maschine

— Begriindet wurden die Kalkiile da- — Eine Argumentation, dass alle iiber-
durch, dass sie »bei vielen Beispielen haupt denkbaren Berechnungen durch
funktionierten« das Modell abgedeckt werden

— Rechnen mit Zahlen — Rechnen mit Zeichenketten

— Grenzen der Michtigkeit der Kalkiile — Grenzen der Berechenbarkeit (recht)

unklar leicht beweisbar
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Turings Ziel
Turing wollte formal fassen, »wie ein Mathematiker eine sehr lange Berechnung durchfiihren
wiirde«:

Ausgangspunkt
Eine »Berechnung« auch bedeutet, einen formalen Beweis (sieche die Vorlesung »Logik fiir
Informatiker«) zu iiberpriifen. Der Mathematiker hat dazu

einen beliebig grofien Stapel an Karopapier,
einen unerschopflichen Bleistift,

einen unerschopflichen Radiergummi und
eine eiserne Disziplin.

Ein Turings Worten:

»A man provided with paper, pencil, and rubber, and subject to strict discipline, is in effect a
universal machine.«

Turings erste Idee: Endlich vielen Symbole pro Zelle

Turings Ideen

Der Mathematiker mag gute Augen haben,...

...jedoch passen in ein Késtchen nur endlich viele unterschiedliche Symbole.

Es niitzt dem Mathematiker auch nichts, Symbole »iiber mehrere Késtchen zu stre-
cken«,. ..

— ...denn das entspricht einfach mehreren Symbolen in mehreren Kistchen.

Formalisierung

— Es gibt ein Bandalphabet. Wie jedes Alphabet ist dieses endlich.
— Die Symbole stehen in Kistchen, formal (Speicher-)Zellen genannt.

Turings zweite Idee: Zellen auf einem Band

Turings Idee

— Die Zellen mogen auf einem zweidimensionalen »Blatt« verteilt sein,. ..

— ...bei einer sehr langen Rechnung muss man aber so oder so »blittern«.

— Da kann man die zweidimensionalen Blitter gleich weglassen und nur ein Band benut-
zen.

Formalisierung

Die Zellen werden in eindimensionalen Béndern angeordnet.

Formal ist ein Band eine Funktion¢: Z — I

Prinzipiell sind Binder »unendlich lang, sie sind aber bis auf einen endlichen Anteil
leer.

Dieser endliche Anteil ist damit einfach ein Wort tiber dem Bandalphabet.

Turings dritte Idee: Diskrete Zeitschritte

Turings Idee
Der Mathematiker kann nicht »unendlich schnell« arbeiten.

Formalisierung
Die Berechnung verliuft in diskreten Schritten.

113
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12-11 Turings vierte Idee: Der Schreib-Lese-Kopf

Turings Idee

— Waihrend der Mathematiker arbeitet, hat er immer nur ein Blatt »aktuell vor sich«.
— Will er ein anderes Blatt anschauen, so muss er sich zunédchst dorthin »durchblittern«.

Formalisierung

— Fiir ein Band gibt es einen »Schreib-Lese-Kopf«.

— Dies ist einfach ein Index einer Bandposition.

— In jedem Berechnungsschritt kann sich der Kopf bewegen, aber nur eine Zelle vor oder
zuriick.

12-12 Turings fiinfte Idee: Die endlich vielen Geisteszustande

Turings Idee

— Wihrend der Mathematiker arbeitet, ist sein Gehirn immer in einem »Geisteszustand«.
Beispiel: Ich muss jetzt den aktuellen Beweis iiberpriifen.
Beispiel: Ich suche nach der schlieBenden Klammer.

— Turing argumentiert, es géibe zwar viele, aber eben nur endlich viele Geisteszustidnde.

Formalisierung
Es gibt eine endliche Menge Q von Zustdnden.

12.2.2 Syntax

1213 Zur Vielfalt der Syntaxvarianten der Turingmaschine.

— Das Konzept der Turingmaschine ist sehr wandelbar (man kann viele Varianten be-
trachten) und robust (die Varianten konnen alle dasselbe).

— In der Theoretischen Informatik werden hunderte unterschiedliche Definitionen und
Arten von Turingmaschinen benutzt.

— Die Grundideen sind immer dieselben.

— Die nachfolgende Definition ist ziemlich allgemein, aber lingst nicht die allgemeinste
maogliche.

12-14 Eine Schritt-fir-Schritt Definition der Syntax.

P> Definition: Maschinen-Alphabete
Ein Bandalphabet T ist ein Alphabet, das das Blanksymbol [J enthdlt und wenigstens ein
weiteres Symbol. Ein Eingabealphabet ¥ ist eine Teilmenge von I, die [] nicht enthiilt.

» Definition: Bander, Schranke
Ein Band ist eine Sequenz von Symbolen, die beidseitig unendlich ist. Ein Schrank enthélt
eine endliche Anzahl von Bidndern. Formal ist ein Band eine Funktion 7: Z — I" und ein
Schrank ist ein Tupel (71,...,#) von Béndern.

P Definition: Kopf
Ein Kopf ist eine Position auf einem Band, also eine ganze Zahl.

P Definition: Zustande
Ein Zustand ist im Prinzip ein Programmzéhler. Formal ist ein Zustand ein Element einer
endlichen Menge Q von Zustinden. Der Anfangszustand qq ist ein Element von Q. Die Menge
der akzeptierenden Zustinden Q, ist eine Teilmenge von Q.

P Definition: Kopf-Bewegungen
Wihrend einer Berechnung kann sich der Kopf bewegen. Es gibt drei erlaubte Bewegungen:
links, rechts und stehenbleiben. Diese werden durch drei Symbole angedeutet: {links, rechts, neutral }
oder {/,r,n} oder {—1,1,0}.
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P Definition: Programm
Ein Programm fiir h Kopfe ist eine partielle Funktion, die Paare von

— einem Zustand und
— einem A-Tupel von gelesenen Bandsymbolen

auf Tripel abbildet, bestehend aus

— einem neuen Zustand,
— einem A-Tupel von geschriebenen Bandsymbolen und
— einem h-Tupel von Kopf-Bewegungen.

Formal ist dies eine partielle Funktion

§: QXTI =5 Qx T x {1,r,n}".

» Notation
Wir stellen Programme als Graphen dar mit den Zustéinden als Knoten. Es gibt eine Kanten
von g nach ¢’ mit der Markierung a/b/c, falls 8(g,a) = (¢, b,¢).

P Definition: Deterministische Mehrband-Turing-Maschine
Eine k-Band-Turing-Maschine (k-pT™) besteht aus:

Einer endlichen Menge Q von Zusténden.

Einem Anfangszustand gg € Q.

Einer Menge Q, C Q von akzeptierenden Zustdnden.
Einem Bandalphabet I' mit (J € T".

Einem Eingabealphabet X C T mit (0 ¢ T.

Einer Anzahl k an Béndern.

Einem Programm ¢ fiir k Kopfe.

» Notation
Wir stellen Turing-Maschinen durch ihre Programme dar. Der Initialzustand ist durch einen
Pfeil angedeutet, akzeptierende Zustinde durch Doppelkreise.

Beispiel einer einfachen Turing-Maschine. 12-15

Beispiel: Eine ganz einfache Maschine

Die Zustandsmenge sei Q = {qo,q1 }
Der Initial-Zustand sei gg.

Das Bandalphabet sei I' = {0, 1,0}.
Das Eingabeaphabet sei £ = {0, 1}.
Die Anzahl der Bénder sei 1.

Das Programm sei

0/0/r
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12.2.3 Semantik

Eine Schritt-flir-Schritt Definition der Semantik.

B Definition: Konfigurationen
Eine Konfiguration einer Turingmaschine M ist ein Tupel, bestehend aus
— dem aktuellen Zustand q € Q,
— dem aktuellen Schrank an Béndern und
— den aktuellen Kopfpositionen.
Formal ist dies also ein Element von Q x [Z — ['* x Zk. Hierbei ist [Z — I'] die Menge aller
Funktionent: Z — T

» Notation
Ein Band mit einem Kopf schreiben wir wie folgt auf:

1. Wir beginnen mit Piinktchen.

2. Dann schreiben wir alle Symbole vor der Kopfposition auf, beginnend mit der ersten
Stelle, die nicht [ ist, oder einer fritheren Stelle.

3. Dann schreiben wir das spezielle Dreiecks-Symbol hin, das kein Element des Bandal-
phabets ist, sondern nur eine Markierung.

4. Dann kommen alle folgenden Symbole, mindestens bis zum letzten, das nicht [ ist.

5. Wir enden mit Piinktchen.

Beispiel: Ein Band mit dem Kopf auf der ersten 1
---[J0J0022002120000200J11010203 - - -

P Definition: Berechnungsschritt
Eine Konfiguration C = (q,11,...,4,h1,..., k) hat die Nachfolgekonfiguration C' = (q',1],
<otk k), geschrieben C -y, C, falls:
— Sei 0; das Symbol an Position 4; des Bandes f;, also o; = t;(h;).

- Sei 6(q,01,...,00) = (¢',0],...,00,my,...,my).
— Dann ist
~ fulp), falls j# R,
ﬁ(])=={’, '
o;, sonst.
—1, fallsm; =1,
hi=hi+< 1, fallsm;=r,
0, falls m; = n.

P Definition: Anfangskonfiguration
Die Anfangskonfiguration Cipi(w) einer Maschine M fiir ein Wort w € £* lautet:
— Der Zustand ist gg.
- n@@) =wlifirie{l,...,|w}.
— Alle anderen Zellen sind mit [J gefiillt.
— Alle Kopfe sind auf Position 1.

P Definition: Endkonfigurationen und akzeptierende Konfigurationen
Eine Endkonfiguration ist eine Konfiguration ohne Nachfolgekonfiguration (dies ist der Fall,
wenn die partielle Funktion & fiir die gelesenen Symbole undefiniert ist). Eine Endkonfigu-
ration heiflt akzeptierend, wenn ihr Zustand ein Element von Q,, ist.

2 Zur Ubung
Bei welchen Worten erreicht die Maschine eine Endkonfiguration? Bei welchen eine akzep-
tierende? Das Eingabealphabet ist £ = {0,1}.

0/0/r

start — @

1/0/1

0/0/n



12 Maschinen I: Die Turingmaschine

12.2 Die Turing-Maschine

P Definition: Akzeptierte Sprache
Sei M eine Turingmaschine. Wir sagen, M akzeptiert ein Wort w € X*, falls eine akzeptie-
rende Endkonfiguration C existiert mit Cipis(w) 3, C. Die von M akzeptierte Sprache L(M)
ist die Menge aller von M akzeptierten Worte.

»

Zur Ubung
Welche Sprache akzeptiert die folgende Maschine? Das Eingabealphabet ist £ = {0,1}.

®/6)/0) 0/6)/0)
660 X
1 V 1

()/G)/0)

start —>( 40

@)/@)/G) @

@)/0)/()

12.2.4 Korrektheitsbeweise

¢ P Beweisrezept: Korrektheitsbeweis fiir DTMs

Ziel
Man will beweisen, dass eine bT™ M eine Sprache L akzeptiert.

Rezept
Zeige zwei Richtungen:

1. Beginne mit »Sei w € L beliebig.« Gib die Folge von Konfigurationen an, die M bei
Eingabe w durchlduft. Ende mit »Also gilt Ciyi(w) F* C, wobei C eine akzeptierende
Endkonfiguration ist. Somit gilt L C L(M)«.

2. Beginne mit»Sei w € L(M) beliebig.« Fahre fort mit »Dann gilt Cipie(w) =C - - = C,,
wobei C, eine akzeptierende Endkonfiguration ist.« Argumentiere dann, dass w € L gilt.
Ende mit »Also gilt w € L und somit L(M) C L«.

Kurzes Beispiel eines Korrektheitsbeweises.

» Satz
Sei M folgende Turingmaschine:

&)/@/¢) (0)/(0)/ (D)

)/ 3/ () /@70

start —>( 40
Dann gilt L(M) ={0"1" |n > 1}.

Beweis. Wir zeigen zwei Richtungen. Sei zundchst w = 01" mit n > 1. Dann akzeptiert M
dieses Wort durch folgende Berechnung:'

(o, 0" o)

F(go,---000" 11" oopO )

F (go,---000""21" .. ...0060- - )
F* (qo,---0">1" - - 0" --)
I—(ql’...O"Dl"...7...On_l[>0|:|...)
F(q1,~~~0”1>1"’1~~~,~~0"’2i>OOD-~)
(g1, 0"1"s0- -+, -p00"0- )
F(ga,--- 010+ 000 ).

Fiir die andere Richtung sei w € L(M). Damit M ein Wort akzeptiert, muss die Berechnung

in g» enden. Da die Berechnung in gg begann, muss sie zunéchst eine Weile dort geblieben
sein, dann nach g; gewechselt sein, um dann in ¢; zu enden.” Wihrend die Berechnung in
qo verweilt, werden alle Oen auf das zweite Band kopiert.” Dann muss eine 1 kommen in w.
Damit ¢, erreicht wird, diirfen

117
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Kommentare zum Beweis

' Wir geben die Konfigurationsfolge einfach
direkt an.

2 Analyse der Berechnung

3Dies miisste man eigentlich durch
Induktion zeigen. Macht aber kein
Mensch.
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1. nur noch len kommen und
2. fiir jede 1 muss eine 0 auf dem zweiten Band stehen.

* Folglich gilt w = 0"1" mit n > 1 und folglich w € L. O

12.3 Sprachklassen
12.3.1 Aufzahlbare Sprachen

Merkwirdige Namen.

Definition: Akzeptierbare Sprachen
Die Klasse aller von deterministischen Turingmaschinen akzeptierten Sprachen hat verschie-
dene Namen:

Klasse der akzeptierbaren Sprachen

Klasse der semientscheidbaren Sprachen
Klasse der rekursive aufzihlbaren Sprachen
RE (von englisch recursively enumerable).

Diese Namen, insbesondere die Bezeichnung RE, ist historisch gewachsen und nicht sonder-
lich einleuchtend.

12.3.2 Entscheidbare Sprachen
Ein Problem bei Turing-Maschinen.

— Eine Turing-Maschine kann bei einer Eingabe in eine Endlosschleife geraten.

— Das war auch schon bei 2-Wege-Automaten der Fall, wo es aber nicht sonderlich pro-
blematisch war.

— Bei Turing-Maschinen macht es aber einen Unterschied, ob man solche Endlosschleifen
zuldsst oder nicht:

Definition: Totale Maschinen
Eine Turing-Maschine heift fotal, wenn sie bei jeder Eingabe frither oder spéter anhilt.
(Wenn es also keine unendlich langen Berechnungsfolgen gibt).

Definition: Entscheidbare Sprachen
Die Klasse REC enthilt alle Sprachen, die von fotalen Turing-Maschinen akzeptiert werden.
Man nennt solche Sprachen entscheidbar oder rekursiv.

Beweisrezept: Entscheidbarkeit beweisen

Ziel
Man will beweisen, dass eine Sprache L entscheidbar ist.

Rezept

1. Konstruiere eine Turing-Maschine M.

2. Beweise dann, dass L(M) = L gilt (Beweisrezept »Korrektheit von pT™Ms«)

3. Beweise dann, dass M bei jeder Eingabe anhilt. Gib dazu zu jeder Eingabe an, wie die
Berechnung aussieht und in welcher Endkonfiguration sie endet (die Endkonfiguration
braucht nicht akzeptierend sein).
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Turing-Maschinen wurden eingefiihrt, um das Vorgehen eines Mathematikers wéhrend
einer Berechnung zu modellieren.

2. Sie verfiigen iiber eine feste Anzahl Binder, auf denen je ein Kopf sich bewegt, der dort
lesen und schreiben kann.

3. Die Klasse RE enthiilt alle von Turing-Maschinen akzeptierbaren Sprachen.

4. Die Klasse REC enthiilt alle von fotalen Turing-Maschinen akzeptierbaren Sprachen.

Zum Weiterlesen

[1] Alan M. Turing, On Computable Numbers With an Application to the Entscheidungs-
problem, Proceedings of the London Mathematical Society, 42(2):230-265, 1936

Dies ist die Originalarbeit, in der Turing seine Turing-Maschine einfiihrt (die er natiirlich nicht so
nennt; es ist sehr unfein, den eigenen Namen in einer solchen Weise zu benutzen — dies iiberldsst
man den Leuten, die einen zitieren). In diesem Artikel

1. fegt Turing durch seine maschinenbasierte Definition der »Berechenbarkeit« iltere, alter-
native Definitionsversuche hinweg und
2. pulversiert durch seinen Beweis, dass das Halteproblem unentscheidbar ist, das gesamte
groBe Hilbert’sche Programm — immerhin das zentrale Projekt der Mathematikerzunft seit
Anfang des Jahrhunderts.
Unterm Strich war dieses, sein erstes Paper kein schlechter akademischer Einstieg.
Dieser Artikel ist online verfiigbar, beispielsweise beim History of Computing Project. Sie soll-
ten auch Turings zweiten beriihmten Artikel, Computing Machinery and Intelligence, nicht ver-
passen, wo er den Turing-Test vorschlégt.

[2] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 4.1, 4.2, 4.3.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 12.1  Turing-Maschine fiir die Sprache der Palindrome, mittel

Es sei L={ww™" |w e {0,1}*} gegeben.

. Konstruieren Sie eine 2-Band ptMm, die L akzeptiert.

. Konstruieren Sie eine 1-Band ptwm, die L akzeptiert.

. Wie viele Rechenschritte machen Ihre Turingmaschinen bei Worten 0" mit n € N?
. Geben Sie einen formalen Beweis fiir die Korrektheit IThrer 2-Band bt an.

AW =

Ubung 12.2  1-Band DTM implementieren, mittel

Sie sollen in dieser Aufgabe eine 1-Band DTM implementieren, indem Sie die Methode isAccepted
vervollstindigen. Als Abgabe wird ein ausfiihrbares Programm mit Testeingaben und Testldufen auf
Testeingaben erwartet.

class Transitionf{

int symbol;
// symbol ist das ASCII Zeichen welches im Rechenschritt geschrieben wird

int state;
// state ist der eingenommene Zustand

int direction;
// -1 = Kopfbewegung nach links, 0 = neutral, 1 = Kopfbewegung nach
rechts
}
class TuringMachine {

// Sigma ist einfach gleich ASCII

int sizeOfQ;
// Q ist die Menge {0,...,sizeOfQ-1}

12-23
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Ubungen zu diesem Kapitel

Transition [][] delta;
// deltal[q] [x] ist gerade delta (g, x)

int g O;
// Startzustand

boolean [] Q_a;
// Q_a[i] ist genau dann wahr, wenn i \in Q_a

boolean isAccepted (String s) {
// Ihr Code!
}

Ubung 12.3  Turing-Maschine konstruieren, mittel
Es sei L= {a"b"c" | n € N} gegeben.
1. Konstruieren Sie eine 2-Band prw fiir L.

2. Konstruieren Sie eine 1-Band ptw™, die L akzeptiert.
3. Geben Sie einen formalen Beweis fiir die 2-Band Turingmaschine an..

Ubung 12.4 Binaraddition, mittel

Es sei die Sprache L = {bin(i)#bin(j)#bin(i+ j) | i, j > 0} gegeben. Geben Sie eine p™ an, welche
diese Sprache entscheidet.

Ubung 12.5 Bindrsubtraktion, mittel

Es sei die Sprache L = {bin(i)#bin(j)#bin(i — j) | i > j > 0} gegeben. Geben Sie eine pT™ an, welche
diese Sprache entscheidet.
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Kapitel 13
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Eine akzeptierende Berechnungen gentigt immernoch zur
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Wozu wurden in Kapitel 6 eigentlich nichtdeterministische endliche Automaten eingefiihrt?
Wenn man sich das Kapitel nochmal durchliest, so wird dort wortreich erklért, dass Nichtde-
terminismus ganz toll und wichtig sei — ein wirklich schlagendes Beispiel sucht man verge-
bens. Schlimmer noch: Es wird gleich gezeigt, dass man den Nichtdeterminismus gar nicht
braucht, da er auch nicht mehr kann als die deterministischen Automaten! Er sieht verdach-
tig nach »Viel Larm um nichts« aus; einem Thema, dem sich Shakespeare zwar ausfiihrlich
widmete, das deshalb aber fiir ein nichtgeisteswissenschaftliches Studium zunéchst von ge-
ringer Relevanz erscheint.

Man muss schon weiterlesen, um die Wichtigkeit von nichtdeterministischen endlichen Au-
tomaten zu entdecken: Erst im Beweis von Satz 7-22, und dort auch nur im Kleingedruckten,
werden diese Automaten gebraucht, um Ableitungen mittels reguldrer Grammatiken durch
endliche Automaten nachzuvollziehen. Mit anderen Worten: Das ganzes Konzept des nicht-
deterministischen Automaten wurde eigentlich nur eingefiihrt, um ein Detailproblem in ei-
nem Beweis eines bestimmten Satzes zu 16sen. Sollten Sie zu den Lesern gehoren, denen
Beweise sowieso unsympathisch sind, so werden Sie sicherlich spétestens jetzt dem Konzept
des Nichtdeterminismus die Daseinsberechtigung absprechen.

In diesem Kapitel geht es nun um nichtdeterministische Turing-Maschinen. Dabei liegt die
Sachlage dhnlich wie bei endlichen Automaten: So richtig brauchen tut man diese Maschinen
praktisch nicht. Wieder sind sie aber aus Sicht der Theorie sehr wichtig — wodurch sie in einer
Veranstaltung mit dem Titel »Theoretische Informatik« wohl doch eine Daseinsberechtigung
haben.
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13.1 Nichtdeterministische Turing-Maschinen

13.1  Nichtdeterministische Turing-Maschinen
13.1.1 Idee

Maschinen, die sich nicht entscheiden konnen.

— Jede Art von endlichen Automaten (normale, 2-Wege-Automaten, Kellerautomaten)
gibt es als deterministische und als nichtdeterministische Variante.
— Zur Erinnerung:

— Bei einem nichtdeterministischen Automaten kann es zu einem Zustand und einem
gelesenen Zeichen mehrere mogliche Nachfolgezustinde geben.

Diese sind dann alle maoglich, ...

— ...wodurch es viele mégliche Berechnungen gibt.

Akzeptiert wird ein Wort, wenn es wenigstens eine akzeptierende Berechnung
gibt.

— Dieselben Ideen konnen wir auf Turing-Maschinen iibertragen:

Bei einer nichtdeterministischen Turing-Maschine kann es zu einem Zustand und
gelesenen Zeichen mehrere mogliche Nachfolgezustdnde geben.

Diese sind dann alle moglich, ...

— ...wodurch es viele mégliche Berechnungen gibt.

Akzeptiert wird ein Wort, wenn es wenigstens eine akzeptierende Berechnung
gibt.

Nichtdeterministische Turing-Maschinen sind nicht realistisch.

— Genau wie man NFAS nicht »bauen« kann, kann man auch NTMS nicht »bauen«.

— Genau wie Nras nur in der Theorie gebraucht werden, werden auch NT™Ms nur in der
Theorie gebraucht.

— Genau wie NFas in der Theorie sehr wichtig sind, sind auch Nt™s in der Theorie sehr
wichtig.

13.1.2 Syntax

Syntax einer nichtdeterministischen Turing-Maschine.

P Definition: Nichtdeterministisches Programm
Ein nichtdeterministisches Programm fiir h Kopfe ist eine Relation A mit

AC(QxT") x (OxT" x {I,r,n}").

— Ein nichtdeterministisches Programm A ist formal fast genauso definiert wie ein (nor-
males, deterministisches) Programm, nur dass statt einer »partiellen Funktion« eine
»Relation« genutzt wird.

— Der einzige Unterschied ist somit, dass es zu einem Paar Zustand/Zeichen mehrere (oder
auch keine) mogliche Aktionen geben kann.

P Definition: Nichtdeterministische Turing-Maschine
Eine nichtdeterministische Turing-Maschine (NTM) ist genauso definiert wie eine pT™, nur
hat sie ein nichtdeterministisches Programm statt einem (normalen, deterministischen) Pro-
gramm.

Beispiel einer NTM.

0/0/r
0/0 0/
start —( 90 /o @ /B/m @

0/1/1

— Die Maschine ist im Zustand g( nichtdeterministisch.
— Wenn sie in diesem Zustand ist und eine O liest, gibt es drei Mdglichkeiten, wie die
Berechnung weitergehen kann:
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13.1 Nichtdeterministische Turing-Maschinen

— Die Maschine kann einen Schritt nach rechts gehen und in g bleiben.

— Die Maschine kann einen Schritt nach rechts gehen und nach g; wechseln.

— Die Maschine kann die O durch eine 1 ersetzen und einen Schritt nach links gehen
und in ¢g¢ bleiben.

— Alle diese Aktionen sind mdglich.

13.1.3 Semantik

Semantik einer NTM.

— Bei nTM™s sind die folgenden Begriffe genauso definiert wie bei pTwms:

Konfigurationen (ein Element von Q x [Z — ['F x ZF),

Anfangskonfiguration (Eingabewort fiillt die Zellen des ersten Bandes, alle ande-
ren Zellen auf allen Biandern sind mit [J gefiillt),

Endkonfigurationen (hat keine Nachfolgekonfiguration) und

akzeptierende Konfigurationen (Endkonfiguration mit einem Zustand aus Q,).

— Neu ist, dass es zu einer Konfiguration nun mehrere Nachfolgekonfigurationen geben
kann.

P Definition: Nachfolgekonfigurationen einer NTM
Sei M eine NT™. Seien C = (g, 11, ..., tx, hi, ..., ) und C' = (¢',1{,..., 1, K}, ..., hy) Konfi-
gurationen. Dann heiBt C’ eine Nachfolgekonfiguration von C, geschrieben C -y, C', falls
— esein Paar ((q,01,...,00),(¢',01,...,00,mi1,...,mg)) € A gibt, so dass
— 0; das Symbol an Position /; des Bandes ¢; ist, also 6; = #;(h;), und

o/,  sonst.

ti(Jj falls j # h;
t/(j):{l(.])v a S]?é (3]
-1,

hi=h+< 1, fallsm=r,

0, falls m; = n.

falls m; = [,

P Definition: Berechnung, akzeptierende Berechnung
Eine Berechnung bei Eingabe w einer NtM M ist eine Folge Cipii(w) = C by -+ Far Gy
Eine Berechnung heilit akzeptierend, wenn C, eine akzeptierende Konfiguration ist (also
eine Endkonfiguration mit einen Zustand aus Q).

P Definition: Akzeptiertes Wort, akzeptierte Sprache
Sei M eine NT™ und w € £* ein Wort. Dann akzeptiert M das Wort w, wenn es (wenigstens)
eine akzeptierende Berechnung bei Eingabe w gibt. Die Menge aller von M akzeptierten
Worte bezeichnen wir mit L(M).

13.1.4 Beispiele

Eine einfache Maschine.
0/0/r

Einige Beobachtungen:

Es gibt viele mogliche Berechnungen.

Es fiihrt aber immer nur hochstens eine zum akzeptierenden Zustand: Wenn man bei
der letzten O vor dem Ende nach g; wechselt.

AufBerdem diirfen in dem Wort nur Oen vorkommen.

Die Maschine akzeptiert also die Sprache L(M) = {0" | n > 1}.
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Zwei mogliche Berechnungen bei Eingabe 00010:

(g0, ---05000100- - ) F (g, - - 0000100 - )
F (g0, ---000501000- - - )
F(q1,---0000>1000- - - ).

(go, - -- 150001001 - - - ) = (g, - - - 0>001007 - - - )
F (q1,---00050100- - ).

Keine davon ist akzeptierend.

13-10 @ Zur Ubung
Geben Sie eine akzeptierende Berechnung zur Eingabe 1001 fiir eine der folgenden NTMs
(nach Schwierigkeit geordnet):

0/0/r
) start_)éz%o{ 1/1/r D 0/0/n @
1/1/r

3)/6)/C)

) (©)/(%)/
© start —( 40
@/@®)/
@/W/C)

Wie lautet jeweils L(M)?

13-11 Eine komplexere Maschine.

copy = {Xi#-- - #X,# | n > 2,X; € {0,1}=",
Ji3j (i #jAXi=X))}.
— Diese Sprache ist deterministisch schwieriger zu akzeptieren, nichtdeterministisch aber
recht einfach.
— Wir laufen von links nach rechts iiber das Wort. Am Anfang jedes X; gibt es eine nicht-
deterministische Entscheidung:
— Eine Berechnung iiberliest einfach X;.
— Eine andere Berechnung kopiert X; auf ein weiteres Band.
— Dann laufen wir noch weiter und entscheiden uns wieder am Anfang von jedem weiteren
Wort nichtdeterministisch:
— Eine Berechnung iiberliest X;.
— Eine andere Berechnung vergleicht X; mit dem Wort auf dem anderen Band.

(®)/(©)/G)

ﬁ ®)/®)/0)

&/ /GG
@)/6)/()
DG/ G

G/ @/E)/G)

(/)

@&/@/0y - ©)/6)/G)
(/) /()
(&)/E)/C)
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13.2 Umwandlung in deterministische Maschinen

Hierbei istx € {0, 1} beliebig. Ein Pfeil wie (%) /(%) /(") steht somit fiir zwei Pfeile (g) / (I%) /(0
und (2)/(5)/()-

13.1.5 Nichtdeterministisches Raten

Eine Maschine, die »nichtdeterministisch ein Wort rat«. 13-12

2, Zur Diskussion

&)/6)/0) /@) /()

/60 L @/E/0 @

start —( 490 %

&)/()/ () (/W70

— In welchen Zustinden verhilt sich die Maschine nichtdeterministisch?
— Welche Sprache akzeptiert die Maschine?

Was »nichtdeterministisches Raten« in Wirklichkeit bedeutet. 13-13

— Solange die Maschine in g¢ bleibt, kann sie immer neue Zeichen auf das zweite Band
schreiben.

Irgendwann ist sie aber damit fertig und wechselt nach ¢;.

Es gibt also fiir jedes mogliche Wort w € {0, 1}* eine Berechnung, so dass die Maschine
in g¢; ankommt und dieses Wort auf dem zweiten Band steht.

Keine dieser Berechnungen ist »besser« oder »besonders«; es werden auch nicht »beide
gleichzeitig« durchlaufen — es gibt einfach viele mogliche Berechnungen.

Trotzdem sagt man (eigentlich véllig félschlicher Weise), dass die Maschine »nichtde-
terministisch w rdt«.

Merke

»Nichtdeterministisches Raten eines Wortes « bedeutet in Wirklichkeit, dass es fiir jedes Wort
eine Berechnung gibt, bei der dieses Wort auf einem Arbeitsband steht, wenn ein bestimmter
Zustand erreicht wird.

13.2 Umwandlung in deterministische Maschinen
13.2.1 Dieldee

Nichtdeterminismus braucht man nicht. 13-14

— Bei NFAs hatten wir gezeigt, dass man sie immer in bras umwandeln kann (mittels
Power-Zustinden).

— Man kann auch jede NT™ in eine pTM umwandeln.

— Die Idee hinter dem Beweis ist aber eine andere, Power-Zustidnde niitzen einem nichts.

Idee zur Umwandlung von NTMs in DTMs

— Eine nT™ kann viele mégliche Berechnungen haben.

— Diese Berechnungen passieren nicht gleichzeitig oder nacheinander — sie sind einfach
alle moglich.

— Eine pT™ muss nun aber systematisch tiberpriifen, ob eine von ihnen akzeptierend ist.

— Dies geschieht mittels einer Breitensuche iiber den Baum der nichtdeterministischen
Entscheidungen.
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Kommentare zum Beweis

 "Rezept »Konstruktiver Beweis«. Zunichst
Skript  kommt die Konstruktion.

2 Originelle Namen verhindern, dass der
Leser einschlaft.

3Wie das genau geht wird nicht
beschrieben. Ist auch sehr fummelig.

4Eigeﬂtlich muss man erklaren, wie
der Pseudocode tatsachlich als
Turing-Maschinen-Programm aussieht.
Das geht, wiirde aber mehrere Seiten
bendtigen.

5 Zweiter Teil des Rezepts »Konstruktiver
Beweis«.
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13.2 Umwandlung in deterministische Maschinen

13.2.2 Der Satz

Umwandlung in deterministische Maschinen.

Satz
Zu jeder NT™M M gibt es eine bt™m M’ mit L(M) = L(M").

Ideen

— Die pr™ erweitert die NT™M um zwei Extrabiander:

— Auf einem merkt sie sich die Original-Eingabe.
— Auf dem anderen merkt sie sich eine Folge von nichtdeterministischen Entschei-
dungen.

— In einer groBen (Endlos-)Schleife durchliuft sie alle moglichen Folgen von nichtdeter-
ministischen Entscheidungen.

— Fiir jede mogliche Folge 16scht sie die ersten k Binder, kopiert das Original-Eingabe-
wort auf das erste Band und »probiert aus, ob mit dieser Folge die NTM das Wort ak-
zeptiert«.

— Wird eine Folge gefunden, bei der die NT™ akzeptiert, so stoppt und akzeptiert auch die
DTM; sonst lauft sie ewig (und akzeptiert somit nicht).

Beweis. ' Die gesuchte brm M’ geht aus M durch Umformungen hervor. Zunichst hat M’ zwei Bin-
der mehr als M. Das erste dieser Extrabénder nennen wir das Eingabe-Rettungsband. Das zweite
nennen wir das Band der Entscheidungen.” Auf das Eingabe-Rettungsband kopiert M’ zunichst das
Eingabewort.’

Wir nummerieren im Graph des Programms von M alle Pfeile durch mit den Zahlen aus der Menge
% ={1,...,n}. Das Bandalphabet von M’ ist dasselbe wie das von M, erweitert um die Symbole aus
E,also[' =TUE.

Auf dem Band der Entscheidungen stehen (neben [J) nur Symbole aus E, also Worte aus Z*. Man
kann diese Worte auf dem Band der Entscheidungen als Folge von Entscheidungen auffassen, wie die
NT™M M durch ihr Programm liuft. Genauer gehort zu jeder Berechnung Cipy (w) b, C genau ein Wort
aus Z*¥, das angibt, wie das Programm von M durchlaufen wird. Umgekehrt muss aber nicht jedem
Wort aus Z* eine Berechnung entsprechen.

Wir nummerieren die Worte aus 2% = {&,&1,&,,...} gemiB der Standardordnung durch (erst das
leere Wort, dann alle Worte der Lénge 1, dann alle Worte der Liange 2 und so weiter).

Die Maschine M arbeitet nun wie folgt:"

kopiere das Eingabewort auf das Eingabe-Rettungsband

2 fori<+0,1,2,3,...do

3

© N o u N

11
12
13
14
15
16

18

Band_der_Entscheidungen < &;
// Eigentlich zédhlt man einfach das Band_der_Entscheidungen hoch

losche die ersten k Binder
kopiere das Wort vom Eingabe-Rettungsband auf das Eingabeband

iteriere iiber die Pfeile i € & auf dem Band_der_Entscheidungen

versuche, die Inhalte der ersten k Bénder gemdf3 dem Pfeil i zu dndern
// Der Versuch kann schiefgehen, wenn der Pfeil gar nicht zum
// Zustand und den gelesenen Zeichen passt
if Anderung nicht méglich, da Pfeil nicht passend then

// Abbruch, diese Berechnung war nichts

break Iteration
else

if akzeptierende Endkonfiguration erreicht then

stop and accept

Es bleibt zu zeigen, dass L(M) = L(M’) gilt.” Sei zunéichst w € L(M). Dann gibt es eine akzeptierende
Berechnung Cyy;(w) by C. Zu dieser gehért ein Wort & € £, das dieser Berechnung entspricht, fiir
ein geeignetes i. Dann wird die Maschine M’ beim i-ten Durchlauf ihrer For-Schleife auf ihrem Band
der Entscheidungen gerade &; stehen haben. Bei diesem Durchlauf wird sie die ersten k Béinder in jedem
Schritt ihrer Iteration so veridndern, dass am Ende auf diesen Bindern gerade die Konfiguration C
steht. Dann wird aber der Test, ob eine akzeptierende Endkonfiguration erreicht ist, zutreffen und M’
akzeptiert w. Also gilt w € L(M’).
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Fiir die zweite Richtung mdge M’ ein Wort w akzeptieren. Dies ist nur dann der Fall, wenn es ein i gibt,
so dass fiir &; auf dem Band der Entscheidung die akzeptierende Endkonfiguration erreicht wird. Dann
muss aber &; einer Berechnung von M entsprechen, die M in einer akzeptierende Endkonfiguration
bringt. Also gilt w € L(M). O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Bei NT™s kann es zu jedem Zustand mehrere Nachfolgezustinde geben.

2. FEine nT™ akzeptiert ein Wort, wenn es eine akzeptierende Berechnung gibt.

3. »Ein Wort nichtdeterministisch raten« bedeutet lediglich, dass es fiir jedes mdgliche
Wort eine Berechnung gibt, bei der dieses Wort auf einem speziellen Band steht — ge-
raten wird hier nicht wirklich.

4. Zu jeder NTM gibt es eine dquivalente DTM.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 4.1, 4.2, 4.3.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 13.1  Turing-Maschine fiir das Komplement der Sprache der Palindrome, mittel

Essei L' = {w € {0,1}* | w ist kein Palindrom} gegeben. Konstruieren Sie eine 2-Band-nTm, die L’
entscheidet. Gehen Sie hierbei nach folgendem Algorithmus vor:

— Raten Sie eine Stelle i.

— Merken Sie sich das Zeichen w]i].
Merken Sie sich den Wert von i.

Gehen Sie zum Schluss der Eingabe.
Bewegen Sie sich i — 1 Zeichen zuriick.
Vergleichen Sie w{|w| — i+ 1] mit w]i].

Ubung 13.2 Sprache der Quadrate, mittel

Es sei L= {ww | w € {0,1}*} gegeben. Konstruieren Sie eine 2-Band-nTm, die L akzeptiert, und
beweisen Sie die Korrektheit Ihrer Konstruktion.

Ubung 13.3  Nichtdeterministische Turingmaschinen, mittel
Essei L={we {0,1}" | 3i € {1,...,|w|}: w[i] = w[lw| —i+ 1]} gegeben. Konstruieren Sie eine
2-Band-nTM, die diese Sprache entscheidet.

127
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14-1

Kapitel 14

Maschinen lll: Register-Maschinen

Wenn Theoretiker Computer bauen

14-2
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1. Syntax und Semantik der RAM verstehen 14.1 Das RAM-Modell . 129
2. Einfache rRaM-Programme schreiben kénnen 14.1.1 Realle Comput.er versus die
3. Aquivalenzbeweis zu Turingmaschinen verstehen Turing-Maschine . . . .......... 129
14.1.2 Dieldeen . . .. ... ... ... .... 129
14.1.3 Syntax . .. ... 131
14.1.4 Semantik . . ... ... ... ... ... 132
14.2 Verhaltnis von Zahlen und Worten 134
14.2.1 Worte als Eingabe fiir rams . . . . . .. 134
14.2.2 Funktionsberechnungen bei
Turing-Maschinen . . . ... ... ... 135
14.2.3 Zahlen als Eingaben fiir Turing-Maschinen
136
14.3 Aquivalenzsatz 136
14.3.1 Dieldeen . . . ... ... ........ 136
14.3.2 DerSatz . ................ 136
Ubungen zu diesem Kapitel 139
Worum Wie schon im Vorwort ausfiihrlich dargelegt, versucht sich die Theoretischen Informatik sich
esgh;i‘e mit den alltédglichen Problemen der Praktischen oder gar Technischen Informatiker moglichst

nicht herumzuschlagen. Wir betrachten Modelle, bei denen es solche Absonderlichkeiten
wie a20-Gates oder Non-Maskable-Interrupts einfach nicht gibt. Ihre Kulmination hat eine
wahrhafte Abstraktionsorgie in der Turing-Maschine gefunden — ausgehend von der Vorstel-
lung eines realen Menschen (was ein, mit Verlaub, noch viel komplexeres Wesen ist als ein
Computer) ist man bei einem Modell angekommen, das doch in seiner Abstraktheit und Ein-
fachheit kaum noch zu unterbieten ist. (Tatsdchlich geht es auch noch einfacher, aber dazu
in einem spiteren Kapitel.)

Es ist nun an der Zeit, wieder etwas zuriickzurudern. Treibt man es namlich mit der Ab-
straktion zu weit, dann besteht die Gefahr, dass die bewiesenen Sitze einem in der Praxis
nur bedingt weiterhelfen — die realen Probleme sind wegabstrahiert worden. So werden in
der Theoretischen Informatik beispielsweise mit viel Liebe Algorithmen sehr griindlich und
detailliert untersucht, deren Laufzeit so katastrophal hoch ist, dass sie schon bei der Einga-
beldnge 1 (in Worten: Eins) auf einem Quanten-Computer so groll wie das Universum so
lange rechnen wiirden, wie das Universum alt ist.

In diesem Kapitel geht es um ein Maschinen-Modell, das wesentlich ndher am realen Com-
puter ist als die Turing-Maschine. Register-Maschinen verfiigen iiber einen Speicher, der
dhnlich einem realen Computerspeicher aus einzelnen Zellen aufgebaut ist, die Zahlen spei-
chern. Weiterhin verfiigen Register-Maschinen iiber einen Befehlssatz, der sehr dicht dran
ist an dem typischer Prozessoren. Natiirlich liegt auch Register-Maschinen noch ein gewis-
ser Grad an Abstraktion zu Grunde. So kann man — vollig unrealistischer Weise — beliebig
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14.1 Das RAM-Modell

grof3e Zahlen in jeder Speicherzelle speichern. Weiterhin ist der Befehlssatz noch etwas mi-
nimalistisch verglichen mit einem Pentium-Prozessor.

Die entscheidende Frage ist nun, wie sich das etwas realistischere Modell von Computern
zum Modell der Turing-Maschine verhilt. Hier werden wir einen sehr befriedigenden Satz
beweisen: Diese beiden Modelle sind genau gleich méchtig — was Turing-Maschinen kon-
nen, konnen auch Register-Maschinen; und umgekehrt. Die vom praktischen Standpunkt
aus recht niitzliche Konsequenz aus diesem Satz ist, dass wir es uns immer wieder neu aus-
suchen konnen, ob wir lieber mit Turing-Maschinen oder mit Register-Maschinen arbeiten
wollen. Will man theoretische Resultate beweisen, so sind Turing-Maschinen oft einfacher
zu handhaben; will man praktische Algorithmen untersuchen, so sind Register-Maschinen
besser. Sie haben die Wahl.

14.1 Das RAM-Modell
14.1.1 Reale Computer versus die Turing-Maschine

Turing-Maschinen sind unrealistische Modelle von Computern.
Turing-Maschinen haben einige Gemeinsamkeiten mit realen Computern:

— Es gibt einen Speicher (die Biander / das Ram).

— Der Speicher besteht aus Zellen (die Symbole enthalten / die ein Byte enthalten).
— Es gibt Programme, die sequentiell abgearbeitet werden.

— In dem Programmen sind Spriinge moglich.

Es gibt aber auch wichtige Unterschiede:

— Ein realer Rechner kann jede beliebige Speicherstelle aufgrund ihres Index in einem
Schritt ansprechen.

— Ein realer Computer kann Operationen wie »Addition« oder oft auch »Multiplikation«
in einem Schritt ausfiihren.

Unser heutiges Ziel: Ein mathematisches Modell eines realen Rechners.

— Das Random-Access-Maschine-Modell (Ram-Modell) ist ein mathematisches Modell
eines realen Computers.

— Es ist wesentlich »realistischer« als die Turing-Maschine.

— Es ist aber trotzdem nur ein Modell.

14.1.2 Dieldeen

Die Bestandteile einer RAM.
Eine raM besteht aus:

— Einem Speicher und
— einem Programm.

Weiterhin hat eine RAM eine

— Eingabe und in der Regel auch eine
— Ausgabe.

Die Ein- und Ausgaben stehen anfangs beziehungsweise am Ende in besonderen Bereichen
des Speichers.
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14 Maschinen llI: Register-Maschinen
14.1 Das RAM-Modell

Der Speicher einer RAM.

Der Speicher einer raMm besteht aus Registern: rO, R1, R2, R3, ...

Prinzipiell gibt es unendlich viele.

Jedes Register kann eine natiirliche Zahl speichern.

Anfangs (nachdem der »Strom eingeschaltet wurde«) steht in allen Registern 0.

Das ist natiirlich wiederum »etwas unrealistisch«, aber es ist unklar, welche Obergrenze man
fiir die Anzahl oder die Inhalte der Register festlegen sollte.

Die CPU einer RAM.

— Die cpu einer raM arbeitet ein festes Programm ab.
— Dabei greift sie in jedem Schritt auf einige der Register zu.
— Sie kann von Schritt zu Schritt auf véllig unterschiedliche Register zugreifen — daher

der Name »random access machine«.

Das Programm einer RAM.

— Ein rRaM-Programm liest sich wie Assembler-Code eines realen Computers.
— Wie bei einem realen Computer muss man mehrere Dinge festlegen:

— Welcher Befehlssatz ist erlaubt?
— Welche Adressierungsarten sind erlaubt?

Adressierungsarten einer RAM.

Adressierungsarten

Die Adressierungsarten eines Computers regeln, wie man angeben kann, welches Speicher-
Register man adressieren mochte.

Bei der direkten Adressierung gibt man im Programm fest eine Registernummer an
(zum Beispiel einfach RrYS).

Bei der indirekten Adressierung gibt man im Programm an, in welchem Register die
Nummer des Registers ist, das man eigentlich meint.

Beispiel: RrRS meint »den Inhalt von Register ri, wobei i gerade der Inhalt von RS ist«.

Bei der klassischen Definition einer RaM ist nur die direkten Adressierung erlaubt.
Wir werden aber auch die indirekte Adressierung benutzen, was ein wesentlich realisti-

scheres Modell liefert.

Befehlsatz einer RAM.

Befehlssatz
— Der Befehlssatz eines Computers regelt, welche Befehle »in einem Schritt« ausgefiihrt

werden konnen.
— Bei einer risc-Maschine (reduced instruction set computing) versucht man, einen mog-

lichst kleinen Befehlssatz zu benutzen.
— Bei einer cisc-Maschine (complex instruction set computing) versucht man, fiir mog-

lichst jedes Problem einen Befehl zu haben.

— Bei der klassischen Definition einer RAM versucht man eher einen risc-Ansatz und be-

schrénkt sich auf ganz wenige Befehle.
— Indiesem Skript werden eher viele Befehle zugelassen, aber ldngst noch kein cisc-Befehlssatz.

Ein- und Ausgaben einer RAM.
— Da rams mit Registern voller Zahlen arbeiten, sind die Eingaben einer RaM normaler-
weise Tupel von natiirlichen Zahlen.

— Diese schreibt man in die ersten Register.
— Ebenso sind die Ausgaben Tupel von Zahlen, die entsprechend am Ende einer Berech-

nung wieder in den ersten Registern stehen.
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14.1.3 Syntax

Die Syntax eines RAM-Programms.

Definition: RAM-Programm
Ein raM-Programm besteht aus einer endlichen, durchnummerierten Folge von Befehlen,
wobei die Zdhlung mit 1 beginnt. In Befehlen kommen Registeradressierungen vor, wovon
es genau folgende zwei Arten gibt (im Folgenden seien immer i, j,k € N):

1. Ri bezeichnet eine direkte Adressierung,

2. RRI bezeichnet eine indirekte Adressierung.
Folgende Befehle sind moglich:

— Die Transportbefehle

1. RI ¢~ Rj
2. Ri ¢~ RRj
3. RRI < Rj
— Die arithmetischen Befehle
4. Ri<k
5. R — Rj+Rk
6. Ri < Rj—Rk
7. Ri ¢ [ 3R]
— Die Sprungbefehle

8. if Ri =0 goto k
9. if Ri > 0 goto k
10. goto k
Bei allen Sprungbefehlen muss k die Nummer einer Programmzeile sein.
— Der Stoppbefehl
11. stop
Der letzte Befehl eines Programms muss der Stoppbefehl sein.

Beispiele von RAM-Programmen

Beispiel: Berechnung des Durchschnitts der Register R1 bis R4

RO < r1

RO <+ RO+R2
RO < RO+R3
RO <+ RO+ Rr4
RO « [ 1RO
RO < L;ROJ
stop

Beispiel: Summe einer Menge von Register
Nehmen wir an, in R1 und r2 stehen ein Startindex i > 3 und ein Stoppindex j > i. In rO
soll am Ende die Summe der Register von ri bis r(j — 1) stehen.

RO+ 0

R3 < R2—RI1 // while R1 < R2
if R3=0goto 9 /do {

R3 < Rr1

RO < RO+R3 // RO += RRI
R3+1

Rl < R1+R3 // RI++

goto 2 /)

stop

Vorfiihrung des Verhaltens der obigen ram: Je ein Student einer Reihe reprisentiert ein Register. Sie
schreiben sich Zahlen auf, die ihre Werte reprisentieren. Dann lduft das Programm ab.
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@, Zur Ubung

1. Geben Sie ein RaM-Programm an, das das Produkt der Register rR1 und r2 in das Regi-
ster R3 schreibt.

2. Wenn sie dies geschaftt haben, versuchen Sie Ihr Programm schnell zu machen — es soll
also moglichst wenige Rechenschritte machen.
Wenn die Werte von rR1 und r2 kleiner als eine Million sind, kann ein schnelles Pro-
gramm diese in hochstens 100 Schritten multiplizieren.

14.1.4 Semantik

Die Semantik eines RAM-Programms.

— Um die Semantik von RaM-Programmen formal zu fassen, benutzen wir, wenig iiberra-
schend, Konfigurationen.

— Fiir die Semantik muss man dann nur erkldren, welchen Effekt jeder einzelne Befehl
hat.

— Spiter miissen wir dann noch kliren, »wie das mit den Ein- und Ausgaben« funktio-
nieren soll.

Konfiguration einer RAM.

Definition: Konfiguration

Eine Konfiguration einer ram gibt fiir jedes Register seinen Inhalt an sowie den Wert des
Programmzdhlers (also die aktuelle Zeilennummer). Formal ist also eine Konfiguration ein
Paar bestehend aus

— dem Programmzéhler und
— einer Abbildung von N nach N.

Bei einer Endkonfiguration ist der Befehl, auf den der Programmzéhler zeigt, gerade stop.
Notation
Sei C die Konfiguration einer ram. Wir schreiben dann

— (Ri)¢ fiir den Inhalt des i-ten Registers in dieser Konfiguration und
— (pc)c fiir den Wert des Programmzéhlers.

Den Index lassen wir in der Regel auch weg.

Berechnungschritte einer RAM.

Definition: Berechnungsschritt

Sei II ein RaAM-Programm und C eine Konfiguration, die keine Endkonfiguration ist. Dann
geht hieraus in einem Berechnungsschritt die Konfiguration C’ hervor, die identisch zu C ist,
mit folgenden Anderungen:

Zeile (pC) Wirkung

Ri ¢ Rj (pc)’ = (pc) + 1, (rRi)’ = (r})

Ri < RRj (pc)’ = (pc) + 1, (Ri) = (R(R}))

RRI < Rj (pc)’ = (pc) + 1, (R(rD))" = (R})

Ri <k (pc) = (pc) + 1, (Ri) =k

Ri < Rj+ Rk (pc)’ = (pc) + 1, (ri) = (Rj) + (RK)

Ri < Rj —Rk (pc)’ = (pc) + 1, (ri)’ = max{(rj) — (Rk),0}
Ri ¢ 3R/ (pc)’ = (pc) +1, ()" = [(r})/2]

goto k (pc) =k,

ifRi=0goto k (pc)’ =k fiir (ri) =0, sonst (pc)’ = (pc) + 1
if Ri >0goto k (pc)’ =k fiir (ri) > 0, sonst (pc)’ = (pc) + 1

Wir schreiben dann C 17 C'.
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Interludium: Partielle Funktionen
rAMsS konnen, genau wie Turing-Maschinen, leicht in Endlosschleifen geraten.

— In solchen Fillen produzieren sie offenbar keine Ausgaben.

— Formal bedeutet dies, dass der Eingabe »nichts« zugeordnet werden kann.

— Dies ist entspricht genau dem Verhalten von partiellen Funktionen, weshalb sich diese
zur Modellierung besonders eignen.

Notation: Schreibweisen fir partielle Funktionen
Eine partielle Funktion f: A --» B ordnet manchen (aber nicht unbedingt allen) Elementen
von A ein Element aus B zu.

— Falls f dem Element a etwas zuordnet, so schreiben wir f(a)].
— Falls f dem Element a nichts zuordnet, so schreiben wir f(a)1.

Start einer Berechnung
Wie schon erwihnt, sind die natiirlichen Eingaben und Ausgaben von rRams Tupel von Zah-
len.

Definition: Anfangskonfiguration

Sei (x1,...,x,) € N" ein Tupel von natiirlichen Zahlen. Die zugehérige Anfangskonfiguration
Cinit(x1,- - -, x,) ist wie folgt definiert:
1. (pc) =1,

2. (Ri) =x; firie {1,...,n},
3. Fiir alle anderen j € {0,n+1,n+2,...} gilt (rj) =0.

Von RAMs berechenbare Funktionen

Definition

Sei f: N --» N" eine partielle Funktion. Dann heif3it f RAM-berechenbar, wenn ein RAM-Programm

IT existiert, so dass fiir alle (xp,...,x,) € N" gilt:

— Ist f definiert fiir das Tupel (xi,...,x,), gilt also f(xi,...,x,)], so muss es eine End-
konfiguration C geben mit folgenden Eigenschaften:
1. Cini[(xh . ,xk) l_FI C und
2. f(x1,...,%0) = ((R1)c,..., (Rm)c). (Sprich: In der Endkonfiguration steht in den
ersten m Registern gerade das Tupel, auf das die Funktion die Eingaben abbildet.)
— Ist f nicht definiert fiir das Tupel (x,...,x,), gilt also f(x1,...,x,)T, so darf es keine
Endkonfiguration mit Cipi¢(x1, .. .,%,) Ff; C geben. (Sprich: Die Maschine geht in eine
Endlosschleife.)

Beispiel einer RAM-berechenbaren Funktion

Beispiel
Die Funktion f: N?> — N mit f(x,y) = x -y ist RaM-berechenbar. Dies zeigt das folgende
Programm:

R3+ 1

ifR1 =0 goto 6
RO < rRO+R2
Rl + R1 —R3
goto 2
R1 < RO

stop
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14.2 Verhaltnis von Zahlen und Worten

Beispiel einer partiellen RAM-berechenbaren Funktion

Beispiel
Die Funktion f: N? --» N mit

xX—Yy, flirx >y,
flxy) = .
undefiniert sonst,

ist RAM-berechenbar:

R3 < R2 —RI1
if R3 > 0 goto 2
Rl <+ Rl —R2
stop

Zur Ubung
Welche der folgenden Funktionen sind Ram-berechenbar?
1. alx,y) =x"
2. b(x) =x!
3 C(X,y) - (y7x)
4. d(x) = die x-te Stelle von &
5. e(x) = die x-te Primzahl
6

X, falls x prim ist,
flx) = .
undefiniert sonst.

14.2 Verhaltnis von Zahlen und Worten
14.2.1 Worte als Eingabe fiir RAMs
Wie kommen Worter in die RAM?

— Eine rRAaM erwartet Zahlen als Eingabe.

— Bis jetzt haben wir aber — aus guten Griinden — immer mit Worfen und Sprachen gear-
beitet.

— Wir brauchen also eine Methode, um Worte in RAMS einzuspeisen.

Zur Diskussion
Wie konnte man ein Wort wie abba als Eingabe einer ram zufiihren?

Pro Register ein Buchstabe.

Definition: Anfangskonfiguration fiir Worte

Sei X ein Alphabetund x: X — {1,...,|X|} eine Bijektion. (Mit anderen Worten: k numme-
riert die Buchstaben in X durch.) Sei w € £*. Wir definieren dann die Anfangskonfiguration
Cinit(w) wie folgt:

= (RO) = |w].

- (R(i43)) = x(w[i]) furie {1,...,|w|}.
Das reichlich iiberraschende » 43« liegt daran, dass man unter Umstinden am Anfang einige
Register braucht »zum Arbeiten«, siehe Ubung 14.2.

Beispiel
Sei X ={a,b,c} und x(a) =1, k(b) =2, k(c) = 3. Dann ist lautet Gy (abba) wie folgt:

(RO) (r1) (R2) (R3) (r4) (R5) (R6) (R7) (R8) ...
4 0 O O 1 2 2 1 0
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14.2 Verhaltnis von Zahlen und Worten

Akzeptierbarkeit mit RAMs.

— Wir haben jetzt geklirt, wie Worte in eine Ram hineinkommen.
— Da rawms keine »akzeptierenden Zustinde« haben, miissen wir noch kldren, was »ak-
zeptierende Endkonfigurationen« sein sollen.

Definition: Akzeptierende Endkonfiguration, akzeptiere Worte und Sprache
Sei X ein Alphabet und IT ein RaM-Programm.

— Eine Endkonfiguration heiBt akzeptierend, wenn (RO) = 1 gilt.

— Ein Wort w € X* wird akzeptiert, wenn es eine akzeptierende Endkonfiguration C mit
Cinit(w) g C gibt.

— Die Menge aller von IT akzeptierten Worte ist die von I1 akzeptierte Sprache L(IT).

Definition: RAM-akzeptierbare und RAM-entscheidbare Sprache
Eine Sprache L heifit Ram-akzeptierbar, wenn L = L(T1) fiir ein Ram-Programm IT gilt. Halt
IT auf jeder Eingabe an, so heiflt L auch rRamM-entscheidbar.

Beispiel
Die Sprache {a"b" | n > 1} ist Ram-entscheidbar:

— In einer ersten Schleife, zihle wie viele Register mit 1 belegt sind ab r4.

— In einer zweiten Schleife, zihle wie viele Register mit 2 belegt sind danach.

— Wenn diese Zahlen gleich sind und in der Summe gerade (rO) ergeben, so akzeptiere
(RO < 1), sonst verwerfe (RO < 0),

14.2.2 Funktionsberechnungen bei Turing-Maschinen
Wie kommen Ausgaben aus der Turing-Maschine?

— Eine raM kann (partielle) Funktionen berechnen.
— Unsere Turing-Maschinen konnen bis jetzt hingegen nur Sprachen akzeptieren.

Definition: Turing-Maschine mit Ausgaben

Eine Turing-Maschine mit Ausgabe ist eine bT™ M, bei der eines der Bénder (typischerweise
das zweite oder das letzte) als Ausgabeband bezeichnet wird. Die von M berechnete Funktion
[ X* --» X* ist wie folgt definiert:

— Falls M bei Eingabe w nach endlich vielen Schritten anhilt und auf dem Ausgabeband
(auBer den Blanks am Anfang und Ende) gerade ein Wort aus ¥* steht, so ist f(w)
gerade diese Wort.

— Anderenfalls ist f(w) undefiniert (wenn M also in eine Endlosschleife gerét oder komi-
sche Symbole auf das Ausgabeband schreibt).

Wir sagen dann, f ist Turing-berechenbar.

Beispiele von Turing-berechenbaren Funktionen.

Beispiel
Folgende Funktionen sind Turing-berechenbar:
Flw) = wre

1.
2. f(w)=ww
3.

bin(i+j), falls w=bin(i)+bin(j),
flw)= .
undefiniert sonst.
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14.2.3 Zahlen als Eingaben fiir Turing-Maschinen

Zahlen als Eingaben fiir Turing-Maschinen

— Wir haben Worte so »aufbereitet«, dass RaMs sie verarbeiten konnen.

— Daist es nur fair, auch Zahlen zu »aufzubereiten«, dass Turing-Maschinen sie verarbei-
ten konnen.

— Zur Erinnerung: Die Funktion bin: N — {0, 1}* bildet natiirliche Zahlen auf ihre Dar-
stellung als Binérstring ab. Beispielsweise gilt bin(5) = 101 und bin(0) = 0.

Definition
Sei f: N" --s N eine partielle Funktion. Wir definieren dann die Funktion fy;,: {0, 1,#}*
--»{0,1,#}* wie folgt:

— Ist w = bin(x))#...#bin(x,) und ist f(xi,...,x,) definiert, so ist fyin(w) = bin(y; )#

... #bin(yy,), wobei f(x1,...,%,) = (V1y s Vm)-
— In allen anderen Fallen ist fi;,(w) undefiniert.

14.3 Aquivalenzsatz
14.3.1 Dieldeen

Was unterscheidet Turing-Maschinen und Register-Maschinen?
Vergegenwirtigen wir uns nochmal die Unterschiede von Turing-Maschinen und Register-
Maschinen:

— Register-Maschinen konnen in einem Schritt auf »beliebige Stellen« im Speicher zu-
greifen — Turing-Maschinen nicht.

— Register-Maschinen kénnen in einem Schritt zwei Zahlen addieren — Turing-Maschinen
nicht.

Diese Unterschiede erscheinen bei genauerem Hinsehen aber auch nicht »uniiberwindlich«:

— Will eine Turing-Maschine auf »eine beliebige Stelle« im Speicher zugreifen, so muss
sie eben spulen.
— Will eine Turing-Maschine zwei Zahlen addieren, so muss sie eben etwas rechnen.

Ziel
Beweisen, dass Turing-Maschinen und Register-Maschinen genau gleichmichtig sind.

14.3.2 Der Satz

Turing-berechenbar ist dasselbe wie RAM-berechenbar.

Satz
Sei f: N" -—» N eine partielle Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist RAM-berechenbar.
2. fvin ist Turing-berechenbar.

Folgerung
Eine Sprache L ist genau dann RAM-akzeptierbar, wenn sie (Turing-)akzeptierbar ist.

Folgerung
Eine Sprache L ist genau dann rRam-entscheidbar, wenn sie (Turing-)entscheidbar ist.
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Beweis des Satzes.
Kommentare zum Beweis

Beweis. Wir beweisen zwei Richtungen.' Sei zunéchst f RaM-berechenbar via eines RamM-Programms »Zwei Richtungen«
I1. Wir miissen zeigen, dass das Verhalten von IT durch eine geeignete Turing-Maschine M
simuliert werden kann.l 2 Rezept »Konstruktiver Beweis«
Wir beschreiben zunichst den groben Aufbau der Maschine:
— Sie hat ein Eingabeband, ein Ausgabeband und Arbeitsbéinder.
— Thr Programm besteht aus mehreren Unterprogrammen und Hilfsprogrammen.
— Fiir jede Programmzeile von IT gibt es ein Unterprogramm in M.
— Die Hilfsprogramme werden genutzt zum Kopieren oder Rechnen.
Auf dem Eingabeband werden die Inhalte der Register stindig gespeichert. Dazu stehen
einfach die Inhalte der Register in Bindrdarstellung nebeneinander, Register werden durch
das #-Zeichen getrennt:

(rRO) (r1) (R2) (R3) (r4) (RS) (RG) (R7) (R8) ...
4 0 0 0 1 2 2 1 0

wird zu dem Bandinhalt
- O100#0#0#0#1#10#10#100. . .

Die (unendlich vielen) Register mit Inhalt 0 am Ende werden »nicht mitprotokolliert«. Wenn
aber im Folgenden der Kopf auf das Blank-Symbol am Ende stoft, so ersetzt er dieses immer
sofort durch #0 und fihrt dann bei # fort. Wir beschreiben nun fiir jeden moglichen Befehl

des RaM-Programms I, wie die Turing-Maschine ihn simuliert: 3Dies ist nur eine grobe Beschreibung.
. . Details wiirden den Beweis unlesbar
— RI<—R] machen.

Hierzu spult M auf dem Eingabeband an den Anfang zuriick. Dann geht sie nach rechts,
bis sie genau j viele #-Zeichen gesehen hat. Dann kopiert sie die folgenden Zeichen bis
zum nichsten #-Zeichen auf ein Arbeitsband.
Nun l4uft sie wieder an den Anfang und geht nach rechts bis zum i-ten #-Zeichen. Die
auf dieses #-Zeichen folgenden Symbole iiberschreibt sie mit dem Inhalt des Arbeits-
band.
Falls sich beim Kopieren herausstellt, dass »zu wenig oder zu viel Platz« fiir den In-
halt des Arbeitsbandes vorliegt, so verschiebt die Maschine in Schleifen den Rest des
Eingabebandes, so dass alles wieder passt.

— RRI ¢ Rj
Das Finden und Kopieren des Inhalts von rj funktioniert wie bei rRi < Rj.
Um das Register rri zu finden, sucht die Maschine zunichst das i-te Register. Dann
kopiert sie den Inhalt dieses Registers auf ein weiteres Arbeitsband.
Dann geht sie wieder an den Anfang des Eingabebandes. Dort lduft sie nach rechts und
subtrahiert fiir jedes gelesene #-Zeichen 1 von dem weiteren Arbeitsband. Sobald dort
die Zahl O steht, ist Rri gefunden.
Nun verfihrt sie wie bei Ri <— R j, um den Inhalt vom Arbeitsband an die richtige Stelle
zu schreiben.

— RI ¢ RRj
Dies funktioniert analog zu Rri <— Rj, nur dass diesmal die Suche nach rrj der auf-
wendig Teil ist.

- Ri+k
Hierzu wird ri gesucht und dann dessen Inhalt durch bin(k) ersetzt.

— RI 4 Rj+Rk
Hierzu wird erst rj gesucht und der Inhalt auf ein Arbeitsband kopiert. Dann wird rk
gesucht und dessen Inhalt auf ein weiteres Arbeitsband kopiert.
Dann werden die Inhalte in einer Schleife addiert auf einem weiteren Arbeitsband, siche
Ubung 12.4. Dieses Resultat wird dann an die Stelle kopiert, wo ri gespeichert ist.

— RIRj—Rk
Dies funktioniert analog, nur eben mit der Subtraktion, siche Ubung 12.5.

- Ri ¢ | 3R]
Dies funktioniert analog, es muss nur einfach das letzte Bit gestrichen werden.

- ifrRj > 0goto k
Suche die Stelle, wo r j gespeichert ist. Falls dort keine O steht, so wechsle in das Unter-
programm, das fiir Zeile k zustindig ist (und sonst, wie iiblich, in das Unterprogramm,
das fiir die nichste Zeile zustindig ist).
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- ifRj=0goto k
Funktioniert analog.
— goto k
Wechselt einfach direkt in das fiir k zustiandige Programm.
— stop
Kopiert die Inhalte der Register r1 bis rm auf das Ausgabeband und stoppt.

Die Korrektheit der Konstruktion zeigt man nun durch eine Induktion iiber die Anzahl der
3Etwas arg knapp, aber genauer geht Berechnungsschritte.® ‘Fiir die zweite Richtung sei M eine Turingmaschine. Wir miissen
ffﬁvtg”mr:;i‘;aw‘jaif Konstruktion schon so diese durch eine Registermaschine simulieren.
Dazu machen wir es uns zunichst etwas einfacher und nehmen an, dass M ein Band hat und
dieses nur in eine Richtung unendlich ist, also ein »linkes Ende « hat. Dann funktioniert die
Simulation prinzipiell wie folgt:

4Weiter geht es mit der anderen Richtung.

— In RO speichern wir jeweils die aktuelle Kopfposition.
— Die Register r1 bis RS lassen wir frei »zum Rechnen.
— Ab r6 kommen dann die Inhalte der Zellen des Bandes.

Ein »Schritt« der Maschine M lasst sich nun leicht simulieren:

1. Rl <-RRO
2. Untersuche den Inhalt von r1.
3. In Abhingigkeit des gefundenen Wertes tue:

3.1 Setze r1 auf das zu schreibende Zeichen.

32 RRO < Rr1

3.3 Erhohe oder erniedrige RO um 1 oder lasse RO unverdndert.

3.4 Springe zu den Befehlen, die sich um den Nachfolgezustand kiimmern.

Es sind noch folgende Probleme zu losen:

— Das Band der Maschine ist in der Regel beidseitig unendlich.
Die simuliert man wie folgt: Ab rR6 werden nicht die Bandzellen mit den Indizes O, 1,
2, ...gespeichert, sondern O, 1, —1, 2, —2, 3, —3, .... Dies macht das »Anpassen von
RO« ein wenig schwieriger.

— Es gibt mehrere Bdinder.
Die simuliert man wie folgt: Nicht nur in RO, sondern auch in r1, rR2, ... werden Kopf-
positionen fiir die verschiedenen Béndern gespeichert. Die Bandzellen fangen entspre-
chend spiter an. Die Bandzellen werden »im Interleaving-Verfahren« gespeichert: Wenn
es beispielsweise drei Bénder gibt, so kommen in je drei aufeinander folgenden Regi-
stern die Inhalte von Bandzelle 0, dann in drei aufeinander folgenden Registern die
Inhalte von Bandzelle 1 und so weiter.

5Nie eine schlechte Idee. Fassen wir kurz zusammen, was wir erreicht haben:’

— Sind in den Registern einer ram die Inhalte der Zellen der Turing-Maschine gespei-
chert, so konnen wir simulieren, wie sich die Maschine verhilt.

Aber:
— Wir wollten zeigen, dass f RaM-berechenbar ist, wenn f;, dies ist.
— Nun erhilt also unsere ram ihre Eingabe (x1,...,x,) in den ersten n Registern — die zu
simulierende Turing-Maschine erwartet sie aber in der Form bin(x; )#- - - #bin(x, ) auf
ihrem Band.

Um also die Simulation der Maschine M durchzufiihren, muss das RAm-Programm fiir Fol-
gendes sorgen: Die Zahl x; darf eben nicht im Register r1 stehen, sondern die Bits dieser
Zahl miissen, beginnend bei r6, in den nachfolgenden Registern stehen. Entsprechend miis-
sen dann die Bits von x, in den darauf folgenden Registern stehen und so weiter.
Ein raM-Programm kann diese Umwandlung mit einigen geeigneten Schleifen bewerkstel-
ligen (was ein wenig fummelig ist). Analog kann sie am Ende auch die »Riickumwandlung«
der auf dem Ausgabeband stehenden Bits in die Zahlen der Ausgaberegister bewerkstelligen.
O
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Der Speicher einer Register-Maschinen besteht aus Registern, die jeweils eine natiirli-
che Zahl speichern.

2. Register-Maschinen konnen mittels direkter und indirekter Adressierung auf beliebige
Speicherstellen zurgreifen.

3. Der Befehlssatz einer Register-Maschine entspricht (etwas abstrakter) der einer cpu.

4. Eine Funktion ist genau dann RAM-berechenbar, wenn sie Turing-berechenbar ist.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 5.4, 6.6.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 14.1  RAM-Programm zur Maximumsberechnung, leicht

Geben Sie ein RaM-Programm an, das den maximalen Wert berechnet, der in einem der Register zwi-
schen i > 3 und j — 1 steht. Hierbei liegen i in r1 vor und j in rR2.

Ubung 14.2  RAM-Programm zum Platz schaffen, mittel

Geben Sie ein RamM-Programm an, das Folgendes leistet: In rO steht eine Zahl n (also (rO) = i). Ihr
Programm soll nun die Inhalte der Register r4 bis R(3+i) in die Register RS bis r(4 + i) verschieben.
Beispiel: War vorher der Inhalt der Register

(RO) (rR1) (R2) (R3) (r4) (R5) (R6) (R7) (R8) ...
4 0 0 0 1 2 2 1 0

so soll er hinterher wie folgt lauten:

(rRO) (r1) (rR2) (R3) (rR4) (R5) (RG) (R7) (R8) ...
4 0 0 0 0 1 2 2 1

Ubung 14.3 RAM-Entscheidbarkeit, mittel

Geben Sie ein RamM-Programm an, das die Sprache {a"b" | n > 1} entscheidet. Ein moglicher Algo-
rithmus ist im Beispiel 14-27 beschrieben. Dokumentieren Sie Ihr Programm geeignet.

Ubung 14.4 RAM-Entscheidbarkeit, schwer

Beweisen Sie die Korrektheit Ihres in Ubung 14.3 konstruierten Programms. Benutzen Sie dazu fol-
gendes Beweisrezept:

Beweisrezept: Korrektheitsbeweise fiir RAMs

Ziel
Man will beweisen, dass ein RaMm-Programm I1 eine Sprache L akzeptiert oder entscheidet.

Rezept

1. Beginne mit»Sei w € L* beliebig. Wir untersuchen das Verhalten von ITausgehend von Ciy; (w).«

2. Gib nun (mehr oder weniger genau) die Folge von Konfigurationen an, die IT beginnend bei
Cinit(w) durchlaufen wird. Es reicht in der Regel, nur anzugeben, wie Registerinhalte an bestimm-
ten »spannenden« Stellen sind (zum Beispiel jeweils am Anfang einer Schleife).

3. Soll Akzeptierbarkeit gezeigt werden, ende mit »Folglich gilt, dass fiir w € L eine Endkonfigura-
tion erreicht wird mit (RO) = 1, und folglich w € L(M). Ist hingegen w ¢ L, so wird entweder gar
keine Endkonfiguration erreicht oder es gilt (rR0) # 1. Folglich gilt fiir w ¢ L auch w ¢ L(M).«

4. Soll Entscheidbarkeit gezeigt werden, ende mit »Folglich gilt, dass fiir alle w € £* eine End-
konfiguration erreicht wird. Weiter gilt w € L genau dann, wenn dort (RO) = 1 gilt. Also gilt
L=L(IT).«
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 14.5 Adressierungsarten bei verschiedenen Prozessoren, mittel
Bei einer RaM schreiben wir R1 <— RRS, um anzudeuten, dass eine indirekte Adressierung vorliegt.

Auch bei realen cpus ist die indirekte Adressierung moglich. Finden Sie heraus, wie die Notation
bei folgenden Prozessortypen aufgeschrieben wird (geben Sie jeweils einen typischen Befehl an und
erldutern Sie kurz dessen Wirkung):

Intels 8086-Familie (Pentium etc.).
Mmos-Technologies 6502.

Motorolas 68000-Familie.

Intels Itanium-Familie.

Eine weitere Prozessorfamilie Ihrer Wahl.

Ubung 14.6 RAM-Ganzzahlige Division mit Rest, mittel
Geben Sie ein RaAM-Programm an, das Folgendes leistet: In rO steht eine Zahl n und in r1 steht eine
Zahl p. Ihr Programm soll nun das gannzzahlige Ergebnis der Division von n durch p in das Register
R2 und den Rest der Division in das Register R3 schreiben.

Ubung 14.7  Schnelle Multiplikation, mittel

Im Register RO steht die Zahl n und im Register r1 die Zahl m. Geben Sie ein Ram-Programm fiir die
schnelle Multiplikation von n und m an.

Ubung 14.8 RAM-Logarithmus Berechnung, mittel

Im Register rO steht eine Zahl n. Geben Sie ein Ram-Programm an, das den Wert [logn| berechnet
und in R1 schreibt.

Ubung 14.9 Indirekte Adressierung ist nicht nétig, schwer

Zeigen Sie: Zu jedem rRaM-Programm mit indirekter Adressierung gibt es ein RaM-Programm ohne
indirekte Adressierung, das dieselbe Funktion berechnet.

Tipps: Die Grundidee ist, die Inhalte der Register eines RAM-Programms mit indirekter Adressierung
mit Hilfe einer geeigneten Kodierung in ein Register zu stopfen. Dann werden die Rechenschritte
des Ram-Programms mit indirekter Adressierung durch ein geschickt konstruiertes Ram-Programm
simuliert.

Wir gehen folgendermafBen vor: Sei I ein RamM-Programm mit indirekter Adressierung, welches die
Register RO, r1, ...verwendet. Wir kodieren die Zahlen aus diesen Registern, die ab sofort die simu-
lierten Register nennen, in einem Bindrwort und speichern dieses in einem (echten) Register. In diesem
Binédrwort sind »am Ende« (bei den so genannten least significant bits) die Bits von (r0), davor die
von (r1), davor die von (r2) und so weiter.

Um die einzelnen Zahlen voneinander unterscheiden zu konnen, fithren wir das Sonderzeichen # ein,
welches jeweils zwei Zahlen trennt. Da die Kodierung binér ist, miissen wir uns eine geeignete Ko-
dierungsfunktion fiir die Bindrzahlen aus den Registern und das #-Symbol iiberlegen. Wir wihlen als
Kodierung ¢: {0, 1#} — {0,1}% mit: ¢(0) = 10, ¢(1) = 11 und ¢(#) = 00. Sind beispielsweise die
simulierten Register rO, R1, R2 belegt mit (R0) = 6 = 110,, (r1) =2 =10, und (rR2) =3 =115, so
wire ¢(11#10#110) = (111100111000111110).

Sie miissen nun zu zeigen, wie ein dquivalentes RaM-Programm aussehen wiirde, welches mit dem
neuen Register arbeitet und damit keine indirekte Adressierung mehr verwendet. Zeigen Sie dazu
nacheinander die folgenden Teilaussagen:

1. Geben Sie ein RAM-Programm opp an, welches entscheidet, ob der Inhalts von r1 ungerade ist.

2. Geben Sie ein RaM-Programm BITTEST an, welches entscheidet, ob das i-te Bit des Inhalts von
R2 eine 1 ist. Hier, und im Folgenden, steht i in r1.

3. Geben Sie ein RAM-Programm BITSET an, das i-te Bit des Inhalts von r2 auf den Wert in rR3 setzt
(der 0 oder 1 sein muss).

4. Geben Sie ein RaAM-Programm BITINSERT an, welches an der Stelle i in R2 ein (Null)Bit einfiigt.
Aus 11001, wiirde beispielsweise nach Einfiigen an Stelle 4 der String 1010015.

5. Geben Sie ein RaM-Programm BITDELETE an, welches das i-te Bit aus der in R2 gespeicherten
Zahl 16scht.

6. Sei (R2) = &(w), das Register 2 speichert also einen kodierten String. Geben Sie ein RaM-Programm
#-sEARCH an, welches das i-te Vorkommen des #-Symbols von hinten in w berechnet.

7. Geben Sie ein RaM-Programm an, welches den Inhalt des i-ten simulierten Registers aus der in
R2 gespeicherten Kodierung herausliest.

8. Zeigen Sie, dass Sie mit Hilfe dieser Ram-Programme jeden Befehl eines Ram-Programms mit
indirekter Adressierung simulieren konnen. Es geniigt, dies grob zu beschreiben.
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Kapitel 15

Programme |: LOOP- und
WHILE-Programme

Wenn Theoretiker Programmiersprachen entwerfen

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Syntax und Semantik von Loop- und 15.1 Maschinen versus Programmiersprachen

WHILE-Programmen verstehen
2. Aquivalenzbeweis zu Turingmaschinen verstehen

15.3 Aquivalenzsatz

Vielleicht haben Sie sich schon gewundert, weshalb in einer Vorlesung zur Theoretischen In-
formatik ausgerechnet den Hardware-Modellen in den letzten Kapiteln so ein breiter Raum
gegeben wurde. (Andererseits — vielleicht wundert Sie bei dieser Vorlesung gar nichts mehr.)
Die Software, die schlieBlich bei der tiglichen Arbeit der meisten Informatikerinnen und In-
formatiker von zentraler Bedeutung ist, wurde bis jetzt weitgehend auflen vor gelassen mit
Ausnahme einiger etwas konstruiert wirkender Ubungsaufgaben.

Es ist also hochste Zeit, sich der Software aus theoretischer Sicht anzunehmen. Dazu wer-
den wir in diesem und dem néchsten Kapitel verschiedene Programmiersprachen betrach-
ten, einmal aus dem Bereich der strukturierten-imperativen Programmierung und einmal
aus dem Bereich der funktionalen Programmierung. Die logische und die objektorientierte
Programmierung (und Hunde) miissen leider drauen bleiben — hier sei auf die speziellen
Vorlesungen wie »Logikprogrammierung« verwiesen.

Die im Folgenden untersuchten Programmiersprachen sind natiirlich einfach gehalten. Will
man erstmal prinzipiell verstehen, was verschiedene Programmiersprachen konnen oder
nicht konnen, so sollte man nicht gleich mit Java in seiner ganzen api-Pracht beginnen. Eine
Vorlesung iiber Maschinenbau beginnt ja auch nicht mit der Funktionsweise eines Space-
Shuttles sonder lieber mit der eines Kolbens.

In diesem Kapitel werden zwei Sprachen eingefiihrt: Die Sprache »Loop« und die Sprache
»While«. Beide sind sehr einfach und es stellt sich heraus, dass Loop zu einfach ist — es
gibt einige Funktionen, die nicht »Loop-berechenbar« sind, obwohl man sie eigentlich recht
einfach ausrechnen kann.

Die Programmiersprache While ist fast identisch zu Loop, es gibt nur eine minimale Erwei-
terung: Die While-Schleife. Diese Erweiterung hat es aber in sich: Wir werden zeigen, dass
While-Programme genauso michtig sind wie Ram-Programme, von denen wir wiederum
schon wissen, dass sie alle Turing-Maschinen simulieren kdnnen.

15.2 Zwei Programmiersprachen
15.2.1 Syntax von Loop
15.2.2 Syntax von While
15.2.3 Semantik von Loop
1524  Semantik von While
15.2.5 Syntactic Sugar

Ubungen zu diesem Kapitel
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15.2 Zwei Programmiersprachen

15.1 Maschinen versus Programmiersprachen

Worum es geht.

— In den vorherigen Kapiteln haben wir uns viel damit beschiftigt, was Maschinen kon-
nen.

Nun wollen wir analysieren, was Programmiersprachen konnen.

Da Programmiersprachen in Maschinensprache iibersetzt werden, konnen Program-
miersprachen sicherlich nicht mehr als Maschinen.

Die Frage ist also eher, ob und in wie weit gangig Programmiersprachen genauso méich-
tig sind wie Turing-Maschinen oder RAMS.

Zur Machtigkeit der verschiedenen Programmierparadigmen.

In diesem Kapitel geht es um zwei sehr einfache imperative Sprachen.

In Kapitel 16 geht es um sehr einfache funktionale Sprachen.

Wir werden keine Vertreter objektorientierter Sprachen untersuchen — da diese aber in
der Regel auf imperativen aufbauen, konnen sie wenigstens so viel wie die in diesem
Kapitel betrachteten Sprachen.

Wie werden auch keine logischen Sprachen wie Prolog betrachten — die Michtigkeit
dieser Sprachen ist kompliziert (und spannend), es gibt dazu eigene Vorlesungen.

15.2 Zwei Programmiersprachen
15.2.1 Syntax von Loop

Uberblick zur Programmiersprache »Loop«.
»Loop« ist eine eingeschriinkte imperative Sprache.

Aufbau eines Loop-Programms
Ein Loop-Programm #hnelt zunichst etwas einem Java- oder C-Programm:

— Jedes Loop-Programm beginnt mit einer Signatur, bestehend aus einem Namen und
Parametern.
— Es gibt nur einen Datentyp: uint (unsigned integers = natiirliche Zahlen).
— Der Kérper des Programms ist dann wie folgt aufgebaut:
1. Er beginnt mit der Deklaration lokaler Variablen.
2. Dann folgt ein Teil, in dem es Schleifen gibt (daher der Name).
3. Er endet mit einem Return-Befehl.

Hello-World in »Loop«.
Da Loop keine Ausgabe kennt, hier eine Variante von »Hello World«, bei der einfach die
Eingabe zuriickgegeben wird:

uint echo (uint x)

{

return x;

}

Ein komplexeres Beispiel, bei dem die Ausgabe die dreifache Eingabe ist.

uint tripple (uint x)
{
uint y;
loop (x) {
yt+i
ytt;
yt+;
}
return y;

}

Dabei bedeutet Loop (%), dass der Korper des Loop-Befehls genau x Mal ausgefiihrt wird.
Im K&rper kann man x nicht benutzen oder @ndern.



15 Programme I: LOOP- und WHILE-Programme
15.2 Zwei Programmiersprachen

Die Syntax von »Loop«.
Bezeichner.

Definition: Bezeichner
Die Menge der giiltigen Bezeichner in Loop sind Worte iiber dem Alphabet £ = {a, ..., z,
A, ..., 2, _,0,..., 9}. Dabei miissen folgende Regeln eingehalten werden:

— Ein Bezeichner muss mit einem Buchstaben oder dem Unterstrich beginnen.
— Die Worte uint, loop, return und while sind Schliisselworte und als Bezeichner
nicht zugelassen.

Man iiberlegt sich leicht, dass die Menge der Bezeichner von Loop regulér ist.

Die Syntax von »Loop«.
Variablen.

Definition: Variablen
Eine Variable in Loop wird durch einen Bezeichner benannt. Es gibt zwei Arten von Varia-
blen:

Hilfsvariable Hilfsvariablen werden am Anfang des Programms deklariert mittels:

uint Variablenname;
Parameter Parameter werden im Kopf des Programms deklariert mittels

uint Parametername

Gibt es mehrere Parameter, so werden sie durch Kommata getrennt.

Die Syntax von »Loop«.
Zuweisungen und Inkrements

Definition: Zuweisungen
In Loop gibt es zwei Arten von Zuweisungen:

Variable = 0;
Variable; = Variable,;

Definition: Inkrements

In Loop gibt es zwei Arten von Inkrements/Dekrements:
Variable++; und Variable—-;

Die Syntax von »Loop«.
Loop-Schleifen

Definition: Loop
Ein Loop hat folgende Form:

loop (Variable) {
Body
}

— Dabei enthilt der Body lediglich Zuweisungen und Loop-Schleifen.
— Weiterhin darf Variable nicht im Korper vorkommen.

Die Syntax von »Loop«.
Signatur

Definition: Signatur
Die Signatur eines Loop-Programms hat folgende Form:

uint Programmname (uint Parameter,
uint Parameters, ...,uint Parameter,)
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15.2 Zwei Programmiersprachen

15-13 Die Syntax von »Loop«.
Loop-Programme

B Definition: Loop-Programm
Ein Loop-Programm ist ein Wort iiber dem ascim-Alphabet, das wie folgt ausgebaut ist:

. Es beginnt mit einer Signatur.

. Dann folgt eine 6ffnende geschweifte Klammer.

. Dann folgen eine beliebige Anzahl Hilfsvariablen-Deklarationen.

. Dann folgen eine beliebige Anzahl an Zuweisungen und Loop-Schleifen.
. Dann folgt return Variable;

. Es endet mit einer geschweiften Klammer.

o LA W N =

Auf uint und return muss jeweils ein Leerzeichen folgen, ansonsten sind Leerzeichen
und Zeilenumbriiche egal.

Bemerkungen:

— Alle Variablen und Parameter miissen unterschiedlich benannt werden.

— Hilfsvariablen diirfen nur am Anfang des Programms deklariert werden, nicht innerhalb
von Loop-Schleifen.

— Alle im Programm benutzen Variablen miissen deklariert worden sein (als Hilfsvaria-
blen oder Parameter).

— Unterprogramme sind nicht erlaubt.

15-14 Beispiele von Loop-Programmen.
Die Multiplikation.

uint multiply (uint x, uint y)
{
uint result;
loop (x) {
loop (y) |
result++;

}

return result;

15-15 Beispiele von Loop-Programmen.
Potenzen berechnen.

uint power (uint x, uint y)
{
uint result;
uint temp;
result++;
loop (y) |
temp = 0;
loop (x) {
loop (result) ({
temp++;

}
result = temp;

}

return result;
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15.2.2 Syntax von While

Die Syntax von »While«.

Definition: While-Programm
Ein While-Programm ist genauso aufgebaut wie ein Loop-Programm, nur dass es neben
loop noch folgende Steuerungsanweisung gibt:

while (Variable '= 0) {
Body
}

While- und Loop-Anweisungen konnen beliebig verschachtelt werden. Im Body darf Variable
vorkommen.

Beispiel eines While-Programms.

uint foo (uint n)
{

uint result;

while (n != 0) {
loop (n) {
result++;
}
n-——y

}

return result;

Zur Diskussion
Was gibt foo zuriick?

15.2.3 Semantik von Loop

Die Semantik von Loop-Programmen.
Ideen

— Loop-Programme nehmen Tupel von natiirlichen Zahlen als Eingabe(Parameter) und
liefern eine Zahl als Ausgabe. Das formalisiert man sinnigerweise als Funktion f: N* —
N, wobei n eben die Anzahl an Parametern ist.

— Das Programm wird einfach abgearbeitet. Die Anfangswerte der Variablen lauten:

- Bei Eingabe (xi,...,x,) hat der i-te Parameter gerade den Wert x;.
— Alle Hilfsvariablen sind 0.

— Alle Zuweisungen und Inkrements haben den erwarteten Effekt, ein Dekrement auf O
angewandt ergibt wieder 0.
— Der zuriickgegebene Wert ist gerade der Funktionswert.

Definition: Loop-berechenbare Funktionen
Eine Funktion f: N" — N hei3t Loop-berechenbar, wenn es ein Loop-Programm gibt, das
f berechnet.

Beispiele
Die Multiplikation

Beispiel: Multiplikation
Die Funktion f(x,y) = x -y ist Loop-berechenbar durch folgendes Programm:

uint multiply (uint x, uint y)
{
uint result;
loop (x) {
loop (y) {

145

15-16

15-17

15-18

15-19



15-20

Skript-
Referenz

15 Programme I: LOOP- und WHILE-Programme
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result++;

}

return result;

Beispiele
Die Signum-Funktion

Beispiel: Signum-Funktion
Die Signum-Funktion

—_

sgn(x) = {O,

ist Loop-berechenbar:

falls x > 0,
sonst.

uint sign (uint x)

{
uint result;
result = x;
R==;
loop (x) |

result-—;

}

return result;

Definition: Semantik eines Loop-Programms

Sei P ein Loop-Programm mit n Parametern. Sei V die Menge aller in P vorkommenden Variablen.
Eine Konfiguration ist eine Abbildung C: V — N. Ist v € V eine Variable und C eine Konfiguration,
so schreiben wir (v)¢ oder einfach (v) fiir den Wert von v unter der Abbildung C (also fiir C(v)). Den
Index C lassen wir in der Regel auch weg.

Wir definieren nun induktiv fiir ascii-Worte w, die gerade Folgen von Zuweisungen und (eventuell
verschachtelten) Loop-Schleifen enthalten, welche Konfiguration C' herauskommt, wenn man sie in
Konfigurationen C beginnend ausfiihrt. Wir schreiben dann C H" C'.

Die Anfangskonfiguration Cipi(x1, . . . , X ) eines Programms bei Eingabe (x1, ..., ;) belegt die Parameter-

1. Ist w der Befehl v = 0;, so ist C’ identisch zu C, auBer dass (v)’ = 0 gilt.

Mit anderen Worten: In C’ wird v auf 0 gesetzt.

2. Ist w der Befehl v = u;, so ist C’ identisch zu C, auBer dass (v)’ = (u) gilt.
Mit anderen Worten: In C” hat v den Wert, den u vorher hatte.
3. Ist w der Befehl v++;, so ist C’ identisch zu C, auBer dass (v)’ = (v) + 1 gilt. Ist w der Befehl

v--;, so ist hingegen (v)’ = max{(v) — 1,0).

4. Sei w der Befehl 1oop (v) {b}, wobei das ascii-Wort b der Korper der Schleife ist. Dann haben

wir schon induktiv definiert, fiir welche C| und C, gilt Cy b C,. Seien nun Cy = C und CM =C'
und C; Konfigurationen mit C;_; F C; fiiri € {1,...,(v)}. Dann gilt C F" C’.
Mit anderen Worten: Fiihrt man den Korper b genau (v) mal aus und durchléuft dabei die Kon-
figurationen Cy bis Cy,), so endet man gerade bei der letzten Konfiguration.

. Ist w =wuov, wobei u und v selber Folgen von Zuweisungen und Loop-Schleifen sind, und gilt
CH'C"und C" ' C’, so gilt auch CH¥ C'.
Mit anderen Worten: Kommt nach einem Befehl ein anderer, so beginnt mit der zweite mit dem
Ergebnis, das der erste produziert hat.

Variablen mit den Werten der x; und setzt (v) = 0 fiir alle Hilfsvariablen v.

Sei nun P ein Loop-Programm und f: N” — N eine Funktion, wobei n die Anzahl der Parameter von
P ist. Sei k das ascii-Wort, das die Folge der Zuweisungen und Loop-Schleifen von P enthilt (also
alles aufler der Signatur, den Variablendeklarationen und dem Return-Befehl). Sei r die Variable im
Return-Statement. Wir sagen, dass P die Funktion f berechnet, wenn fiir alle (xp,...,x,) € N" gilt:
Cinit (X1, ..., x2) FX Cmit (Fe = F(x1,...,xn).
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15.2 Zwei Programmiersprachen

15.2.4 Semantik von While

Die Semantik von While-Programmen.
Ideen

— Die Semantik ist sehr dhnlich zu Loop-Programmen definiert.

— Neu ist aber, dass While-Programme nicht immer anhalten.

— Folglich ist die Semantik, analog zu Ram-Programmen, eine partielle Funktion f:
N* --» N.

Definition: While-berechenbare Funktionen

Eine partielle Funktion f: N" --» N heifit While-berechenbar, wenn es ein While-Pro-
gramm gibt, das f berechnet. Das Programm hilt genau dann nicht an auf einer Eingabe,
wenn f an dieser Stelle undefiniert ist.

Definition: Semantik eines While-Programms
Wir erweitern die Semantik von Loop-Programmen durch folgende Regel:

— SeiwderBefehlwhile (v !'= 0) {b}. Wieder haben wir schon induktiv definiert, fiir welche C;
und C; gilt C -’ C,. Seien nun Co = C und C; Konfigurationen mit C;_; Fo ¢ fiiri € {1,...,n}.

Weiter sei
1. (V)¢ #O0fiiralleie {1,...,n—1} und
2. <V>C” =0.

Dann gilt CH¥ C’.
Mit anderen Worten: Fiihrt man den Korper 4 immer wieder aus und durchlduft dabei die Kon-
figurationen C, C1, C3 und so weiter, so endet man bei der ersten Konfiguration, bei der (v) =0
gilt.
Man beachte: Es kann bei einer While-Schleife passieren, dass C F* C fiir iiberhaupt kein C’ gilt,
niamlich genau dann, wenn eine Endlosschleife durchlaufen wird.
Wir sagen nun, dass ein While-Programm P mit Korper k die Funktion f berechnet, wenn fiir alle
(1, .-, x0) € N gilt:
1. Ist f(xq,...,x) definiert, so existiert ein C mit Cipjj (X1, .. . ,Xn) HE C und (Ne=fx1,...,xn).
2. Ist f(xq,...,x,) undefiniert, so existiert kein C mit Cipj¢(x1,. . . ,Xn) Hee.
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15.3 Aquivalenzsatz

15.2.5 Syntactic Sugar

15-22 Einfacher Syntactic-Sugar.

— Die Syntax von Loop und While ist etwas »minimalistisch«.

— Es wire schon, wenn man beispielsweise auch schreiben kénnte x = 5; oder x = vy
+ z;

— Solche syntaktischen Vereinfachungen nennt man auch syntactic sugar — sie versiilen
einem das Leben, tragen aber nichts zur Méachtigkeit bei.

Public domain

Folgender denkbarer Syntactic-Sugar ist einfach einzubauen:

Direkte Zuweisung von Konstanten: x = 5;

Direkte Addition von Variablen: x = y+z;
Auswerten arithmetischer Ausdriicke: x = (3+y) xz;
Komplexere While-Pridikate: while (x > 5)

1523 SiiBerer Syntactic-Sugar.

— Eine zentrale Steuerungsanweisung fehlt uns noch: Das If-Statement!
— Wir mochten doch gerne schreiben konnen

if (v'!= 0){
IfPart

} else {
ElsePart

}

— Will man dies als Loop-Programm implementieren, braucht man einen Trick.

Das If-Statement in Loop
Man kann ein If-Statement wie folgt simulieren:

1. Berechne zunichst 7; = sgn(v), siehe Folie 15-20, in einer temporéren Variable ¢;.
2. Berechne dann f, = 1 —¢| in einer zweiten temporéren Variable.
3. Fiihre dann aus:

loop (t1l){

IfPart

}

loop (t2){
ElsePart

15.3 Aquivalenzsatz

15-24 Was kénnen die Sprachen Loop und While?

— Man kann sich nun fragen, wie mdchtig die Sprachen Loop und While sind.
— Konnen sie beispielsweise beide dasselbe? (Braucht man also iiberhaupt While-Schleifen?)
— Konnen sie so viel wie RaAMS?

Ergebnisse

— Man kann zeigen, dass man mit Loop-Programmen echt weniger berechnen kann als
While-Programme.
— Wir zeigen gleich, dass While-Programme genau so viel konnen, wie RAMS.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Aquivalenzsatz fiir While- und RAM-Berechenbarkeit 15-25

» Satz
Sei f: N" ——s N. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist While-berechenbar.
2. f ist RaM-berechenbar.

Beweisskizze. Fiir die erste Richtung sei P ein While-Programm. Wir miissen eine Ram
konstruieren, die P simuliert. Dies geht sehr einfach:

— Wir speichern die Werte der Variablen in den Registern.

Einfache Zuweisungen und Inkrements sind ganz einfach direkt zu simulieren.

Eine While-Schleife ist auch ganz einfach mit einem geeigneten Sprung if ri > 0 gofo k
zu simulieren.

Fiir jedes Loop braucht man ein zusitzliches Register, in dem bis zu 0 runtergezihlt
wird.

Fiir die zweite Richtung sei I ein RamM-Programm. Wir miissen ein While-Programm kon-
struieren, das IT simuliert.

— Wir diirfen davon ausgehen, dass I1 keine indirekte Adressierung benutzt, sieche Ubung 14.9.
Fiir jedes der endlich vielen benutzten Register gibt es nun eine Variable.

Eine Variable speichert noch den Programmzdihler.

— Das Programm besteht dann aus einer groffen While-Schleife, in der Folgendes passiert:

1. In einer langen Folge von If-Anweisungen finde den Befehl von I1, der zum aktu-
ellen Programm-Zihler gehort.

2. Simuliere den Befehl (mit einem kleinen passenden Loop-Programm) und aktua-
lisiere den Programmzéhler.

Die Schleife wird beendet, wenn der Programmzihler auf dem stop-Befehl steht. [

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Loop-Programme bestehen aus einfachen Zuweisungen und Schleifen, bei denen eine 15-26
Variable vorher angibt, wie oft sie durchlaufen werden.
Sie produzieren immer ein Ergebnis.
2. While-Programme erlauben zusdtzlich auch While-Schleifen.
Sie produzieren nicht immer Ausgaben, nimlich dann nicht, wenn sie in Endlosschleifen
gehen.
3. Eine Funktion ist genau dann While-berechenbar, wenn sie RaMm-berechenbar ist.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 5.1.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 15.1  Grammatik fiir die Sprachen Loop und While, leicht

Geben Sie fiir die Syntax der Programmiersprachen Loop und While jeweils kontextfreie Grammatiken
an, zusammen mit natiirlichsprachlichen Einschrinken an die Menge der erlaubten Programme. Die
»natlirlichsprachlichen Einschrinkungen« sind notwendig, da man mit kontextfreien Grammatiken ja
nicht ausdriicken kann, dass nur deklarierte Variablen auch wirklich verwendet werden diirfen. Ebenso
sind diese sehr praktisch, um auszuschlieBen, dass Schliisselworte als Bezeichner verwendet werden.
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Kaum etwas wird unter Informatik-Studenten und Informatik-Professoren mit mehr Elan
diskutiert als die Frage, ob man im ersten Semester eines Informatik-Studiums lieber mit
funktionaler oder doch lieber mit imperativer Programmierung beginnen sollte. Sollten Sie
sich an solcher einer Debatten beteiligen wollen, hier ein paar Argumente fiir beide Seiten:

Warum man mit funktionaler Programmierung beginnen sollte

Funktionale Sprache sind eleganter, es gibt weniger Sonderregeln und Sonderfille.
Funktionale Sprachen zeigen Grundideen wie die Rekursion viel klarer auf, was fiir
Einsteiger sehr niitzlich ist.

Alle Studierende fangen auf einem @hnlichen Wissensstand an.

Es gibt keine Zeiger, wodurch eine grofie Verstindnisschwierigkeit wegfillt.
Funktionale Sprachen lassen sich prinzipiell viel besser optimieren.

Fiir die imperativen Sprachen sprechen im Wesentlichen drei Griinde:

Warum man mit imperativer Programmierung beginnen sollte

— Im Alltag der Software-Entwicklung werden imperative Sprachen eingesetzt.
— Im Alltag der Software-Entwicklung werden imperative Sprachen eingesetzt.
— Im Alltag der Software-Entwicklung werden imperative Sprachen eingesetzt.

In diesem Kapitel werden nun gleich zwei funktionale Sprachen eingefiihrt mit den schonen
Namen PrimitiveML und MiML (das »ML« steht fiir die Programmiersprache gleichen
Namens, von der die Syntax dieser Sprachen geborgt wurde). Ahnlich wie im vorherigen
Kapitel sind dies keine »ausgebauten« funktionalen Programmiersprachen; wieder geht es
nur darum, einen moglichst minimalistischen Kern zu definieren, auf dem man dann jede
Menge Syntactic-Sugar streuen kann, um daraus eine verniinftige Programmiersprache zu
machen.
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16.2 Imperative versus funktionale Programmierung

Eine der wesentlichen Eigenschaften einer funktionalen Sprache ist, dass sie Rekursion un-
terstiitzt. Genaugenommen wird in der funktionalen Programmierung Rekursion fiir einfach
alles genutzt, selbst da, wo es nun wirklich keinen Sinn ergibt. Dies mag einer der Haupt-
griinde sein, weshalb manche Leute allergisch auf solche Sprachen reagieren. Die beiden
Sprachen PrimitiveML und MiiML unterscheiden sich lediglich dadurch, welche Arten von
Rekursion erlaubt sind.

Zwei imperative Sprachen, zwei funktionale Sprachen, zwei Kapitel. In der Special Theory
Edition von Matrix Reloaded kommentiert Morpheus dies wie folgt: »I do not believe in
chance when I see two chapters, two imperative language, two funtional languages. I do not
see coincidence, I see providence, I see purpose. I believe it is our fate to be here. It is our
destiny. I believe this chapter holds for each and every one of us the very meaning of our
lives.« Wie wir sehen werden, hat er mit »/ see providence« recht: Die imperative Sprache
Loop ist genau gleichmichtig zur funktionalen Sprache PrimitiveML, die Sprache While
hingegen zu MiiML. Ob allerdings seinem letzten Satz zuzustimmen ist, bleibt abzuwarten.

16.1 Imperative versus funktionale Programmierung

Zur Historie der funktionalen Programmierung

— Die ersten funktionalen Sprachen gab es bereits, bevor es Computer gab.

— Insbesondere wurde Churchs A-Kalkiil bereits untersucht, bevor Turing seine Turing-
Maschine vorstellte.
(Der Streit, ob nun funktional oder imperativ besser ist, ist also eigentlich so alt wie die
Informatik selbst.)

— Die erste funktionale Sprache, die groere Verbreitung erlangte, war Lisp.

— Spiter folgten dann ML und Haskell.

Die wesentlichen Ideen hinter funktionalen Programmen.

— Programme bilden Eingaben auf Ausgaben ab — semantisch sind sie also Funktionen.

— Esliegt deshalb nahe, der Verkettung und Verarbeitung von Funktionen besondere Auf-
merksamkeit zu schenken.

— Es zeigt sich (und dies ist ein wesentliches Resultat dieses Kapitels), dass man iber-
haupt nur die Verkettung von Funktionen und Rekursion braucht.

— Eine (reine) funktionale Sprache erlaubt deshalb nur Folgendes:

1. Neue Funktionen als die Verkettung bekannter Funktionen zu definieren und
2. neue Funktionen mittels Rekursion zu definieren.

— Da die Rekursion eine so zentrale Rolle spielt, heiit die Untersuchung der Michtigkeit
funktionaler Sprachen »Rekursionstheorie«.

16.2 Primitive Rekursion
16.2.1 Dieldee

Die Ideen hinter PrimitiveML
Die drei Grundideen

1. Es gibt nur einen Datentyp: natiirliche Zahlen. (Wie liberraschend...)

2. In einem Programm werden Funktionen definiert, die Tupel von natiirlichen Zahlen auf
natiirliche Zahlen abbilden.

3. Man definiert eine Funktion auf zwei Arten:

3.1 Die Anwendung verschiedener, bereits definierter Funktionen auf die Eingabeva-
riablen.
3.2 Die Anwendung des primitiven Rekursionsschemas.
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16.2 Primitive Rekursion

Das Henne-Ei-Problem

Um eine neue Funktion zu definieren, braucht man immer schon bestehende. Wie fingt man
also liberhaupt an?

Am Anfang sind immer schon zwei Funktionen definiert:

— Die Funktion 0, die einfach die Konstante O liefert.
— Die Nachfolgerfunktion succ.

Die primitive Rekursion.

— Die wesentliche Idee einer Rekursion ist, ein Problem fiir einen Wert x zu 16sen, indem
man das Problem zundchst fiir x — 1 lost.

— Das fiihrt dazu, dass man dann das Problem zunéchst fiir x — 2 16sen muss, und so weiter.

— Abbrechen muss man die Berechnung dann bei x = 0, wo man die Losung »direkt an-
gibt«.

Idee hinter der primitiven Rekursion
Das primitive Rekursionsschema definiert eine Funktion f: N'*! — N wie folgt:

1. Man gibt an, wie f(xi,...,x,,0) lautet.
2. Man gibt an, wie man f(xj,...,x,,y + 1) berechnen kann, wenn man f(x,...,X,,y)
kennt.

16.2.2 Syntax von PrimitiveML

Syntax von PrimitiveML
Variablen und Funktionsnamen

Definition: Bezeichner und Schliisselworte
Die Bezeichner von PrimitiveML sind genauso definiert wie in Loop und While. Schliissel-
worte sind diesmal succ, fun und min.

Definition: Variablennamen und Funktionsnamen
Variablennamen und Funktionsnamen sind Bezeichner. Jeder Funktionsname hat eine Stel-
ligkeit n € N. Eine Funktion der Stelligkeit 0 nennt man auch eine Konstante.

Erlduterungen:

— Auf der semantischen Seite steht ein Variablenname fiir einen festen Wert, ein Funkti-
onsname der Stelligkeit # fiir eine Funktion f: N* — N.

— Anders als imperativen Sprachen éndern Variablen ihre Werte nicht. Sie sind eher mit
den Variablen aus der Mathematik zu vergleichen.

Syntax von PrimitiveML
Terme

Definition: Term
Ist V eine Menge von Variablenamen und F eine Menge von Funktionsnamen, so ist die
Menge der Terme induktiv wie folgt definiert:

1. 0 ist ein Term.

2. Jede Variable in V ist ein Term.

3. Jede Konstante in F ist ein Term.

4. Ist f € F ein n-stelliger Funktionsname und sind ¢ bis f,, Terme, so ist f(z1,...,#,) ein
Term.

Beispiel

Typische Terme sind
- pi
- £(0,9(x,fo0))
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16.2 Primitive Rekursion

Syntax von PrimitiveML
Nichtrekursive Funktionsdefinition

Definition: Nichtrekursive Definition
Eine nichtrekursive Definition einer n-stelligen Funktion hat folgende Form:

fun Funktionsname (vi,...,v,) = term
Dabei gelten fiir den term folgende Einschrinkungen:

— Als Variablen diirfen nur v; bis v, benutzt werden.

— Als Funktionsnamen diirfen nur bereits in fritheren Funktionsdefinitionen eingefiihrte
Funktionsnamen benutzt werden.

— Der Funktionsnamen darf nicht im term auftauchen.

Fiir den Fall n = 0 entfallen die Klammern.

Beispiel

fun one = succ(0)

fun id (x) = x

fun plus2 (x) = succ(succ(x))

Syntax von PrimitiveML
Primitivrekursive Funktionsdefinition

Definition: Primitivrekursive Definition
Eine primitivrekursive Definition einer (n—+ 1)-stelligen Funktion hat folgende Form:

fun Funktionsname (vi,...,v,,0) = initial_term
| Funktionsname (Vi,...,Vn, succ (Vy41)) = rekursions_term

Dabei gelten fiir die Terme folgende Einschrankungen:

— Fiir den initial_term gelten dieselben Einschriankungen wie bei der nichtrekursiven De-
finition.
— Im rekursions_term darf der Term Funktionsname (vi, ..., vy, Vu4+1) genutzt werden.

Beispiel
fun pred(0) = 0

| pred(sucec(x)) = x
fun add(x,0) = x

| add(x,succ(y)) = succ(add(x,y))
fun sub(x,0) =y

| sub(x,succ(y)) = pred(sub(x,y))
fun mul (x,0) = 0

| mul (x,succ(y)) add (x,mul (x,Vy))

fun if _help(x,y,0) =y
| if _help(x,y,succ(z)) = x

fun if then_else(x,y,z) = if_help(y,z,x)

fun sign(x) = sub(x,pred(x))
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16.2 Primitive Rekursion

Syntax von PrimitiveML

Simultane Rekursion

Folgende Erweiterung der Definition ist oft niitzlich, man kann aber zeigen, dass man sie
eigentlich nicht braucht:

Definition: Simultane primitivrekursive Definition

— Bei einer simultanen primitivrekursiven Definition schreibt man mehrere primitivrekur-
sive Definition hintereinander, wobei beim Zusammenfassen fun durch | ersetzt wird.

— Dadurch werden gleichzeitig mehrere (n+ 1)-stelligen Funktionen definiert.

— Neu ist, dass in den Rekursionstermen jeweils auch die anderen Funktionen aufgerufen
werden diirfen.

Beispiel

fun even (0) = succ (0)
| even (succ(x)) = odd(x)
| odd (0) =0
| odd (succ (x)) = even (x)

Syntax von PrimitiveML

Definition: PrimtiveML-Programm
Ein PrimitiveML-Programm ist ein Wort iiber dem ascii-Alphabet, das aus einer Folge von
Funktionsdefinitionen besteht. Dabei sind folgende Regeln einzuhalten:

— Die Funktion succ darf in jeder Funktionsdefinition benutzt werden.

— Ansonsten diirfen in einer Funktionsdefinition nur bereits vorher definierte Funktionen
benutzt werden (auBer bei der primitiven Rekursion gemé8 den dort giiltigen Regeln).

— Leerzeichen und Zeilenumbriiche sind, aufler nach dem Schliisselwort £un, optional.

Zur Ubung
Erginzen Sie folgendes Programm um die Definition einer Funktion fac zur Berechnung
der Fakultit:

fun add(x, 0) = x
| add(x,succ(y)) succ (add (x,Vy))

0
add (x, mul (x,y))

fun mul (x,0)
| mul (x,succ(y))

fun fac ...?

16.2.3 Semantik von PrimitiveML

Die Semantik eines PrimitiveML-Programms
Die Idee

Wie bei jeder Programmiersprache ist ein PrimitiveML-Programm zunéchst erstmal ein

Wort iiber dem ascii-Alphabet.

— Die Semantik der Programmiersprache gibt nun an, was so ein Wort bedeutet.

— Es liegt nahe, dass wir ein PrimitiveML-Programm als die Definition von Funktionen
interpretieren.

— Die von einem Programmtext definierten Funktionen sind dann genau so definiert, wie

man es erwarten wiirde, beispielsweise definiert das Programm

fun add(x,0) = x
| add(x,succ(y)) = succ(add(x,y))

gerade die Funktion add: N> — N mit add(x,y) = x +y.
— Das muss man jetzt noch einigermaBen formal aufschreiben.
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16.2 Primitive Rekursion

Die Semantik eines PrimitiveML-Programms 16-16

P Definition: Semantik eines PrimitiveML-Programms
Sei P ein PrimitiveML-Programm und seien f; bis f,, die Namen aus den Funktionsdefi-
nition in der Reihenfolge ihres Auftretens. Wir definieren dann fiir jedes i eine Funktion
¢;: N* — N, wobei n; gerade die Stelligkeit von f; ist. Diese Funktionen heiflen die von P
beschriebenen Funktionen.

1. Ist f; eine nichtrekursive Funktionsdefinition der Form
fun fi(vi,...,v,) = term

soist @;(xy,...,x,) mit (xq,...,x,) € N" gerade die Auswertung des Terms, wobei jede
Variable v; gerade als x; interpretiert wird und jeder Funktionsname f; in term gerade
als die Funktion ¢;.

Siehe das Skript zu »Logik fiir Informatiker« zu Details, wie die Termauswertung de-
finiert ist.

2. Ist f; eine primitivrekursive Funktionsdefinition der Form
fun f;(vi,...,V,;, 0) = initial_term
| fi(Vi,..., vy, suce (Vyt1)) = rekursions_term

so ist @;(x1,...,x,,0) gerade die Auswertung von initial_term. Der Wert von @;(x1,.. .,
X, X+ 1) ergibt sich fiir jedes x rekursiv aus der Auswertung des rekursions_term, wobei
alle Vorkommen von f;(vy,...,v,,v,+1) durch den Wert von ¢;(xy,...,x,,x) ersetzt
werden.

Die Klasse der primitivrekursiven Funktionen. 16-17

P Definition: Primitivrekursiven Funktionen
Eine Funktion f: N* — N heif3t primitivrekursiv, wenn sie von einem PrimitiveML-Programm
P beschrieben wird.
Die Klasse aller primitivrekursiven Funktionen bildet die Klasse PR.

Beachte:

— Diese Klasse enthilt Funktionen und keine Sprachen. Man nennt sie deshalb auch eine
Funktionenklasse.

Man kann Funktionenklassen und Sprachklassen nicht direkt vergleichen.

Beispiele von Funktionen in PR sind:

— Die Grundrechenarten,

— Potenzierung,

— der Primzahltest (also f(p) = 1, falls p prim ist, sonst f(p) = 0).
Es ist nicht leicht, eine Funktion zu finden, die nicht primitivrekursiv ist.

16.2.4 Primitivrekursiv = Loop-berechenbar

Jede primitivrekursive Funktion ist Loop-berechenbar und umgekehrt. 16-18

» Satz
Sei f: N" — N. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. f ist primitivrekursiv.
2. f ist Loop-berechenbar.

Beweisideen

— Bei beiden Richtungen wird jeweils ein Programmtext in der einen Programmiersprache
in einen Programmtext der anderen Programmiersprache iibersetzt.

— Entscheidend ist, dass ein 1oop-Konstrukt gerade einer primitivrekursiven Funktions-
definition entspricht.

Kommentare zum Beweis

Beweis. Wir miissen zwei Richtungen zeigen. Sei zunichst f primitivrekursiv.' ! Erste Richtung. ’

D o D . s S Skript
Sei P ein PrimitiveML-Programm, das (unter anderem) f beschreibt. Unser Ziel ist es, daraus ein ein i
Loop-Programm P’ zu konstruieren, dass ebenfalls P berechnet.’ 2 Rezept »Konstruktiver Beweisc

Die Idee ist, fiir jede Funktionsbeschreibung eines f; ein Loop-Programm Pi’ zu schreiben, das eben-
falls diese Funktion berechnet.
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16.2 Primitive Rekursion

1. Erster Fall: Eine nichtrekursive Funktionsdefinition der Form
fun f; (vi,...,vn) = term

Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass ferm lediglich einfach ver-
schachtelt ist, anderenfalls konnen wir durch die Definition von neuen Funktionen fiir Teilterme
dies erzwingen.
Sei also term von der Form f;(t1,...,t;,) und jedes ¢; sei vor Form f, (v}-7 e v;fkf ), wobei die vi-
die passenden Variablen aus {vi,...,v,} sind. In ¢; konnen nur Funktionsnamen Ji; mit kj <i
verwendet werden (da die Definition ja nichtrekursiv ist). Folglich kennen wir fiir jedes f bereits
ein Programm P,é, das f; berechnet.
Wir fithren nun folgende Schreibweise ein: Wir schreiben v < P(vy,...,vy) fiir den Programm-
text eines Programms P, allerdings mit folgenden Anderungen:
— Die Signatur und die Deklaration der Hilfsvariablen werden weggelassen.
— Die Hilfsvariablen und Parameter werden umbenannt, so dass sie sonst nicht vorkommen.
— Ist p; der i-te Parameter von P, so stellen wir die Zeile p; = v;; voran.
— Ist return x; letzte Zeile von P, so ersetzen wir diese durch v = x;
Durch die Umbenennung eingefiihrte Hilfsvariablen werden natiirlich deklariert.
Das gewiinschte Programm P! fiir f; ergibt sich nun grob wie folgt:

uint f; (uint vi, ..., uint v,)
{
: 1. : My,
uint v;; ... uint v;"*;
n
uint #;; ... uint g, ;

uint result;

i
f <—P,:](v{7...,v1 !

Ik
n ePk’z(v;,...,vzz)

: n,
In <—P,é”(v,1,,...,v,,k")
result < P/(t1,...,tn)

return result;

}

2. Zweiter Fall: Eine primitivrekursive Funktionsdefinition der Form

fun fi(vi{,...,vn,0) = initial_term
| fi(Vi,..., Vo, suce (Vyy)) = rekursions_term

Wir diirfen diesmal (wieder durch Einfiihrung von Hilfsfunktionen) davon ausgehen, dass sowohl
initial_term als auch rekursions_term beide einfache Funktionsanwendungen auf Variablen sind.
Wir kdnnen sogar annehmen (wieder durch Einfiihrung von Hilfsfunktionen), dass initial_term =
fi(vi,-..,vn) gilt und rekursions_term = fr(vi,...,vn,Vat1, fi(Vis-- -, Vag1))-

Dies wird in folgendes Programm verwandelt:

uint f; (uint vi, ..., uint v,)
{

uint i;

uint previous;

previous < fj(vi,...,va)

loop (vn) {
previous < fi(vi,...,vn,i, previous)
it++;

return previous;

}

Eine simultane Rekursion wird dhnlich dargestellt, es miissen nur mehrere previous-Variablen
genutzt werden.

Die Korrektheit der Konstruktion zeigt man nun durch Induktion.

Fiir die zweite Richtung sei P ein Loop-Programm. Wir miissen dieses in ein PrimitiveML-Programm
P’ umwandeln.” Fiir die Konstruktion sei w das ascu-Wort, das die Folgen von Zuweisungen und
Loop-Schleifen von P enthilt (siehe Definition 15.2.3). Unser Ziel ist es, ein PrimitiveML-Programm
zu konstruieren, das jede Konfigurationen C von P auf die Konfiguration C’ mit C " C’ abbildet.
Dabei ist zunzichst problematisch, dass C’ ja ein Tupel ist, PrimitiveML-Funktionen hingegen immer
nur eine einzelne Zahl zuriickgeben. Um dieses Problem zu 16sen, konstruieren wir gleich mehrere
Funktionen, ndmlich eine Funktion fiir jede Komponente des Tupels, das eine Konfiguration ausmacht.
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16.2 Primitive Rekursion

Das Programm P enthalte gerade n Variablen, die wir der Einfachheit halber als v| bis v, bezeich-
nen. Dann enthilt das Programm P’ fiir jedes v; eine Funktiondefinition f;, die jede Konfiguration C
(also jedes Tupel aus N™) auf die i-te Komponente der Konfiguration C’ abbildet (mit C - C”). Die
Behauptung folgt dann, da eine der Funktionen (ndmlich diejenige, die den Wert der Return-Variable
berechnet) gerade f ist.

Fiir die Konstruktion der Funktionen f; gehen wir strukturell-induktiv vor:

1. Ist P einfach das Programm v; = 0;, so lautet P’ wie folgt:

fun fi (vi,..., ) = v
fun fi | (vi,...,v0) = Vieg
fun f; (vi,...,v) =0
fun fi1 (Vi,-eo V) = Vigd
fun f, (v, ..., V) = Wn

Dies ist korrekt, da der Effekt der Zuweisung v; = 0; ja lediglich ist, dass v; auf Null gesetzt
wird und alle anderen Variablen ihren Wert erhalten.
2. Ist P einfach das Programm v; = v;;, so lautet P analog wie oben, nur mit folgender Zeile fiir

fi:

fun fi(vi,...,v) = v;

3. Ist P das Programm v;++;, so lautet die Zeile fiir f;:

fun fi (vi,...,va) = succ(v;)

4. Ist P das Programm v;——;, so lautet die Zeile fiir f;:

fun f; (vi,...,va) = pred(v;)

Hierbei ist pred wie iiblich am Anfang definiert.
5. Ist P die Hintereinanderausfiihrung zweier Programme P" und P?, beschrieben durch Funktionen
fll bis f,} und f12 bis fnz, so lautet P wie folgt:

fun fi i, .oovn) = 0L ) fE )

fun fVl(vll"'IVVl) = fr%(fll(vlvﬂ'7vﬂ)7-'~7fnl(v17~~'7v"))

In der Tat wird hierdurch die Berechnung von P2, repriasentiert durch die f,-z—Funktionen, gestartet
mit den Werten, die die £ -Funktionen — also P! — lieferten.

6. Ist P das Programm loop (v;) {Q} und ist Q durch Funktionen g; bis g, beschrieben, so lautet
P wie folgt:

fun hy (vi,...,vs,0) = v
| hi(vi,... v, suce(t)) = gi(hi(vi,. ., vnot), o (Vi e t)

| A (Viyooir Vi, 0) = vy
| hn (viy...,vp,suce(t)) = gu(hi(vi,- oy Vn,t),e s Bn(Viy - ooy vnyt))

fun fi (vi, ..., ve) = hi(Vi,.. V0, vi)

fun fu (vi,... V) = ha(vi,...,vn,vi)

Man zeigt nun durch Induktion Folgendes: Die Funktionen #; liefern, angewendet auf eine Kon-
figuration in den ersten n Parametern und einer Zahl 7 in dem (n + 1)-sten Parameter, gerade
die Konfiguration nachdem die Schleife #-mal durchlaufen wurde. Fiir den Induktionsanfang gilt,
dass, wenn die Schleife gar nicht durchlaufen wird (¢t = 0), die gleiche Konfiguration wie vorher
erreicht wird, weshalb die /;’s hier die Identitit darstellen. Fiir den Schritt beachte man einfach,
dass die #;’s in jedem Rekursionsschritt einmal die g;’s und damit das Programm Q anwenden.
Hieraus folgt nun, dass die f; korrekt sind, denn sie wenden /; ja gerade mit der Iterationszahl v;
an.

Da hiermit alle Moglichkeiten, wie P aufgebaut sein kann, abgedeckt sind, folgt die Behauptung. [
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16.2 Primitive Rekursion

Vereinfachte Beispiele fiir die Umwandlung eines PrimitiveML-Programms in ein
Loop-Programm.

Beispiel

fun plus2(x) = succ(succ(x))
fun plus4 (x) plus2 (plus2 (x))

wird zu

uint plus4 (uint x)
{

uint templ;

uint temp2;

templ = x; // Berechne plus2 (x)

templ++;

templ++; // plus2(x) in templ gespeichert
temp2 = templ; // Berechne plus2 (templ)
temp2++;

temp2++;

return temp2; // Rickgabe ist plus2(plus2 (x))

Beispiel
fun add(x,0) = X

| add(x,sucec(y)) = succ(add(x,y))
wird zu

uint add (uint x,uint y)
{

uint temp;

uint current_y;

uint previous;

previous = x; // Initial_term

loop (y) { // Rekursion
// Werte succ(add(x,y)) aus
temp = previous; // temp = add(x,y)
temp++; // temp = succ(add(x,y))
previous = temp;

current_y++;

Vereinfachte Beispiele fiir die Umwandlung eines Loop-Programms in ein
PrimitiveML-Programm.

Beispiel

uint foo (uint x)

{

return x;

}

wird zu
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16.3 u-Rekursion

fun pred(0) = 0

| pred(succ(x)) = x
fun foo(x) = succ(succ(pred(pred(x))))
Beispiel

uint bar (uint x, uint y, uint z)
{
z++;
loop (z) |
x++;
Y==i
}
return x;

}

wird zu
fun pred(0) = 0 | pred(succ(x)) = x
fun help_x(x,vy,0) = x
| help_x(x,y,succ(t)) = succ(help_x(x,y,t))
| help_y(x,vy,0) =y
| help y(x,y,succ(t)) = pred(help_y(x,y,t))
fun bar (x) = help_x(x,y,succ(z))

16.3 u-Rekursion
16.3.1 Syntax von MUML
Syntax von MUML

u-Rekursion

Definition: p-Rekursionsterme
Wir erweitern die Definition der Terme um folgende Regel:

— Ist ¢ ein Term, so auch

(min v. == 0)

Andere Schreibweisen sind (px)[t = 0] oder (ux: t =0).

Beispiel
fun even (0) = succ (0)
| even (succ(x)) = odd(x)
| odd (0) =0
| odd (succ (x)) = even (x)
fun add(x,0) = x
| add(x,succ(y)) = succ(add(x,y))

fun one = (min z. odd(add(succ(0),z)) == 0)

159
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16.3 u-Rekursion

16.3.2 Semantik von MUML

Die Semantik eines MUML-Programms

Definition: Semantik eines MUML-Programms

Sei P ein MiiML-Programm. Dann beschreibt P eine Menge von partiellen Funktionen
fit N ——» N. Diese Funktionen sind analog zur Semantik von PrimitiveML definiert mit
folgenden Anderungen:

1. Ein Term der Form
(min v. t == 0)

wertet zur Zahl x € N aus, fiir die
1.1 t mit der Variable v belegt mit x gerade 0 ergibt und
1.2 ¢ mit der Variable v belegt mit einem beliebigen y < x definiert ist und nicht zu 0
auswertet.
Gibt es kein solches x, so ist der Wert des Terms undefiniert.
2. Ist in einer Termauswertung ein Teilterm undefiniert, so ist der gesamte Term undefi-
niert.

Die Klasse der rekursiven Funktionen.

Definition: Partiell-rekursive und total-rekursive Funktionen

Eine Funktion f: N" --» N heilit partiell-rekursiv, wenn sie von einem MiiML-Programm
P beschrieben wird. Ist f sogar total (also eine echte Funktion), so heiit f (zusitzlich) total-
rekursiv.

Die Klasse aller partiell-rekursiven Funktionen bildet die Klasse R. Die Klasse aller total-
rekursiven Funktionen bezeichnet man mit Ry.

Aufgrund der Definitionen gilt unmittelbar:

PR C Ry CR.

16.3.3 Partiell-rekursiv = While-berechenbar

Jede partiell-rekursive Funktion ist While-berechenbar und umgekehrt.

Satz
Sei f: N" -—» N. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

. f ist partiell-rekursiv.

. f ist While-berechenbar.
. f ist RAM-berechenbar.

. f ist Turing-berechenbar.

A W N =

Beweis. Wir miissen nur die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen nachweisen. Sei zu-
nichst f partiell-rekursiv via eines While-Programms P. Die Umwandlung in ein MiiML-
Programm funktioniert genauso wie bei PrimitiveML, einzig eine Anwendung eines -
Operators muss gesondert behandelt werden.
Sei (min v. ¢t == 0) ein Term und sei P, ein Programm, dass ¢ auswertet. Dann leistet
folgendes While-Programm das Gewiinschte:

uint v;
uint test;

v = 0;

test < B(v)

while (test != 0) {
v++;
test < B(v)

}
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164  *Die kleenesche Normalform

Fiir die andere Richtung miissen wir ein Programm der Form while (v; != 0) {Q} um-
wandeln. Die geschieht mittels eines Programms, das wie folgt aufgebaut ist:

— Mittels primitiver Rekursion werden Funktionen definiert, die den Effekt einer die i-
fache Ausfiihrung von Q berechnen.

— Mit einer Anwendung der p-Operators kann man dann die kleinste Zahl berechnen, so
dass die fiir v; zustindige Funktion Null liefert.

— Setzt man diese Zahl dann wieder in die primitive Rekursion ein, so erhdlt man die
gewlinschten Werte.

Seien g; Funktionen, die Q beschreiben, siche den Beweis von Satz 16-18. Dann lautet ein
MiiML-Programm zur Berechnung von P wie folgt:

fun hy (vi,...,vs,0) = v
| bt 1, vn,suce(t)) = gr(hi(vis.. ., vast), s (vi, ..o vnst))
| hl’t(vll~--lvnlo) = Vn
| hp (vi,...,va,suce(t)) = gn(h(Viy-eyvnyt)see s n(ve, ... vn,t))
fun steps (vi,...,vs) = (min t. hi(vy,...,vp,t) == 0)
fun fi (vi,...,vn) = hi(v1,...,vn,steps (vi,...,vn))
fun fu (vi,...,vn) = hi(vh,...,vn,steps (Vi, ..., vn))

Wie schon im Beweis von Satz 16-18 argumentiert, berechnen die /; gerade die Werte der
Variablen v; nach ¢ Ausfiithrungen von Q. Folglich berechnet die step-Funktion, wie oft
man Q ausfithren muss, bis v; = 0 gilt. Hieraus folgt, dass die f; die korrekten Werte liefern.

O

16.4 *Die kleenesche Normalform

Die Idee hinter der kleeneschen Normalform.

— Durch den p-Operator kdnnen Programme entstehen, die »in Endlosschleifen« ver-
schwinden.

— Es wire deshalb schon, den Einsatz dieses Operators zu minimieren.

— Wir werden gleich sehen, dass man jede berechenbare Funktion mit nur einer Anwen-
dung des Operators berechnen kann.

— Fiir imperative Programme bedeutet dies: Jedes Programm ldsst sich so umschreiben,
dass es nur eine einzige While-Schleife enthilt und sonst nur Loop-Schleifen.

Der Satz Uber die kleenesche Normalform.

Satz
Sei f partiell-rekursiv. Dann gibt es ein MiiML-Programm, das f beschreibt und nur eine
Anwendung des [L-Operators enthdlt.

Beweis. Aufgrund von Satz 16-24 ist f auch Ram-berechenbar. Wir hatten dann gezeigt in
Satz 15-25, dass sich jedes RaM-Programm in ein While-Programm umwandeln l4sst. Im Be-
weis wurde dafiir nur eine While-Schleife benutzt. Wandelt man nun das While-Programm in
ein MiML-Programm um, so wird diese eine While-Schleife durch genau einen p-Operator
ersetzt. O

161
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Zusammenfassung dieses Kapitels
Zusammenfassung dieses Kapitels

16-27 1. Funktionale Sprachen definieren Funktionen mittels Verkettung und verschiedenen For-

men von Rekursion.

2. Die einfachste Form der Rekursion ist die primitive Rekursion, die dquivalent ist zur
Loop-Berechenbarkeit.

3. Die u-Rekursion findet die kleinste Nullstelle einer Funktion und ist dguivalent zur
While-Berechenbarkeit.

4. Jedes Programm kann in eines mit nur einer While-Schleife umgeformt werden (dies
nennt man dann die kleenesche Normalform).

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 5.2.
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Kapitel 17
Die Church-Turing-These

Intuitiv-berechenbar = Turing-berechenbar

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Geschichte der Turingmaschine kennen 17.1 Di? Church-Turing-Thes?
2. Aussage der Church-Turing-These kennen 1711 Die Ac?kermann-Funktlon ........
3. Begriff der »Turing-Michtigkeit« kennen 1712 Geschichte . . ..............

17.1.3 Die These .

17.2.1 Grammatiken
17.2.2 Game of Life

In den letzten Kapiteln wurden eine ganze Reihe doch sehr heterogener Konzepte einge-
fiihrt: nichtdeterministische Turingmaschinen, Register-Maschinen, minimalistische impe-
rative Programmiersprachen und funktionale Programmiersprachen. Ob Sie diese Konzepte
spannend finden, miissen Sie selber wissen — gihnend langweilig waren auf jeden Fall die
Sidtze, die wir iiber Michtigkeit dieser Modelle bewiesen haben: Alle Kapitel endeten mit
dem Satz »Mit dem neuen Modell kénnen wir genau so viel berechnen wie mit determini-
stischen Turing-Maschinen.« (Natiirlich schreibt diesen Satz mathematisch etwas hiibscher
und unverstindlicher auf, die Aussage ist aber genau diese.)

Liegt diese Ohnmacht der Modelle an der raffinierten, ja gar perfiden Auswahl der Maschi-
nenmodell durch den Autor? Hat er vielleicht die logischen Programmiersprachen genau
deshalb mit keiner Silbe erwihnt, weil bei diese viel mehr zu holen ist? Maschinenmodel-
le aus prihistorischer Zeit (nach Informatiker-Zeitrechnung, also élter als fiinf Jahre) wer-
den ausfiihrlich behandelt, moderne Quanten-Computern hingegen wie zufillig unter den
Teppich gekehrt — was hat der Autor zu verschweigen? Wieso werden pNna-Computer mit
Nichtachtung gestraft?

Wie bei den meisten Verschworungstheorien ist die Wahrheit eher profan: Man konnte die
Liste der Modelle und Programmiersprachen noch iiber viele, viele weitere Vorlesungen ver-
langern — man wiirde kein neues Maschinen- oder Programmiermodell finden, das méchtiger
ist als die Turing-Maschine. Glauben Sie mir, viele Leute haben das versucht.

Erinnern wir uns daran, wie Turing seine Turing-Maschine eingefiihrt hat: Ausgehend von
der Beobachtung, was ein Mensch prinzipiell iiberhaupt jemals berechnen konnte, hat er ein
Modell definiert, das genau diese von Menschen durchfiihrbaren Berechnungen nachvoll-
zieht. Folglich miisste ein Maschinenmodell, das mehr kann als die Turing-Maschine, auch
mehr konnen, als Turings idealisierter Mathematiker. Die Church-Turing-These besagt des-
halb, dass einfach alles, was man »intuitiv« berechnen kann, auch von einer Turingmaschine
berechnet werden kann.

Wie beweist man die Church-Turing-These? Gar nicht. Die These ist kein mathematischer
Satz, sondern eine philosophische Aussage. Das Problem ist, dass der Begriff »intuitiv be-
rechenbar« mathematisch nicht genau definiert ist — und definiert man diesen, so landet man
eben genau bei einem Modell wie der Turing-Maschine. Dann wiirde man also nur bewei-
sen, dass Turing-Maschinen genau das konnen, was Turing-Maschinen konnen. Das erinnert
stark an den Slogan »Was Friseure konnen, konnen nur Friseure« der Friseurinnung und ist

17.2 Alternative Modelle
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17 Die Church-Turing-These
17.1 Die Church-Turing-These

auch in etwa von der gleichen intellektuellen Nahrhaftigkeit.

Stimmt die Church-Turing-These? Es scheint so. Andererseits kdnnte man sich durchaus
vorstellen, dass neuartige Computer wirklich mehr konnen als Turing-Maschinen. Beispiels-
weise konnte man sich zunéchst berechtigte Hoffnungen machen, dass Quanten-Computer
Berechnungen anstellen kdnnen, an die Turing nicht gedacht hat. Diese Hoffnung zerschligt
sich jedoch schnell — Quantenrechner konnen auch nicht mehr als der pc von der Stange; sie
sind nur schneller.

Trotzdem bleibt die Church-Turing-These nur eine These. So konnten in exotischen Umge-
bungen (wie in der Néhe eines Schwarzen Loches) durchaus Berechnungen moglich sein,
an denen eine Turing-Maschine scheitert.

17.1  Die Church-Turing-These
17.1.1  Die Ackermann-Funktion
Sind alle »intuitiv berechenbaren« Funktionen Loop-berechenbar?

— Als man sich Anfang des 20. Jahrhunderts daran machte, den Begriff der »Berechen-
barkeit« zu formalisieren, stand man vor einem Problem.

— Es war »intuitiv klar«, welche Funktionen berechenbar sind, aber es gab keine formale
Definition.

— Ein heiffer Kandidat waren 1926 die primitiv-rekursiven Funktionen.

— Die Klasse PR hat auch viele schone Eigenschaften:

— Sie enthilt nur (totale) Funktionen.
— Sie ist (recht) leicht zu definieren.
— Sie ist gegeniiber ganz vielen Operationen abgeschlossen.

Ein paar Uberlegungen dazu, wie schnell Loop-berechenbare Funktionen wachsen
konnen.

Eine einfache Beobachtung betreffend Loop-Programme ohne Loops

— Sei f: N — N Loop-berechenbar via eines Programms, das keine Loop-Schleifen ent-
hilt.

— Das Programm habe ¢ Zeilen.

— Dann gilt f(x) < c+x fiir alle x.

Folgerung
Die Funktion f(x) = 2x ist nicht Loop-berechenbar via eines Programms, das keine Loop-
Schleifen enthdilt.

Beweis. Zum Zwecke des Widerspruchs nehmen wir an, es gibe doch ein Programm P
fiir f. Ist n die Linge von P, soist f(n+ 1) = 2n+ 2, jedoch miisste nach obiger Uberlegung
f(n+1)<n+n+1=2n+1 gelten. O

Loop-Programme mit einem Loop

— Sei f: N— N Loop-berechenbar via eines Programms, das nur eine Loop-Schleife ent-
hilt.

Das Programm habe ¢ Zeilen.

In der Loop-Schleife kann eine Variable um maximal ¢ erh6ht werden.

Die Schleife kann maximal ¢ 4+ x Mal durchlaufen werden.

Insgesamt gilt also f(x) < x+c+ (c+x)c < dx fiir alle x > 1 und eine geeignete Kon-
stante d.
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17.1 Die Church-Turing-These 165
@ Zur Diskussion
Geben Sie eine Funktion f: N — N an, die nicht von Loop-Programmen mit nur einer Loop-
Schleife berechnet werden kann.
Loop-Programme mit zwei Loops
— Sei f: N — N Loop-berechenbar via eines Programms, das nur zwei Loop-Schleifen
enthilt.
— Das Programm habe ¢ Zeilen.
— In der inneren Loop-Schleife kann eine Variable maximal mit einer Konstante ¢ multi-
pliziert werden.
— Die Schleife kann maximal ¢ +x Mal durchlaufen werden.
— Insgesamt gilt also f(x) < d* fiir alle x > 1 und eine geeignete Konstante d.
@ Zur Diskussion
Geben Sie eine Funktion f: N — N an, die nicht von Loop-Programmen mit zwei Loop-
Schleifen berechnet werden konnen.
Was kdnnen Loop-Programme mit n Schleifen? 17-6
Wir halten fest: Loop-Programme mit
— null Schleifen kénnen maximal ¢ + x berechnen, also konstant oft den Nachfolger neh-
men;
— einer Schleife konnen maximal c¢ - x berechnen, also konstant oft x aufaddieren;
— zwei Schleifen konnen maximal ¢* berechnen, also konstant oft x aufimultiplizieren;
&)
— drei Schleifen konnen maximal konstant oft x aufpotenzieren (also x (x ) );
— vier Schleifen konnen maximal konstant oft x aufhyperpotenzieren;
— fiinf Schleifen konnen maximal konstant oft x aufhyperhyperpotenzieren;
— und so weiter.
Die Ackermann-Funktion. 17-7
P Definition: Ackermanns Originaldefinition
Die Ackermann-Funktion @ : N> — N ist rekursiv definiert:
¢(x,5,0) =y+1,
a, fallsn=0,
o(x,0,n+1)=<0, fallsn=1,
1, fallsn>1,
@(xy+1n+1)=@(x,@(x,y,n+1),n).
Man kann nun recht leicht zeigen, dass gilt:
- ¢(x,y,0) = y—+1, also die Nachfolge.
- ©(x,y,1) =x+y, also die Addition.
- ©(x,y,2) = x-y, also die Multiplikation.
- ¢(x,y,3) =¥, also die Potenzbildung.
- @(x,y,4) ist die Hyperpotenzbildung.
- ¢(x,y,5) ist die Hyperhyperpotenzbildung.
— Und so weiter.
Zentrale Eigenschaften der Ackermann-Funktion. 17-8

» Satz
Die Ackermann-Funktion ist nicht Loop-berechenbar, aber While-berechenbar.

Beweis. Zum Zwecke des Widerspruchs nehmen wir an, sie wire Loop-berechenbar via

eines Programms P.

Das Programm P habe ¢ Zeilen.

Dann enthilt es auch maximal ¢ verschachtelte Schleifen.

Folglich kann P maximal die c-fache Hyperpotenzbildung der Eingabewerte berechnen.

Damit ist aber ¢(c+ 1,c+ 1,c+ 1) grofer als die groBte Ausgabe, die P bei Eingabe

(¢+1,c+1,c+ 1) machen kann. Widerspruch.

Dass ¢ While-berechenbar ist, siecht man beispielsweise durch Angabe eines Ram-Programms
fiir diese Funktion. O



17-9

17-10

17-11

17 Die Church-Turing-These
17.2 Alternative Modelle

17.1.2 Geschichte

Geschichte der Berechnungsmodelle

Leonard Adleman:
pNa-Computer '\.

Richard Feynman: 1990
e

Quanten-Computer L

Alan Turing & S

Alonzo Church o 1960

Ackermann- Wilhelm Ackermann & 1950

funktion Gabriel Sudan 1940

1 primitiv- Rézsa Péter & 1930

= rekursiv David Hilbert 1920
2

§ endliche Warren McCulloch & 1910

3 Automaten Walter Pitts 1900
o~

17.1.3 Die These

Die Church-Turing-These

These
Die »intuitiv berechenbaren« Funktionen sind gerade die partiell-rekursiven Funktionen.

— Diese These kann man prinzipiell nicht beweisen.

— Man kann aber versuchen, sie zu widerlegen.

— Dazu miisse man eine Funktion dhnlich der Ackermann-Funktion finden, »die man be-
rechnen kann« (wie auch immer), die aber nicht von Turing-Maschinen / Rams / While-
Programmen / MiiML-Programmen berechnet werden kann.

17.2 Alternative Modelle

Das Konzept der »Turing-Machtigkeit«

— Wir haben viele Modelle kennengelernt, die »genauso viel konnen wie Turing-Maschi-
nen«.

— Dabei muss man manchmal einige definitorische Klippen umschiffen (zum Beispiel
statt »Worten« »Zahlen« benutzen oder dhnliches).

— Andererseits gibt es auch Modelle, die weniger michtig sind (primitiv-rekursive Funk-
tionen, Loop-Berechenbarkeit, endliche Automaten, Kellerautomaten).

P Definition: Turing-Machtigkeit
Man nennt ein Berechnungsmodell Turing-mdichtig, wenn es alle Turing-berechenbaren Funk-
tionen »berechnen« kann.

Wir haben schon gesehen, dass folgende Modelle Turing-michtig sind:

— Turing-Maschinen (wenig liberraschend)
Nichtdeterministische Turing-Maschinen (Satz 13-15)
Register-Maschinen (Satz 14-32)

While-Programme (Satz 15-25)

MiiML-Programme (Satz 16-24)
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17.2 Alternative Modelle

17.

2.1 Grammatiken

Allgemeine Grammatiken sind Turing-machtig.

Beh

auptung

Allgemeine Grammatiken ist Turing-méchtig.

Diese Behauptung ist etwas schwammig, da ja Grammatiken gar keine Funktionen berech-
nen. Genauer gilt Folgendes:

» Satz

Sei

L eine Sprache. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

Es gibt eine Turing-Maschine M mit L(M) = L.
Es gibt eine Grammatik G mit L(G) = L.

Beweisskizze. Fiir die erste Richtung sei G eine allgemeine Grammatik.

Fiir

17.

Wir konstruieren eine NT™ M, die w genau dann akzeptiert, wenn S =& w gilt.

Die Maschine schreibt zunéchst S auf ein Band.

Dann wihlt sie nichtdeterministisch eine Regel aus, sucht die linke Regelseite auf dem Band und
ersetzt diese durch die rechte Regelseite.

Den vorherigen Schritt wiederholt sie so lange, bis keine Nonterminale mehr auf dem Band ste-
hen.

Falls dann gerade die Eingabe auf dem Band steht, akzeptiert sie.

die zweite Richtung sei M eine Turingmaschine.

Man baut zunichst eine Grammatik G’, die »das Verhalten der Turing-Maschine« simuliert.
Die Idee ist, dass die Worte wihrend der Ableitung gerade immer die aktuellen Konfigurationen
der Maschine darstellen.

Da sich der Kopf immer nur sehr lokal bewegt, lisst sich der Ubergang von einer Konfiguration
zur néchsten tatsichlich durch Grammatik-Regeln beschreiben.

Ausgehend von der so konstruierten Grammatik G’ braucht man noch folgenden Trick: In G wer-
den vom Startsymbol aus mit geeigneten Regeln alle moglichen akzeptierenden Konfigurationen
erzeugt; weiterhin enthilt G alle Regeln von G, aber mit der linken und rechten Regelseite ver-
tauscht.

Dadurch beginnt eine Ableitung mit dem Startsymbol, fiihrt zu einer akzeptierenden Konfigura-
tionen und endet mit einem Wort, das akzeptiert wird. O

2.2 Game of Life

Conways Game of Life.

Das

Spielbrett

Das Spielbrett ist ein unendliches Gitter.

In jedem Gitterquadrat kann sich eine Zelle befinden oder auch nicht.

Am Anfang sind einige Gitterquadrate mit Zellen belegt. Sie bilden die Anfangspopu-
lation.

Generation 1

o0

©)

Die

Spielrunden

Das Spiel verlduft in Generationen (Runden).

In jeder Generation werden eventuell neue Zellen geboren, alte konnen sterben und
Zellen konnen auch einfach iiberleben.

Dafiir sind die acht umliegenden Zellen wichtig, genannt ihre Umgebung.

167
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17.2 Alternative Modelle

Generation 1 Generation 2
@J|@) O
@, O
Die Regeln

— Eine Zelle wird geboren, wenn es in ihrer Umgebung genau 3 Zellen gibt.
— Eine Zelle iiberlebt, wenn es in ihrer Umgebung genau 2 oder 3 Zellen gibt.
Sonst stirbt sie an Vereinsamung oder Uberbevolkerung.

Generation 1 Generation 2
OO O
O O
Generation 1 Generation 2
@[@, O
O O
17-14 Ein paar interessante Anfangspopulationen
Blinker
Generation 1 Generation 2 Generation 3 Generation 4
@, O
@, 000 O @J|@)
@, O
Generation 5
@,
O
O
Block
Generation 1 Generation 2 Generation 3 Generation 4
o O O O O O @J|@)
)@, )@ )@ )@,

Generation 5

o O
o0
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Bienenwabe , _ _
OO OO O O
OO0 0O OO @ O O O
OO OO OO
OO
@) @)
OO
Gleiter - .
O
O o O O
OO0 0O O O o O
O OO
OO O
O O O
O O 00O

Einfache Regeln kdnnen komplexe Effekte haben.

Behauptung
Das Game of Live ist Turing-michtig.

Das ist wieder etwas schwammig. Genauer gilt folgendes:

Satz

Es gibt eine (einfache) Kodierung von Worten w € {0, 1}* als Life-Spielbretter, so dass fiir
Jede (Turing-)akzeptierbare Sprache L C {0, 1}* gilt: Es gilt w € L genau dann, wenn aus-
gehend von dem Spielbrett fiir das Wort w nach endlichen vielen Schritten eine Population
erreicht wird, in der eine bestimmte Zelle bevolkert ist.

Dies beweist man, indem man mit Gleitern, Gleiterkanonen, Reflektoren, Verkniipfern und
allerlei weiteren Konstruktionen die Konfigurationsfolgen einer Turing-Maschine auf dem
Spielbrett nachvollzieht.

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Die Church-Turing-These besagt, dass Turing-Maschinen genau die Funktionen berech-
nen konnen, die auch intuitiv berechenbar sind.

2. Ein Modell heilit Turing-mdichtig, wenn es genauso méchtig ist wie Turing-Maschinen.

3. Register-Maschinen, While-Programme, MiiML-Programme und allgemeine Gramma-
tiken sind Turing-michtig; endliche Automaten und Loop-Programme hingegen nicht.

4. Das wohl einfachste Turing-méchtige Modell ist Conways Game of Life.

17-15

17-16
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170 ) .
Zusammenfassung dieses Kapitels

Zum Weiterlesen

[1] Paul Chapman. Life Universal Computer, 2002. http://www.igblan.free-online.co.uk/
igblan/ca/, Zugriff Dezember 2009

Hier wird gezeigt, wie man mit dem Game of Life Register-Maschinen simulieren kann.
[2] The LifeWiki. http://www.conwaylife.com/wiki, Zugriff Dezember 2009

Eine Quelle vielfiltiger Informationen zum Thema. Hier findet man auch ein recht gutes Applet
zur Simulation des Spiels.

[3] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 5.5
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18 Unentscheidbarkeit I: Das Halteproblem

Kapitel 18

Unentscheidbarkeit I
Das Halteproblem

Warum es keine Super-Debugger gibt

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Aufbau und Funktion einer universellen 18.1 Das Halteproblem. . .
Turingmaschine verstehen 18.1.1 Halten diese Programme an? . . . . . .
2. Das Halteproblem verstehen 18.1.2  Kodierung von Maschinen . . . . .. ..
3. Den Beweis der Unentscheidbarkeit verstehen 1813 Das formale Problem . . ........
4. Eigene Unentscheidbarkeitsbeweise fiihren konnen ) )
18.2 ... ist akzeptierbar. . .
18.2.1 Universelle Maschine = Interpreter

Das Halteproblem ist eigentlich ganz einfach: Es ist die Frage, ob ein in Form seines Pro-
grammtextes gegebenes Computerprogramm bei einer bestimmten Eingabe anhilt oder eben
nicht. Diese Frage ist sicherlich vom praktischen Standpunkt aus nicht ganz unwichtig — es
wire doch ausgesprochen schon, wenn man nur noch Programme ausliefern wiirde, die auf
typischen Eingaben immer anhalten.

In diesem Kapitel wird gezeigt werden, dass das Halteproblem nicht entscheidbar ist. Es
kann also gar keinen Algorithmus geben, der beliebige andere Programme analysiert und
uns dann immer korrekt sagt, ob diese anhalten oder nicht. Man beachte allerdings, dass
man sehr wohl fiir einzelne konkrete Programm beweisen kann, dass sie bei bestimmten
Eingaben anhalten. Man kann dies sogar in Teilen automatisieren — nur eben nicht vollig
allgemein.

Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems liegt nicht etwa daran, dass man in der Praxis
nicht geniigend Rechenzeit oder Speicherplatz hat, um das Problem zu 16sen. Es geht prin-
zipiell nicht, egal wie viel Zeit Sie Threm Programm genehmigen.

Der Beweis der Unentscheidbarkeit funktioniert in etwa wie folgt: Zunichst beweist man,
dass eine bestimmte, reichlich kiinstlich wirkende Sprache unentscheidbar ist. Dann wird
diese Sprache »umgeformt« zu immer neuen Sprachen, die dem Halteproblem immer »4hn-
licher« werden. Dabei zeigen wir, dass iiber alle Umformungen hinweg die entstehenden
Sprachen immer unentscheidbar bleiben.

Bei diesem »Umformen von Problemen« bekommt man leicht einen Knoten im Gehirn. Die
Argumente gehen niimlich so: Um zu zeigen, dass ein Problem unentscheidbar ist, nimmt
man an, es gebe doch einen Entscheider fiir das Problem. Diesen benutzt man, um einen
neuen Entscheider fiir ein anderes Problem zu bauen, von dem man schon weif3, dass es

18.2.2 Akzeptierbarkeit des Halteproblems . . .
18.2.3 Universelle Programme . . . . ... ..

183 ... aber nicht entscheidbar
18.3.1 Diagonalisierung
18.3.2  Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Ubungen zu diesem Kapitel
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18 Unentscheidbarkeit I: Das Halteproblem
18.1 Das Halteproblem. . .

keinen Entscheider fiir das Problem gibt. Man baut also mit viel Liebe etwas, von dem man
schon weil}, dass es dieses Ding gar nicht gibt. Bei diesen Argumenten kann es schnell
passieren, dass man gar nicht mehr weifl, was man eigentlich weil3. In diesem Fall hilft es,
sich mit Sokrates’ Ausspruch »Ich weil}, dass ich nichts weil« zu trosten.

18.1 Das Halteproblem. ..
18.1.1 Halten diese Programme an?

Fermats Letzter Satz sagt uns, ob folgendes Programm anhalt

int limit = 1;
while (true) {
limit++;
for (int n = 3; n < limit; n++)
for (int a = 1; a < limit; a++)
for (int b = 1; b < limit; b++)

for (int ¢ = 1; b < limit; c++)
if (Math.pow(a,n) + Math.pow(b,n) == Math.pow(c,n))
return;

$1.000.000 fiir einen Beweis, dass dieses Programm (nicht) anhalt

public static void main (String[] args) {

int n = 4;
while (true) ({
boolean n_is_sum_of_primes = false;

for (int p = 2; p < n; p++)
if (is_prime(p) && is_prime (n-p))
n_is_prime_of_primes = true;

if (!n_is_prime_of_ primes)
return;
n = n+2;

}
boolean is_prime (int n) {
for (int i1 = 2; i<n; i++)
if (n $ 1 == 0)
return false;
return n>1;
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18.1 Das Halteproblem. . .

Was Entwicklungsumgebungen schon kénnen

— Moderne Entwicklungsumgebungen nehmen Programmierern viel Arbeit ab.
— Sie korrigieren ziemlich gut die Syntax automatisch.

@ M O Java - TCS/controllers /research/MouseDataVisualizations.java - Eclipse SDK - /Users tantau/Documents fworks
It-Ha |[3-0- % | EE e |E@9 | R LIE | E-fe oo & &lava

8 ractase bt 257\, e werrr] = 01| -o

=% -2
TS dTYUTTLIrT: re = void writeDescendant(
b;ﬂ algorithms_analysis leWriter file,
’.EE algorithms.base notypeMatrix founder,

» £ algorithms.base. utilities
» EE algorithms.constrained
(51 algorithms.general
» £ algorithms.ipp
b (5 algorithms.ipph
£ algorithms.meta
b B algorithms.pp
» [ algorithms.pph
b £ algorithms.ppph
» [ controllers
b i controllers.algorithms
» .:E controllers.analysis

notypeMatrix descendants,
t descendantIndex)

g wnriteC" i nbeaindscopelldescendant=". + descendantIndex + "Ihn!d;

count=2;

(int 1 = @; 1 < founder.numRows(}; i+4)
r (int j = @; j < founder.numRows(); j++4)

count++;
8 .fiL:.mr.i.tsL‘.‘.\n"‘hkb.eg;'l.u.Lss\mlLnsaai.bl;.gsno‘txae,‘..a:x:"uumhac.-.iixr..sc.unx.:“.".,..fm

1 Add throws declaration
jE Surround with try/catch

'E controllers.research
bm KimelShamirReductionFrom35z x|

» [J] MosaicFromMouseData.java
> m MouseDataVisualizations.java
b £ doc L]
£ doc.algerithms

b {2 doc.algorithms.general = Arraylist<Integer> intervals = intervalsForFounder
» E’édoc algorithms.ipp ~ (founder, descendants, i, j, descendantindex);
. . Y
b {2 doc.algorithms.ipph .
”‘E T | Press Tab' from proposal table or click for focus
e L — —— |
J 0 Unhandled...Exception | Writable | Smart Insert | 11...50 J J = B @ @)/
&

|munt+ *

try

file.write("\n \\begin{scope}{possible genotype, seq
number=" + count + ", founder haplotype 1="+i+",
founder haplotype 2="+ | + "|\n");

} catch (IOException e} {

1/ TODO Auto-generated catch block
e.printStackTrace();

1

Author Till Tantay, public domain

Gesucht: Der Super-Debugger.

automatisch korrigieren konnte.

Es wire schon, wenn im Jahr 2042 Eclipse Version 23.42 endlich auch Endlosschleifen

Dann konnte man die obigen Programme eintippen und es wiirde ein Ladmpchen leuch-

ten. Wenn man auf das Ldmpchen klickt, dann wiirde da stehen »Unhandled endless

loop«und als mogliche Losungen wiirde es geben
— »Replace while-loop by for-loop«
— »Add implements Cancable declaration«

Es solcher Super-Debugger scheint aber schwierig zu

programmieren zu sein, denn mit

ihm konnten wir die grofien ungeldsten Probleme der Mathematik ganz einfach 16sen.

(Leider) werden wir gleich sehen, dass man prinzip
grammieren kann.

18.1.2 Kodierung von Maschinen

Maschinen als Worte

iell keinen Super-Debugger pro-

— RaM-Programme und Turing-Programme sind per Definition intern kompliziert aufge-

baute Tupel.
— Um als Eingabe fiir einen Super-Debugger zu dienen,
festen Alphabet werden.

miissen daraus Worte iiber einem

— In Kapitel 1 wird ausfiihrlich beschrieben, wie so etwas prinzipiell funktioniert.

P Definition: Kodierung eines Programms

Sei ITein Ram-Programm und M eine prm. Dann bezeichnen code(IT) € ascu® und code(M) €

ascir* eine feste Kodierungen des Programms beziehungsweise der Maschine.

Die Details dieser Kodierung sind weder praktisch noch theoretisch wichtig.

Beispiel
Aus dem Programm IT

1 R1+0
2 ifR2 > 0goto 1
3 stop

wird das Wort code(IT) =R1 <- 0; if R2 > 0 goto

1; stop.

173
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18.2 ... ist akzeptierbar. . .

Beispiel

0/0/r

Aus der Maschine M = ggart —> Bk

1/0/r

wird das Wort code(M) = ({q_0,q_1},9.0,{q_1},{0,1,Box},{0,1},1,
{(q_0,0,9.0,0,r), (9-0,1,9.0,0,1), (9_0,Box,g_1,Box,n)})

18.1.3 Das formale Problem

189 Das formale Halteproblem

P Definition: Das Halteproblem
Das Halteproblem ist folgende Sprache iiber dem Alphabet ascrr:

HALTING = {code(M)#w | M ist eine pTM™, die auf

Eingabe w anhilt}.

Alternative Namen fiir »HALTING« sind »K « und »H «.

18-10 2 Zur Ubung
Welche der folgenden Worte u; € ascir* sind Elemente des Halteproblems?

. uy= ({a_0,9.1},9 0,{q_1},{0,1,Box},{0,1},1,
{(gq_0,0,9.0,0,r),(q.0,1,9.0,0,1),
(q_0,Box,q_1,Box,n)})#0010

2. up= ({q0,9.1},9 0,{gq_1},{0,1,Box},{0,1},1,
{(gq_0,0,9.0,0,r),(q0,1,9.0,1,1),
(q_0,Box,q_1,Box,n)})#0010

3. u3 = ({q_0,9_1},9.0,{g_1},{0,1,Box}, {0,1},1,
{(0_0,0,¢.0,0,r), (q00,1,9.0,0,1),
(9_0,Box,q_1,Box,n) }) #######0010

18.2 ... istakzeptierbar...

18-11 Unser erstes Ziel: Die Akzeptierbarkeit des Halteproblems

— Zunichst wollen wir zeigen, dass das Halteproblem akzeptierbar ist.
— Zur Erinnerung: Dies bedeutet, dass wir eine DT™M My, v angeben miissen, die

— bei Eingabe eines Wortes u € HALTING anhilt und akzeptiert und
— bei Eingabe eines Wortes u ¢ HALTING entweder nicht anhlt oder anhlt und nicht
akzeptiert.

— Nun gilt ja u € HALTING genau dann, wenn = code(M )#w und M bei Eingabe w anhilt.

Unser Ziel
Die Maschine My, v muss bei Eingabe code(M )#w herausfinden, ob die auf dem Einga-
beband kodierte Maschine M bei Eingabe w anhilt oder nicht.
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18.2 ... ist akzeptierbar. . .

18.2.1 Universelle Maschine = Interpreter

Universelle Maschinen simulieren andere Maschinen.
Wie eine universelle Maschine funktioniert

— Eine universelle Maschine ist eine Maschine, die kodierte Worte als Eingaben bekommt.
Weiterhin bekommt die universelle Maschine Eingaben fiir die kodierten Maschinen
ebenfalls als Eingabe.

Dann simuliert sie die Eingabe-Maschine schrittweise.

Halt die simulierte Maschine an, so hilt auch die universelle Maschine an.

Benutzt man statt eines Maschinen-Modells ein Programmier-Modell (also eine Program-
miersprache), so spricht analog von einem universellen Programm.

Universelle Maschinen in der Praxis.
Das Verhalten universeller Maschine / Programm kennt man in der Praxis:

— Ein Interpreter ist ein Programm.
— Er bekommt als Eingabe einen Programmtext und Parameter fiir dieses Programm.
— Er fiihrt dieses Schritt fiir Schritt aus.

Beispiele: Interpreter, die universelle Programme sind

— Programme wie sh oder bash oder alle hiervon abstammenden Shells.
— Programme wie perl oder 1ua, die Skriptsprachen interpretieren.

Genaugenommen miissten diese Programme in ihrer eigenen Programmiersprache geschrie-
ben sein, also ein Perl-Interpreter in Perl, ein Lua-Interpreter in Lua und so weiter.

Keine universellen Programme sind beispielsweise kpdf oder einfache Textverarbeitungen.

Es gibt nicht flir jedes Maschinen-Modell universelle Maschinen.

— Damit es eine universelle Maschine gibt fiir eine Maschinen-Modell, muss dieses Mo-
dell mdichtig genug sein.

— Beispielsweise sind endliche Automaten nicht méchtig genug: Es gibt keinen endlichen
Automaten, der alle anderen endlichen Automaten simulieren kann, wenn er diese als
Eingabe erhdilt.

— Es weiteres Beispiel sind Keller-Automaten.

Merke
Man spricht nur dann von einer universellen Maschine, wenn das Maschinen-Modell Turing-
mdchtig ist.

Universelle Maschinen

Satz: Existenz einer universellen Turingmaschine
Es gibt eine Turing-Maschine Urysing, S0 dass fiir alle bt M und alle Worte w € {0,1}*
gilt:
1. M hilt bei Eingabe w genau dann an, wenn Utyring bei Eingabe code(M)#w anhidilt.
2. M akzeptiert die Eingabe w genau dann an, wenn Utying die Eingabe code(M)#w ak-
zeptiert.

Beweisideen

— Die universelle Turingmaschine benutzt ihre Arbeitsbiander, um sich jeweils die aktuelle
Konfiguration von M zu merken.

Um einen Schritt von M zu simulieren, spult M auf ihren Arbeitsbiandern herum, um
die aktuellen Zeichen an den aktuellen Kopfpositionen zu bekommen.

Dann schaut sie auf der Eingabe nach, wo ja der Code von M steht, welche Zeichen
geschrieben werden miissen.

Durch viel weiteres Spulen passt sie die Bandinhalte auf ihrem Arbeitsband passend
an.
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18.2 ... ist akzeptierbar. . .

Beweisskizze. Wir wollen eine universelle Turing-Maschine Uryying konstruieren. Auf ihrem Eingabe-
band findet sich ein Wort code(M )#w, wobei M eine pt™ ist und w € {0,1}* eine Eingabe fiir M ist.
(Ist die Eingabe schon syntaktisch nicht von dieser Form, so verwirft Urying die Eingabe sofort.) Auf
dem Eingabeband konnte die Maschine beispielsweise folgendes Wort finden:
({a_0,9.1},9.0,{q_1}, {0, 1,Box}, {0,1},1,{(q_0,0,9.0,0,1),
(q0_0,1,9.0,0,r), (9_0,Box,q_1,Box,n) })#0010.

Die universelle Maschine hat mehrere Bénder:

— Auf dem Zustandsband merkt sie sich den aktuellen Zustand der Maschine M.
— Auf dem Bdnderband merkt sie sich die Inhalte der Bédnder der Maschine M (im Interleaving-
Verfahren, siche den Beweis von Satz 14-32).

Die universelle Maschine arbeitet nun grob wie folgt:

1. Zunéchst initialisiert sie das Binderband mit dem Wort, das nach dem Doppelkreuz auf dem
Eingabeband steht, und das Zustandsband mit dem Zustand, der am Anfang des Eingabebandes
steht.

2. Nun wiederholt sie Folgendes:

2.1 Sie spult an den Anfang des Bénderbandes.

2.2 Sie lauft iiber das Bianderband nach rechts und kopiert die Zeichen, die an den aktuellen
Kopfpositionen stehen, auf ein Arbeitsband.

2.3 Dann liuft sie iiber die Eingabe (also {iber code(M)) und sucht eine Ubereinstimmung des
Zustandbandes plus den gelesenen Symbolen mit einem Tupel aus der Zustandsiiberfiih-
rungsfunktion.

2.4 Wird diese Ubereinstimmung gefunden, werden das Zustandband und das Bénderband ent-
sprechend aktualisiert.

2.5 Anderenfalls tiberpriift die Maschine, ob der aktuelle Zustand auf dem Zustandsband einer
der akzeptierenden Zustdnde ist. Wenn ja, so akzeptiert die universelle Maschine; sonst
verwirft sie.

Mittels einer Induktion iiber die Lange der Berechnung zeigt man nun die behaupteten Eigenschaften
von Utyring O

18.2.2 Akzeptierbarkeit des Halteproblems

Das Halteproblem lasst sich mittels einer universellen Maschine akzeptieren.

Satz
Das Halteproblem ist akzeptierbar, also HALTING € RE.

Beweis. Eine Turing-Maschine My, 1ing, die das Halteproblem akzeptiert, arbeitet wie folgt:

1. Bei Eingabe code(M)#w wendet sie die universelle Turingmaschine Uturing auf die Ein-
gabe an.
2. Wenn die universelle Maschine anhilt, so akzeptiert My g Sofort.

Man beachte, dass My;.1mine alle Worte nicht akzeptiert, bei denen die Simulation von Utyring
nicht zu einem Ende kommt.

Insbesondere akzeptiert Myaming €in Wort u genau dann, wenn dieses ein Element von
HALTING ist. O
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183 ... aber nicht entscheidbar

18.2.3 Universelle Programme

Interludium: Wie gelangen die Programme in die Programme? 1817
— Bei einem universellen Programm sind die Eingaben Programme.
— Unsere Programmiersprachen nehmen aber nur Zahlen als Eingabe.

Programmtexte als natirliche Zahlen
— Ein While- oder MiiML-Programm ist per Definition ein Wort iber dem Alphabet ascrr.
— Um als Eingabe fiir diese Programmiersprachen zu dienen, muss daraus aber eine na-
tiirliche Zahl werden.
— Wie man Worte in Zahlen verwandelt, ist in Kapitel 1 ausfiihrlich behandelt worden.

Definition: Godelnummer eines Programms
Sei P € ascir* ein While- oder MiiML-Programm und 1: ascu — {0,...,127} eine feste
Einbettung. Dann ist die Gédelnummer von P oder auch der Programm-Index von P die Zahl

godel(P) = S2IP-1 1(P[|P| = i]) - 1000/, siehe auch Definition 1-14.

Beispiel
Aus dem Programm

fun zero = 0

wird die Godelnummer godel(P) = 102.117.110.032.122.101.114.111.032.061.032.048 (in
Worten: einhundertzweiquintilliardeneinhundertsiebzehnqunitillionen. . . einundsechzigmillio-
nenzweiunddreizigtausendachtundvierzig).

Universelle Programme 18-18

Satz: Existenz eines universellen Programms
Es gibt ein While-Programm Uwnle, S0 dass fiir alle While-Programme P und alle Zahlen
n € N gilt:
1. P hdlt bei Eingabe n genau dann an, wenn Uynile bei dem Eingabepaar (gédel(P),n)
anhiilt.
2. P gibt bei Eingabe n genau dann m € N aus, wenn Uy bei dem Eingabepaar (g'ddel(P) , n)
ebenfalls m ausgibt.

Kommentare zum Beweis
Beweis. Mittels Satz 16-24 kann die universelle Turingmaschine in ein universelles Pro-

gramm umgeformt werden.' O  'Ganzso einfach ist das in Wirklichkeit
nicht. Eigentlich muss man noch mit den
Kodierungen herumhantieren.

18.3 ... aber nicht entscheidbar

Wiederholung von 12-21: Entscheidbare Sprachen 18-19

Definition: Totale Maschinen
Eine Turing-Maschine heif3t fotal, wenn sie bei jeder Eingabe friiher oder spiter anhilt.

Definition: Entscheidbare Sprachen
Die Klasse REC enthilt alle Sprachen, die von fotalen Turing-Maschinen akzeptiert werden.
Man nennt solche Sprachen entscheidbar oder rekursiv.

Einer der wichtigsten Satze der Informatik 18-20

Satz: Unentscheidbarkeit des Halteproblems
Das Halteproblem ist unentscheidbar, also HALTING ¢ REC.

Mit anderen Worten: Es kann kein Computer-Programm geben, das fiir jeden Programmtext
korrekt nach endlicher Zeit angibt, ob diese Programm nun anhdlt oder nicht.

Beweis. Wir zeigen nacheinander Folgendes:
1. Wir konstruieren zunéchst eine Sprache, die bestimmt nicht entscheidbar ist.
2. Diese Sprache modifizieren wir dann wiederholt, zeigen aber dabei, dass die entstehen-
den Sprachen unentscheidbar bleiben.
3. Am Ende erhalten wir, dass HALTING unentscheidbar ist. O
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18.3.1 Diagonalisierung
18-21 Diagonalisierung gegen Entscheider.
— Als erstes Ziel wollen wir zunichst eine Sprache konstruieren, die definitiv nicht ent-
scheidbar ist.
— Dazu »diagonalisieren wir gegen alle denkbaren Entscheider«.
— Die Technik des Diagonalisierens geht auf Cantor zuriick, der bewies, dass die reellen
Zahlen iiberabzéhlbar sind.
Idee des Diagonalisierens
— Man nimmt eine Aufzdhlung aller Maschinen her, die potentiell als Entscheider in Frage
kommen.
— Fiir jede Maschine sucht man sich ein Wort, bei dem die Maschine ausgetrickst werden
soll:
— Sagt die Maschine »das Wort ist in der Sprache«, so ist das Wort gerade nicht in
der Sprache.
— Sagt die Maschine »das Wort ist nicht in der Sprache«, so ist es doch in der Spra-
che.
— Dann kann keine der Maschinen die Sprache entscheiden — denn jede irrt sich irgendwo.
1822 Wie entscheiden sich Entscheider?
Die Ausgaben aller moglicher Entscheider M, M,, M3, ... auf verschiedenen Worten wy,
W, W3, ...:
Eingabe M| M, M3 My Ms Mg
W] »E«  »EK »¢« »EK  »EK »EXK
Wy  »EK >>§§« >>¢« »E« >>¢« »E«
w3 »E« »¢« >>§7;L« »¢« >>¢« »EK
Wy »E«K »E« »¢« »E« »E « »E «
W5 »EK  »EK »¢« »¢« >>¢<< »E«
W »EK »EK »¢« »E«  »EK >>¢<<
Die Sprache pIAGONAL trickst die Entscheider entlang der Diagonal aus, indem
— wj ¢ DIAGONAL, wodurch M| sich irrt;
— Wy € DIAGONAL, wodurch M sich irrt;
— W3 € DIAGONAL, wodurch M3 sich irrt;
1823 Konstruktion einer unentscheidbaren Sprache.

— Bei einer Diagonalisierung muss man fiir jede denkbare Maschine ein Wort haben, bei
dem man die Maschine austrickst.

— Solch ein Wort heilit auch ein Diagonalisierungspunkt.

— Ein besonders einfacher Diagonalisierungspunkt ist das Wort selber.

P Definition: Diagonalisierungssprache
Die Sprache piacoNaL C ascir® enthilt ein Wort w = code(M) genau dann, wenn M das
Wort w nicht akzeptiert (also in eine Endlosschleife geht oder es nach endlich vielen Schrit-
ten verwirft).
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183 ... aber nicht entscheidbar

Die Diagonalisierungssprache ist unentscheidbar. 18-24

» Lemma
DIAGONAL ¢ REC.

Beweis. Sei My, My, M3, ... eine Aufzdhlung aller deterministischer Turingmaschinen. Dann
kann

— M, die Sprache piaGoNAL nicht korrekt entscheiden, denn bei Eingabe code(M) irrt
sich My;

— M, die Sprache piaGoNAL nicht korrekt entscheiden, denn bei Eingabe code(M,) irrt
sich M»;

— Mj die Sprache piacoNAL nicht korrekt entscheiden, dann bei Eingabe code(M3) irrt
sich M3;

Insgesamt erhalten wir, dass iiberhaupt gar keine Turing-Maschine die Sprache piAGoNAL
entscheiden kann. O

18.3.2 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

¢ P Beweisrezept: Unentscheidbarkeit beweisen 1825

Ziel
Beweisen, dass eine Sprache L unentscheidbar ist (also L ¢ REC).

Rezept

1. Man sucht sich eine Sprache U aus, von der bereits bewiesen wurde, dass sie unent-
scheidbar ist.

2. Beginne mit: »Wir zeigen, dass aus der Entscheidbarkeit von L die Entscheidbarkeit von
U folgen wiirde — aber wir wissen schon, dass U unentscheidbar ist.«

3. Fahre fort mit: »Nehmen wir also an, L wire entscheidbar via eines Entscheiders M.
Dann ldsst sich U via folgendem Entscheider My entscheiden: Bei Eingabe w berechnet
My....« Hier erginzt man passend, wie My das Wort w modifiziert und My anwendet.

4. Ende mit: »Also ist My total und akzeptiert gerade U — und ist mithin ein Entscheider
fiir U .«



18-26

18-27

Kommentare zum Beweis

! Bis hier Originaltext aus dem Beweisrezept

2 Das Wort »offenbar ist immer gefahrlich
in Beweisen. Hoffentlich merkt es hier
keiner.

3Text aus dem Rezept

Kommentare zum Beweis

! Bis hier Originaltext aus dem Beweisrezept

2Dies ist der entscheidende Trick

18 Unentscheidbarkeit I: Das Halteproblem
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Das Komplement von pracoNAL ist unentscheidbar.

Lemma
DIAGONAL ¢ REC.

Beweis. Wir zeigen, dass aus der Entscheidbarkeit von brAGONAL die Entscheidbarkeit von
DIAGONAL folgen wiirde — aber wir wissen schon, dass p1AGONAL unentscheidbar ist.
Nehmen wir also an, DIAGONAL wire entscheidbar via eines Entscheiders Mppgonaz. Dann
ldsst sich piacoNaL via folgendem Entscheider Mpacona €ntscheiden:’

Bei Eingabe w ruft My sconar die Maschine Mymgonar als Unterprogramm auf. Falls Maagoxar
das Wort akzeptiert, so verwirft Mpagonar — Und umgekehrt.

MDIAGONAL ja

— ja

w MDIAGONAL

nein —> nein

Da Miizeonar total ist, ist auch My, ,conar total. Weiterhin akzeptiert Mzsonar offenbar genau
das Komplement von der Sprache, die My aconar akzeptiert.”

Also akzeptiert My conar gerade die Sprache DIAGONAL = DIAGONAL und ist total — und
mithin ein Entscheider.’ O

Die Sprache acceptaNce ist unentscheidbar.

Definition
ACCEPTANCE = {code(M)#w | M akzeptiert w}

Lemma
ACCEPTANCE ¢ REC.

Beweis. Wir zeigen, dass aus der Entscheidbarkeit von acceprance die Entscheidbarkeit
von DIAGONAL folgen wiirde — aber wir wissen schon, dass DTAGONAL unentscheidbar ist.
Nehmen wir also an, AcCEPTANCE wire entscheidbar via eines Entscheiders M ,cceprance-
Dann lisst sich DIAGONAL via folgendem Entscheider Msmgonar entscheiden:'

Bei Eingabe w = code(NV) konstruiert die Maschine Magsmar zundchst durch eine Verdopp-
lungsschleife D das neue Wort w' = w#w.” Dann wendet My ,gonar. die Maschine M, ccpprance
als Unterprogramm auf w’ an und iibernimmt das Ergebnis.

Mzscomat i
. M nein
w D ACCEPTANCE
LT it ja
Ja

Nun gilt, da w’ = wi#w = code(N)#w = code(N )#code(N), dass

W € DIAGONAL
<= w ¢ DIAGONAL
<= N akzeptiert code(N)

<= W € ACCEPTANCE.

Also ist Mpiagorar total und akzeptiert DIAGONAL. O
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Das Halteproblem ist unentscheidbar. 18-28

» Lemma
HALTING ¢ REC.

Kommentare zum Beweis
Beweis. Wir zeigen, dass aus der Entscheidbarkeit von HALTING die Entscheidbarkeit von
ACCEPTANCE folgen wiirde — aber wir wissen schon, dass ACCEPTANCE unentscheidbar ist.
Nehmen wir also an, HALTING wire entscheidbar via eines Entscheiders My, ;v Dann ldsst

sich AccepTANCE via folgendem Entscheider M cceprance €ntscheiden:! 1 Bis hier Originaltext aus dem Beweisrezept
Bei Eingabe w = code(N)#x konstruiert die Maschine Mccgprance Zunichst ein neues Wort
w’ wie folgt:* w' = code(N’)#x, wobei N’ identisch ist zu N, nur dass 2 Dies ist der entscheidende Trick

— N’ einen weiteren Zustand hat, in dem sie in einer Endlosschleife bleibt, und
— in jedem Zustand, wo N anhalten und verwerfen konnte, die Maschine N’ stattdessen
in den neuen Zustand wechselt.

Wieder geht w' nur durch eine syntaktische Transformation S aus w hervor.

M \ccrprance o
o v nein
w S HALTING
I . ja
Jja

Es bleibt zu zeigen, dass M ycceprance tatsdchlich aAccepTance entscheidet. Dies sieht man so:

code(N)#x € ACCEPTANCE
<= N akzeptiert x
<= N’ hiilt auf Eingabe x an
<= code(N')#x € HALTING

<= w € HALTING.

Also ist Mccpprance total und akzeptiert ACCEPTANCE. O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Das Halteproblem ist eine Sprache. 18-29
2. Sie enthilt alle Worte bestehend aus einer kodierten Maschine (= einem Programmtext)
und einer Eingabe, fiir die diese Maschine anhilt.
3. Das Halteproblem ist akzeptierbar via einer universellen Maschine.
4. Das Halteproblem ist unentscheidbar.
5. Man beweist, dass Sprachen unentscheidbar sind, durch Widerspruch.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 6.2
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 18.1 Das Selbsthalteproblem ist unentscheidbar, schwer, mit Lésung
Zeigen Sie, dass SELF-HALTING = {code(M) | M hélt bei Eingabe code(M) an} unentscheidbar ist.

Ubung 18.2 Turings Geist befragen

Im Rahmen der Ubung zur Vorlesung »Okkultismus fiir Informatiker« (Modulnummer CS6666) ge-
lingt es Thnen, Turings Geist zu beschwdren. Aufgrund seiner iibernatiirlichen Krifte kann Turing Ih-
nen Fragen betreffend das Halteproblem beantworten: Er kann Thnen sagen, ob ein Programm anhilt,
das Sie in Blut auf einen Sarg geschrieben haben.

1. Welches Programm wiirden Sie aufschreiben, um herauszufinden, ob jede gerade Zahl Summe
von drei Primzahlen ist?

2. Welches Programm wiirden Sie aufschreiben, um herauszufinden, ob jede Zahl die Summe von
vier Quadratzahlen ist?

Ubung 18.3 Das Halteproblem fiir die leere Eingabe ist unentscheidbar, mittel
Zeigen Sie, dass EMPTY-HALTING = {code(M) | M hilt bei Eingabe A an} unentscheidbar ist.

Ubung 18.4 Unentscheidbarkeit beweisen, mittel
Zeigen Sie, dass folgende Sprachen nicht entscheidbar sind:

1. {code(M)#w | M ist eine pT™ und es existiert ein y € {0, 1}*, so dass M bei Eingabe w das Wort
y ausgibt}.
2. {code(M)#wiy | M ist eine pTM™, die bei Eingabe w das Wort y ausgibt}.

Ubung 18.5 Unentscheidbarkeit beweisen, mittel

Zeigen Sie, dass folgende Sprache nicht entscheidbar ist: {code(M )#w | M ist eine prM™, so dass die
Anzahl der Schritte nach denen M bei Eingabe w anhilt, keine Primzahl ist}.

Ubung 18.6 Unentscheidbarkeit beweisen, schwer

Wiederholen Sie Ubung 18.5, nur fiir die Sprache, wo die Anzahl der Schritte gerade eine Primzahl
sein soll.

Ubung 18.7 Unentscheidbarkeit beweisen, mittel

Zeigen Sie, dass folgende Sprachen nicht entscheidbar sind:

1. {code(M) | M ist eine pr™m, die auf allen Eingaben hilt}.

2. {code(M)#wiy | M ist eine p1M™, die bei Eingabe w ein Wort z € {0, 1}* mit z # y ausgibt}.

3. {code(M)#w | M ist eine pT™, so dass die Anzhal der Schritte, nach denen M bei Eingabe w
anhilt, gerade ist}.
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Kapitel 19

Unentscheidbarkeit Il: Satz von Rice

Alle semantischen Eigenschaften von Programmen sind
unentscheidbar

Lernziele dieses Kapitels Inhalte dieses Kapitels
1. Den Satz von Rice und seinen Beweis verstehen 19.1 Der Rekursionssatz
2. Konsequenzen fiir praktische Problemstellungen 1911 Zur Einsimmung . . ... ...
kennen 19.1.2  Der Rekursionssatz . . . . .. ... ..
3. Den Rekursionssatz und den Fixpunktsatz kennen 19.13 Beispiele . . ...............

19.2.1 Indexmengen

Dieses Kapitel beinhaltet eine gute und eine schlechte Nachricht. Zunéchst die schlechte
Nachricht: Alle semantischen Eigenschaften von Programmen sind unentscheidbar. Jetzt die
gute: Jedes Programm kann auf seinen eigenen Programmtext zugreifen.

Im Laufe dieses Kapitels soll es hauptsédchlich darum gehen, diese beiden Nachrichten zu-
nidchst iiberhaupt verstindlich zu machen, sie dann mathematisch etwas exakter zu fassen,
ihnen schone Namen zu geben und sie schlieBlich auch zu beweisen.

19.1 Der Rekursionssatz
19.1.1  Zur Einstimmung

Programme, die etwas Uber sich selbst aussagen.

— Es st leicht, ein Programm zu schreiben, das seine eigene Léinge ausgibt:

class Examplel {
public void example () {
System.out.println
("Dieses, Programm_hat 116 _Zeichen.");

}

— Es ist viel schwieriger, ein Programm zu schreiben, das seinen eigenen Programmtext
ausgibt:

class Example2 {
public void example () {
System.out .println (
"class, Example2 {\n" +

19.1.4 Der Beweis .
19.1.5 Folgerung: Der Fixpunktsatz . . . . . .

19.2 Der Satz von Rice

19.2.2 Der Satz und sein Beweis . . . ... ..

Ubungen zu diesem Kapitel
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" .public_void_example_ () _{\n" +
" System.out.println (\n" +

[ETETET—

n \"class,_Example2 {\\n\"_+_"

[ETETETRTR

+ 2?2?22 );

Worum es beim Rekursionssatz geht

In manchen Situationen ist es schon, wenn ein Programm auf den eigenen Programmtext
zugreifen kann.

Das kann man praktisch natiirlich ganz einfach 16sen: Der Programmtext liegt als Datei
vor und man 6ffnet und liest eben diese Datei.

Die Frage ist aber, ob dies auch ohne solches »Schummeln« geht.

Der Rekursionssatz besagt grob: »Ja«.

19.1.2 Der Rekursionssatz

Der Rekursionssatz in verschiedenen Formulierungen.

Satz: Der Rekursionssatz, Version flir Sprachen
Sei M, eine Turing-Maschine, die als Eingaben Worte der Form code(M)#w erwartet. Dann
gibt es eine Maschine My, so dass fiir alle Worte w € L* gilt:

code(My)#w € L(M,) <= w € L(Mjy).

Satz: Der Rekursionssatz, Version fiir Funktionen

Sei g: N"*1' — N partiell-rekursiv. Dann existiert eine partiell-rekursive Funktion f: N"
— N, die von einem While-Programm Py berechnet wird, so dass fiir alle Tupel (x1,...,
xn) € N gilt:

g(gédel(Pf),xl, ... ,xn) = f(xX1,..0s%n).

Bemerkungen:

— Wir beweisen nur die Version fiir Funktionen — die Version fiir Sprachen kann man
darauf zuriickfiihren, siehe Ubung 19.1.
— Das Verhalten von M, auf Eingaben, die die falsche »Form« haben, und von g fiir erste
Parameter, die keine Godelnummern sind, ist egal.
— Beir»g (gédel(Pf),xl yee ,xn) = f(x1,...,x,)«bedeutet das Gleichheitszeichen Folgen-
des:
1. Entweder sind beide Funktionen links und rechts des Gleichheitszeichens fiir ein

gegebenes Tupel definiert und haben denselben Wert oder
2. beide Funktionen sind fiir das Tupel undefiniert.

Es ist also nicht erlaubt, dass eine der beiden Seiten des Gleichheitszeichens definiert
ist und die andere nicht.

Die Aussage des Rekursionssatzes im Detail.
Betrachten wir die Aussage des Rekursionssatzes in der Funktionsvariante:

Ausgangspunkt ist eine partiell-rekursive Funktion g, die als Eingabe

1. eine Godelnummer gddel(P) eines Programms P bekommt, sowie
2. weitere Parameter x| bis x;,.

Die Funktion g kann nun »etwas mit gddel(P) anstellen«, beispielsweise die Ldnge von
P berechnen oder den Programmtext von P umdrehen oder die Godelnummer von P
quadrieren oder diese Godelnummer mit x; multiplizieren etc.

Das Verhalten von g héngt also in beliebig komplexer Weise von dem jeweiligen P ab.
Die Behauptung ist nun, dass es immer ein P gibt, dass genau das macht, was g bei
Eingabe gddel(P) macht.
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19.1.3 Beispiele

Was wir aus dem Rekursionssatz folgern konnen.

Beispiel
Es gibt ein Programm P, das seine eigene Linge ausgibt. (Die Funktion g gibt einfach die
Lénge von P aus.)

Beispiel
Es gibt ein Programm P, das seinen eigenen Programmtext ausgibt. (Die Funktion g gibt
einfach godel(P) aus.)

Beispiel
Es gibt ein Programm P, das seinen eigenen umgedrehten Programmtext x; mal ausgibt.
(Die Funktion g gibt einfach x| oft godel(P) umgedreht aus.)

Konkrete Implementationen in Java finden Sie in den Ubungen.

Zur Ubung
Geben Sie fiir folgende Funktionen g; an, wie ein Programm Py lauten konnte, dessen Exi-
stenz im Rekursionssatz behauptet wird:

1. g1(gddel(P),x) =x.
2. g>(gddel(P),x) = (Ausgabe von P bei Eingabe x).
3. g3(gddel(P),x) = 1 + (die Ausgabe von P bei Eingabe x).

Tipp: Suche Sie bei g3 ein Py, das nicht total ist.

19.1.4 Der Beweis

Die Selbstverwuselung

Definition: Selbstverwuselung
Sei P ein While-Programm der folgenden Bauart:

uint P (uint v, uint x|, ..., uint xp)
{
body

}

Dann sei die Selbstverwuselung von P das folgende Programm P:

uint P (uint x;, ..., uint x,)
{
uint v;
vtt;
// Genau godel(P) oft wird v erhoht
v++;
body

}

Die Variable v wird also am Anfang auf den Wert der Godelnummer von P gesetzt; dann
wird P »ganz normal« abgearbeitet.

Lemma: Selbstverwuselungslemma
Es gibt ein While-Programm S, das bei Eingabe der Godelnummer von P die Godelnummer
von P berechnet.

Beweis. Das Programm P geht durch eine recht einfache (wenn auch fummelige) syntak-
tische Transformation aus P hervor. Eine solche kann man mit etwas Geschick in While
programmieren:'

185

19-8

19-9

19-10

Kommentare zum Beweis

' Da hatte der Autor wohl keine Lust, einen
vernlinftigen Beweis aufzuschreiben, und
schummelt sich durch.
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uint S (uint goedelnummer_von_P)
{
uint goedelnummer_von_P_tilde;
. // Code, der P_tilde aus P berechnet
return goedelnummer_von_P_tilde;

}

Bemerkung: § ist sogar ein Loop-Programm.

Beweis des Rekursionssatzes.

Beweis. Betrachten wir die Funktion g: N**! — N. Dann gibt es ein While-Programm P,,
das g berechnet. Dies habe folgende Form:

uint g (uint e, uint x;, ..., uint x,)
{

body
}

Wir konstruieren nun eine neues Programm P, grob wie folgt:

uint h (uint d, uint x;, ..., uint xp)
{

uint e;

e = S(d); // siehe unten

body

}

Allerdings geht das so nicht direkt, da die Sprache While keine Funktionsaufrufe (s (d) ) zu-
lasst. Stattdessen muss in der betreffende Zeile der Programmtext von S eingefiigt werden.

Zum Beweis des Rekursionssatzes miissen wir ein Programm Py mit bestimmten Eigen-
schaften konstruieren. Wir behaupten, dass das gesuchte While-Programm P; gegeben ist

durch B, also durch das Programm mit der Godelnummer S(gédel(P;)). Wir halten fest:

godel(Py) = S(godel(Fy)).

Betrachten wir das Verhalten von Py = P, bei einer Eingabe (x1, .. .,x,) € N. Das Programm
P, wird zuerst in die Variable d die Gédelnummer des Programms P, schreiben. Dann wird
in die Variable e der Wert S(d), also S(godel(P,)), geschrieben. Dann wird der Korper von
g ausgefiihrt, wobei eben die Variable e mit dem Wert S(godel(P,)) vorbelegt ist. Folglich
berechnet Py gerade den Wert

g(S(gédel(Ph)),x] et ,xn) .
—_—————
=godel(Py)

Wir erhalten also, dass wie behauptet gilt:
g(gddel(Pr),x1,...,x,) = f(x1,..., %)

Damit ist alles gezeigt. O
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19.1.5 Folgerung: Der Fixpunktsatz

Die Idee des semantischen Fixpunkt.

In der Praxis werden Programmtexte hdufig maschinell transformiert. Beispiele sind:

— Hinzufiigen von Debug-Ausgaben,

— Hinzufiigen eines Virus,

— Loschen von Kommentar-Zeilen,

— Hinzufiigen einer Schleife zur Zeitmessung (Profiling).

Mathematisch handelt es sich um Funktionen #: N — N, die Godelnummern auf andere
Godelnummern abbildet.

Haufig ist man daran interessiert, dass die Transformation moglichst die Funktionsweise
des Programms nicht verdndert.

Ein Programm, das von einer Transformation zwar syntaktisch, aber nicht semantisch
gedndert wird, nennen wir einen semantischen Fixpunkt der Transformation.

Definition: Semantischer Fixpunkt
Sei h: N — N. Ein semantischer Fixpunkt von h ist ein Programm P, so dass P und das
Programm mit der Gédelnummer /(godel(P)) dieselbe Funktion berechnen.

Eine einfache Folgerung aus dem Rekursionssatz
Satz: Fixpunktsatz der Rekursionstheorie

Jede total-rekursive Funktion h: N — N hat einen semantischen Fixpunkt.

Beweis. Betrachte folgende Funktion g: N? — N: Der Wert g(gddel(P),x) sei gerade die
Ausgabe des Programms mit der Godelnummer h(gédel(P)) bei Eingabe x.

Nach dem Rekursionssatz existiert nun ein Funktion f, berechnet von einem Programm Py,
so dass fiir alle x gilt

g(gédel(Pf),x) = f(x).

Sei Q das Programm mit der Godelnummer h(gb’del(Pf)). Dann gilt:

1. Py gibt bei Eingabe x gerade f(x) aus und
2. Q gibt bei Eingabe x gerade g(gddel(Py),x) aus.

Da g(gddel(Pf),x) = f(x), berechnen also Py und Q dieselbe Funktion. O

19.2 Der Satz von Rice

Semantische Eigenschaften von Programmen scheinen schwierig zu entscheiden zu
sein.
Wir haben bereits zwei wichtige unentscheidbare Probleme kennengelernt:

— Das Halteproblem HALTING.
— Das Akzeptanzproblem ACCEPTING.

In beiden Problemen geht es darum, etwas iiber das Verhalten von Maschinen herauszufin-
den, die Teil der Eingabe sind, und beide Probleme sind unentscheidbar.

Frage
Gibt es andere Fragestellungen in Bezug auf das Verhalten von Programmen, die entscheid-
bar sind?

Um diese Frage zu beantworten, brauchen wir erstmal eine sinnvolle Definition von »se-
mantischer Eigenschaft«.
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19 Unentscheidbarkeit II: Satz von Rice
19.2 Der Satz von Rice

19.2.1 Indexmengen

Indexmengen beschreiben semantische Eigenschaften.

Definition: Indexmenge
Eine Indexmenge ist eine Sprache iiber dem Alphabet ascm mit folgenden Eigenschaften:

1. Sie enthélt nur Worte der Form code(M) fiir pms M.
2. Enthilt sie ein Wort code(M) und ist M’ eine andere Turingmaschine, die dieselbe Spra-
che akzeptiert wie M, so enthilt die Indexmenge ebenfalls auch code(M’).

Bemerkungen:

— Statt kodierten Turing-Maschinen konnte man natiirlich auch kodierten Ram-Program-
men hernehmen.

— Ebenso konnte man auch durch Godelnummern kodierte While- oder MiiML-Program-
me benutzen. Die Bezeichnung »Indexmenge« stammt historisch daher, dass Godel-
nummern ja eine Art Indizes von Programmen darstellen.

— Indexmengen beschreiben semantische Eigenschaften, da sie immer alle oder gar keine
Maschine enthalten, die sich semantisch gleich verhalten.

Beispiele von Indexmengen.

Beispiel: Die Indexmenge der immer akzeptierenden Maschinen
Die Menge ALWAYS-ACCEPTING-MASCHINES der Codes aller Maschinen, die alle Eingaben
akzeptieren.

Beispiel: Die Indexmenge der niemal-haltenden Maschinen
Die Menge NEVER-ACCEPTING-MASCHINES der Codes aller Maschinen, die gar keine Einga-
ben akzeptieren.

Beispiel: Die Indexmenge der kontextfreien Sprachen
Die Menge der Codes aller Maschinen, die kontextfreie Sprachen akzeptieren.

Beispiel: Das Halteproblem ist keine Indexmenge

Das Halteproblem ist keine Indexmenge, da es »syntaktisch falsch gebaut« ist: Es enthilt
eben nicht Codes von Maschinen, sondern Codes von Maschinen zusammen mit einer Ein-
gabe.

19.2.2 Der Satz und sein Beweis

Alle semantischen Eigenschaften von Programmen sind unentscheidbar.

Satz: Satz von Rice
Sei I eine Indexmenge, die weder leer ist noch den Code einfach aller Maschinen enthiilt.
Dann ist I unentscheidbar, also I ¢ REC.

Bemerkungen:

— Die leere Indexmengen und die Indexmenge, die die Codes aller Maschinen enthilt,
nennt man auch trivial.

— Den Satz fasst man deshalb auch oft kurz als »Jede nichttriviale Indexmenge ist unent-
scheidbar«.

Beweis. Seien M, und Moy zwei Maschinen mit code(M;,) € I und code(Moy) ¢ 1.

Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, I wire entscheidbar via einer Ma-
schine M;.”

Betrachte folgende Maschine M,:

— Sie bekommt als Eingabe ein Wort code (M )#w.
— Sie iiberpriift mittels M;, ob code(M) € I gilt.
— Ist dies der Fall, so fiihrt sie M, mit Eingabe w aus und akzeptiert, falls diese
akzeptiert.



19 Unentscheidbarkeit II: Satz von Rice
Zusammenfassung dieses Kapitels

— Istdies nicht der Fall, so fiihrt sie Mj, mit Eingabe w aus und akzeptiert, falls diese
akzeptiert.

Nach dem Rekursionssatz gibt es nun eine Maschine My mit
code(My)#w € L(M,) <= w € L(Mjy).

Wir untersuchen nun, ob code(My) € I gilt:’

1. Ist code(My) € I, so wird nach Definition von M, die Maschine M, fiir alle w gerade
Moy simulieren. Also akzeptieren Moy und My dieselbe Sprache. Da code(Mou) ¢ 1,
folgt code(My) ¢ I.

2. Istcode(My) ¢ I, so wird umgekehrt die Maschine M, fiir alle w gerade M;, simulieren.
Also akzeptieren M, und My dieselbe Sprache und wir erhalten code(My) € I.

In beiden Fillen erhalten wir einen Widerspruch. O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Der Rekursionssatz besagt grob, dass ein Programm »Zugriff auf seinen eigenen Code«
haben kann.

2. Eine Indexmenge enthilt die Codes von semantisch dquivalenten Maschinen (oder die
Godelnummern von semantisch dquivalenten Programmen).

3. Der Satz von Rice besagt, dass iiberhaupt gar keine semantische Eigenschaft von Pro-
grammen entscheidbar ist.

4. Beispiele sind: »Akzeptiert das Programm die Eingabe 427« oder »Akzeptiert das Pro-
gramm wenigsten eine Eingabe?«.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 6.4 und 6.5.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 19.1  Sprach-Version des Rekursionssatzes, schwer
Beweisen Sie die Version des Rekursionssatzes fiir Sprache, siehe Folie 19-6.

Tipp: Benutzen Sie den Rekursionssatz fiir Funktionen, indem Sie eine geeignete Funktion g konstru-
ieren.

Ubung 19.2  Ein komplexes selbstdruckendes Programm entwerfen, schwer, mit Lésung

Schreiben Sie ein Programm, das einen Parameter x nimmt und dann seinen eigenen Programmtext x
mal ausdruckt und dabei nach jedem Zeichen ein Leerzeichen ausgibt.

Ubung 19.3  Ein umdrehend selbstdruckendes Programm entwerfen, leicht
Schreiben Sie ein Programm, das seinen eigenen Programmtext umgedreht ausgibt.
Tipp: Gehen Sie genauso vor wie in Ubung 19.2, siche deren Losung im Anhang.

Ubung 19.4 Ein interessantes selbstdruckendes Programm entwerfen, leicht

Schreiben Sie ein Programm, das einen Parameter x bekommt und jedes x-te Zeichen seinen eigenen
Programmtextes ausgibt.

Tipp: Gehen Sie genauso vor wie in Ubung 19.2, siehe deren Losung im Anhang.

3Hieraus wird sich der Widerspruch
ergeben

19-18



19 Unentscheidbarkeit II: Satz von Rice
Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 19.5 Indexmengen erkennen, mittel
Entscheiden Sie, ob folgende Mengen nichttriviale Indexmengen sind. Beweisen Sie Thre Vermutung.

{code(M) | M akzeptiert bei Eingaben 0 und 1 oder akzeptiert bei Eingaben O und 1 nicht},
{code(M) | akzeptiert M bei Eingabe 0, verwirft M bei Eingabe 1 und umgekehrt},

{code(M) | wenn M bei Eingabe 0 akzeptiert, dann akzeptiert M bei Eingabe 1 nicht und umgekehrt},
{code(M) | M hat genau 34572 Zusténde},

{code(M) | M akzeptiert das Halteproblem}.

{code(M) | M akzeptiert die Eingabe 100010}

{code(M) | wenn M bei Eingabe 0 akzeptiert, dann akzeptiert M auch bei Eingabe 1},

{code(M) | M gerit bei Eingabe 0 oder 1 in eine Endlosschleife},

{code(M) | M akzeptiert die Eingabe 1 nach genau 3462 Rechenschritten},

O O NV A WN =

Ubung 19.6 Unentscheidbarkeit beweisen, mittel
Zeigen Sie auf zwei Arten, dass die Sprache L = {code(M) | M akzeptiert bei Eingabe 42} nicht
entscheidbar ist, indem Sie nachweisen, dass sie

1. eine nichttriviale Indexmenge ist und
2. aus der Existenz eines Entscheiders fiir L die Existenz eines Entscheiders fiir HaLTING folgen
wiirde.

Ubung 19.7 Unentscheidbarkeit beweisen, mittel
Wiederholen Sie Ubung 19.6 fiir die Sprache L = {code(M) | M akzeptiert alle Eingaben}.
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Kapitel 20

Unentscheidbarkeit Il
Unentscheidbare Probleme

Warum es keine Super-Komprimierer gibt

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Das Postsche Korrespondenzproblem kennen 201 Nichtberechenbares
2. Das Busy-Beaver-Problem kennen 20.1.1 Das Postsche Korrespondenzproblem
3. Das Konzept der Kolmogorov-Komplexitiit kennen 20.1.2  Das Busy-Beaver-Problem . . . ... ..

Zum Abschluss dieses Teils iiber die Berechenbarkeit soll es noch um einige besonders put-
zige Exemplare von nichtberechenbaren Sprachen und Funktionen gehen.

Den Anfang macht das Postsche Korrespondenzproblem (das pkp), das, wie der Namen
schon sagt, auf Emil Post zuriickgeht. Dieses Problem ist deshalb so interessant, weil es
so einfach aussieht — wenn man es zum ersten Mal sieht, wiirde man nie auf die Idee kom-
men, dass es sich um ein unentscheidbares Problem handelt. (Es soll auch schon Assistenten
an Universitiiten gegeben haben, die Studierenden zur Ubung die Aufgabe gestellt haben, ein
Programm zur Losung des pkp zu schreiben.) Die Formulierung dieses Problem ist viel ein-
facher zu verstehen als die der unentscheidbaren Probleme, die in den vorigen Kapiteln auf
den ahnungslosen Leser hereingeprasselt sind: Weder kommen Maschinencodes vor, noch
Rekursionen oder wilde Godelisierungen. Es geht einfach nur um eine Reihe von Paaren von
Worten und wie man diese aneinanderreihen konnte.

Als zweites soll es um Biber gehen, konkret um die Spezies Castor fiber informaticus. Diese
zeichnet sich wie alle Biberarten durch ihren besonderen Fleif3 aus; jedoch bevorzugen sie
statt dem Bau von Stauddimmen das Anhédufen von Einsen auf einem Band.

Zu guter Letzt geht es auch noch um Super-Komprimierer, vornehm Kolmogorov-Kompri-
mierer genannt. Eine mit einem Kolmogorov-Komprimierer komprimierte Zeichenkette ver-
hilt sich zu einer mit bz 1ip2 komprimierten in Bezug auf ihre Packungsdichte etwa wie ein

Neutronen-Stern zu einem interstellaren Nebel. Mit anderen Worten: Kolmogorov-Komprimierer

sind die besten Komprimierer, die es iiberhaupt geben kann. Da ist es ausgesprochen schade,
dass sie leider nicht berechenbar sind.

Als Ausblick mochte ich dann noch aufzeigen, dass es auch Sprachen gibt, die »nicht nur
einfach unentscheidbar« sind, sondern die »ganz besonders unentscheidbar« sind. Konkret
soll es um Sprachen gehen, die »nicht entscheidbar und sogar nicht akzeptierbar« sind. Ein
Beispiel wird das Komplement des Halteproblems sein.

Auch wenn wir es in dieser Vorlesung nicht werden vertiefen konnen, so sei doch erwihnt,
dass selbst das Komplement des Halteproblems nicht »das Schwierigste« ist, was die Theorie
zu bieten hat. Man kann nidmlich Sprachen bauen, die selbst dann noch unentscheidbar blei-
ben, wenn man »Turings Geist« aus Ubung 18.2 befragen konnte. In der etwas abgehobenen

20.1.3 Kolmogorov-Komplexitit
20.2 Nichtberechenbareres

Ubungen zu diesem Kapitel
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20 Unentscheidbarkeit Ill: Unentscheidbare Probleme

20.1 Nichtberechenbares

Wissenschaft der fortgeschrittenen Rekursionstheorie spricht man natiirlich nicht von »Gei-
stern« sondern formal (bitte nicht lachen) von »Orakeln« (Sie sollten doch nicht lachen).
Von Rekursionstheoretikern wird das Halteproblem auch gerne als Sprache 0 bezeichnet, da
sie »so einfach« ist (eine gewisse Arroganz solcher Theoretiker gegeniiber praktischen Pro-
blemen lésst sich nicht von der Hand weisen). Wenn man nun O als Orakel beliebig befragen
kann, so kann man aber wieder ein neues Halteproblem definieren, genannt 0’ oder auch der
»Jump des Halteproblems«. Dieses Problem ist nun wahrlich schwierig — es ist selbst dann
unentscheidbar, wenn man das Halteproblem jederzeit free of charge beantwortet bekommt.
Dann kann man natiirlich auch noch betrachten, was passiert, wenn man 0’ als Orakel zur
Verfiigung hat — und es gibt wieder ein Halteproblem, genannt 0”, das noch viel schwieriger
ist. Und dann gibt es natiirlich auch 0" und 0""”” und so weiter. Und dann kann man natiirlich
noch gegen die Hierarchie dieser Sprachen diagonalisieren, um ein noch viel schwierigeres
Problem zu erhalten — welches man wieder wiederholt »jumpen« kann. Dies fiihrt dann fiir
jede Ordinalzahl zu einer neuen Kategorie von noch groflerer Unentscheidbarkeit.

Vielleicht ist es auch ganz gut so, dass wir diese Probleme in dieser Vorlesung nicht vertiefen.

20.1 Nichtberechenbares
20.1.1 Das Postsche Korrespondenzproblem

Uber das Postsche Korrespondenzproblem.

Das Postsche Korrespondenzproblem (pkp) ist eine Sprache.

Sie geht auf Emil Post zuriick.

Die Sprache ist recht einfach aufgebaut und erscheint zundichst einfach zu entscheiden.
Wir werden aber gleich sehen, dass diese Sprache unentscheidbar ist.

Die Idee
— Die Eingabe fiir das pxp ist ein Wérterbuch:

Deutsch  Vogonisch

apfel apf
birne rnx
mus elmus
nixe qwertz

(Vogonisch, insbesondere in Gedichtform, ist nicht unbedingt fiir seine melodische
Struktur bekannt.)

— Die Frage ist nun, ob man einen Satz in der einen Sprache finden kann, so dass die
wortwértliche Ubersetzung in die andere Sprache genau denselben Satz wie in der ersten
Sprache liefert.

— Beispielsweise wird aus »apfel mus« die Ubersetzung »apf elmus«, also — wenn man
die Leerzeichen ignoriert — in beiden Fillen »Apfelmus«.

— Man nennt dies eine Korrespondenz.

Das formale Problem

Definition: Wérterbuch
Sei X ein Alphabet. Ein Worterbuch fiir ¥ ist ein Menge W = {(x1,y1),. .., (xn,yx)} von
Paaren (x;,y;) € 2* x ©*.

Definition: Korrespondenz

Sei W ein Worterbuch. Eine Korrespondenz ist ein Wort w, so dass eine Folge ((pl,ql),
(P2,92),- -, (p,mqm)) von Paaren aus (p;,q;) € W existiert mit w = pj o--- o p,, und auch
W=4q10::0qm-

Beachte: Ein Paar (x,y) € M kann mehrfach vorkommen.
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Nichtberechenbares

P Definition: Die Sprache PKP
Das Postsche Korrespondenzproblem (pkp) enthilt (die Codes von) allen Worterbiichern,
fiir die es eine Korrespondenz gibt.

Beispiel
{(1,100000), (00,1), (0110,0) } € PKP

Ein erstaunliches Resultat.

p Satz

PKP ist unentscheidbar.

Beweisideen

Man benutzt das Beweisrezept »Unentscheidbarkeit beweisen« mit:

— Als bekanntermaflen unentscheidbare Sprache U wihlt man EMPTY-HALTING =

{code(M) | M hilt bei Eingabe A an} (sieche Ubung 18.3).

— Als L wihlt man pkp.
Man muss also zeigen: Hat man einen Entscheider My, fiir PP, so gibt es auch einen
Entscheider Meyprynairng fUr EMPTY-HALTING.
Sei code(M) eine Eingabe fiir Meypry-navmi-
Der Trick ist nun ein Worterbuch W zu bauen, so dass Korrespondenzen zu W gerade
endliche Berechnungen von M kodieren.
Ziel ist es, folgende Invariante einzuhalten: in der ersten »Sprache« ist immer gerade
eine Konfiguration weniger kodiert sein als in der zweiten. Die erste Sprache »hinkt
quasi hinterher«.
Wenn die Berechnung als endend erkannt wird, holt dann die erste Sprache auf und die
Korrespondenz wird perfekt.
Wenn die Berechnung hingegen nie endet, dann ldsst sich auch keine Korrespondenz
finden.

Mehr Details finden Sie in den Ubungen 20.1 und 20.2.

20.1.2 Das Busy-Beaver-Problem

Uber fleiBige Biber.

Ein fleiffiger Biber ist ein Turing-Maschine.
Er hat moglichst wenige Zustdnde,. ..
.. kennt nur die Symbole 1 und [....
.. startet auf einem leeren Band,. ..
..schreibt moglichst viele len...
..und hélt dann aber irgendwann an.

Definition von fleiBigen Bibern.

P Definition: FleiBige Biber
Ein Biber ist eine pT™m mit folgenden Eigenschaften:

1.
2.
3.

4.

Das Bandalphabet ist {{J, 1}.

Es gibt nur ein Band.

In jedem Schritt muss sich der Kopf bewegen (es sind nur »links« und »rechts« als
Richtungen erlaubt, »neutral« hingegen nicht).

Sie hilt bei einem anfénglich leeren Band nach endlich vielen Schritten an.

Einfleiffiger Biber ist ein Biber, der eine maximale Anzahl an 1en schreibt unter allen Bibern
mit derselben Anzahl Zustéinden.

Beispiel: FleiBiger Biber mit zwei Zustdnden
1,1,1

193
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20.1 Nichtberechenbares

» Definition: FleiBige-Biber-Funktion
Die Fleiflige-Biber-Funktion busybeaver: N — N ordnet jeder Zahl n > 0 die Anzahl an len
zu, die ein fleifiger Biber mit n Zustinden schreibt.

Anzahl n an Zustéinde  busybeaver(n)

1 0
2 3
3 5
4 12
5 vermutlich 4097
6 > 4,64-1014%
20-10 Kandidat fiir einen fleilligen Biber mit fiinf Zustéanden.
1,1,1
0,1,1 0,1,1

start —>( 4a

— Dieser Biber macht 47.176.870 Schritte, bevor er anhélt.
— Er hinterlidsst 4097 viele len.
— Es ist nicht bewiesen, dass dies tatsdchlich ein fleiffiger Biber ist.

20-11 Die Fleillige-Biber-Funktion ist nicht berechenbar.

» Satz
Die Fleiflige-Biber-Funktion ist nicht rekursiv.

Beweisideen.

— Kann man die FleiBige-Biber-Funktion ausrechnen, so kann man fiir eine gegebene Ma-
schine eine obere Schranke fiir die Anzahl an len ausrechnen, die sie schreiben kann.

— Simuliert man eine Maschine und schreibt sie mehr 1en als die Fleifige-Biber-Funktion
angibt, so weif3 man, dass die Maschine nie anhalten wird.

— Damit lasst sich (grob) das Halteproblem entscheiden.
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20.1 Nichtberechenbares

Beweis. Sei M eine pT™m. Man kann M leicht syntaktisch in einer Maschine M’ umformen mit folgen-
den Eigenschaften:

1. Sie hat das Bandalphabet {{J, 1}, bleibt nie stehen und hat nur ein Band.

2. Fiir jeden Schritt, den M macht, schreibt M’ (mindestens) eine neue 1 auf ihr Band.
1

Wire nun die Busy-Beaver-Funktion berechenbar, so kénnte man EMPTY-HALTING wie folgt entscheiden:’
Bei Eingabe code(M) macht Mewery-uaiming Folgendes:
— Berechne code(M’). Sei n die Anzahl der Zustinde von M’.
Berechne b = busybeaver(n).
— Simuliere M fiir b+ 1 Schritte.
— Falls M wihrend der Simulation anhlt, akzeptiere; sonst verwerfe.

Dies ist korrekt, denn entweder hilt M nach maximal b Schritten an; oder M hilt nie an. Wiirde M
nimlich nach mehr als b Schritten anhalten, so wire M’ ein fleiBigerer Biber als der fleiBigste Biber
mit n Zustdanden — ein Widerspruch. O

20.1.3 Kolmogorov-Komplexitat

Uber Komprimierer.

— Ein Komprimierer ist ein Programm.
— Es bekommt als Eingabe einen String.
— Es liefert als Ausgabe einen String,

— der moglichst kurz ist und
— aus dem sich die Eingabe rekonstruieren lisst.

Beispiel: Klassische Komprimierer

— Lempel-Ziv-Komprimierer (gzip)
— Huffmann-Komprimierer (gzip, mpeg)

Beispiel: Moderne Komprimierer
Burrows-Wheeler-Transformation (bzip2)

Die Idee hinter dem Kolmogorov-Komprimierer

— Bei guten Komprimierern gibt es generell viele Moglichkeiten, einen String zu kodieren.
Dadurch ist dann der Komprimierer besonders flexibel: Er kann die »passendste« Art
suchen, einen String zu kodieren.

Man kann sich nun fragen: Was ist die ultimativ flexibelste Art, einen String zu kodie-
ren?

Die Antwort lautet: Als Programmtext, der diesen String als Ausgabe liefert.

Der Kolmogorov-Komprimierer

Definition
Sei w € {0,1}* ein String. Wir sagen, eine 1-Band-Turingmaschine M produziert w, wenn

— sie mit dem leeren Band gestartet
— nach endlich vielen Schritten anhélt und
— dann auf dem Band genau w steht.

Definition: Kolmogorov-Komprimierer
Der Kolmogorov-Komprimierer ist eine Funktion K : {0, 1}* — asci*, so dass fiir alle Wor-
te w € {0,1}* gilt:

1. K(w) ist der Code einer Maschine M,
2. M produziert w und
3. die Lénge von code(M) ist minimal.

195

Kommentare zum Beweis .
Skript

' Die Konstruktion einer solchen Maschine
M’ ist etwas fummelig, aber eben auch
nicht schwierig.

2Fast das Rezept »Unentscheidbarkeit
beweisen« nur hier mit einer Funktion statt
einer Sprache
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20.2 Nichtberechenbares

Der Kolmogorov-Komprimierer kann sehr stark komprimieren. . .
Manche Worte lassen sich sehr gut kolmogorov-komprimieren:

Beispiel
Das Wort 11000000 (3150 eine Million len) lisst sich mittels eines sehr kurzen Programms
beschreiben:

for (int i=0; i<1000000; i++) System.out.print ("1");

(Das muss man natiirlich eigentlich als Turing-Maschine aufschreiben — aber wir wissen ja,
dass das alles irgendwie dasselbe ist.)

Beispiel
Das Wort 110100 (also ein Googol viele len) ldsst sich auch kurz beschreiben:

int p = 1;
for (int i=0; 1i<100; i++) p = p *» 10;
for (int i=0; i<p; i++) System.out.print ("1");

... aber nicht alles lasst sich komprimieren.

Andererseits lassen sich viele Worte gar nicht komprimieren.

Dies liegt daran, dass man ja sonst rekursiv immer wieder komprimieren kénnte — ir-
gendwann muss Schluss sein.

Grob gesprochen lassen sich »zufillige Worte« nicht komprimieren:

Gut komprimierbar  schlecht komprimierbar

0000000000 0101101101
0000011111 1011111010
0101010101 0010110111

Tatsdchlich kann man so definieren, wann ein einzelnes Wort »zufillig ist«: Wenn es
sich nicht kolmogorov-komprimieren lésst.

Ein trauriges Resultat.

Satz
Der Kolmogorov-Komprimierer ist nicht rekursiv.

Beweis. Nehmen wir an, wir konnten K berechnen.

— Sei wy das kiirzeste und lexikographisch erste Wort mit |K(wg)| = 1000000.

Dann kann man ein (kurzes) Programm schreiben, das in einer Schleife alle Worte in
der Reihenfolge A, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, O11, ... durchlduft.

Fiir jedes Wort w berechnet es K (w) und gibt das erste aus, fiir das |K (w)| = 1000000.
Dieses Programm ist dann sehr kurzes Programm, das wq beschreibt — aber das kiirzeste
solche Programm sollte ja Linge 1000000 haben. O
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20.2 Nichtberechenbareres

20.2 Nichtberechenbareres

Unentscheidbar, unentscheidbarer, am unentscheidbarsten.

— Wir haben viele unentscheidbare Probleme kennengelernt.
— Viele davon sind aber wenigstens akzeptierbar:

— HALTING
— EMPTY-HALTING
— PKP

— Man kann sich nun fragen, ob es Probleme gibt, die noch nichtmal akzeptierbar sind.

Ein einfacher, aber ntitzlicher Satz.

Satz
Eine Sprache ist genau dann entscheidbar, wenn sie und ihr Komplement akzeptierbar sind.

Beweis. Sei L entscheidbar. Dann ist L akzeptierbar und (Vertauschung von akzeptierenden
und nichtakzeptierende Zustinden) auch L.

Seien nun L und L akzeptierbar via Maschinen M, und M;. Ein Entscheider fiir L arbeitet
wie folgt:

— Bei Eingabe w werden die Maschinen My und My auf getrennten Béndern simuliert,
jeweils fiir die Eingabe w.

— Dabei wird immer abwechselnd ein Schritt der einen Maschine und dann der anderen
Maschine simuliert.

— Wenigstens eine der Maschinen akzeptiert nach endlich vielen Schritten.

— Istdies My, so gibt akzeptiert auch der Entscheider; ist es M7, so verwirft der Entschei-
der. O

Beispiel einer wirklich schwierigen Sprache.

Folgerung
Das Komplement der Halteproblems ist weder entscheidbar noch akzeptierbar.

Beweis. Wire HALTING akzeptierbar, so wire HALTING entscheidbar. O

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Das Postsche Korrespondenzproblem ist eine unentscheidbare Sprache.

2. Ein fleifiger Biber schreibt eine maximale Anzahl len auf ein Band bevor er anhilt.
Diese Anzahl kann man nicht allgemein ausrechnen.

3. Der Kolmogorov-Komprimierer liefert bei Eingabe x ein Programm minimaler Lénge,
das x ausgibt. Leider ist er nicht berechenbar.

4. Eine Sprache ist genau dann entscheidbar, wenn sie und ihr Komplement akzeptierbar
sind. Deshalb ist das Komplement des Halteproblems weder entscheidbar noch akzep-
tierbar.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 6.3, 6.7 und 6.9.
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Kommentare zum Beweis

! Begriinden Sie diese Annahme

2Sje konnen auch andere Namen wahlen,
wenn lhnen diese zu nerdig sind.

3 Dies ist jetzt eine entscheidende Stelle, wo
Sie ausfiihren missen, wie das gehen soll.

“#Sobald der spezielle Endzustand erreicht
ist, muss Vogonisch einfach »auffullen.

3Dies sollten Sie ausfiihren.

* Dies auch.

Unentscheidbarkeit Ill: Unentscheidbare Probleme

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 20.1  Unentscheidbarkeit des eingeschrankten PKP, schwer

Zeigen Sie, dass folgende Sprache unentscheidbar ist:

pkp’ = {W | es gibt eine Korrespondenz fiir W, die mit > beginnt}.

Vervollstindigen Sie dazu die Details in folgendem Beweis:
Beweis. Wir zeigen, dass aus der Entscheidbarkeit von pkp’ die Entscheidbarkeit von EMPTY-HALTING
folgt, was nach Ubung 18.3 einen Widerspruch darstellt.
Sei code(M) gegeben. Wir konnen annehmen, dass M eine 1-Band-p™ ist und genau einen Zustand
hat, in dem sie anhilt und der auch keine ausgehende Pfeile besitzt.! Die Berechnung von M be-
ginnend mit einem leeren Band durchlduft dann eine Folge Konfigurationen Cy, C,, ..., wobei jede
Konfiguration aus einem Zustand ¢g; und einem Bandinhalt besteht. Beim Bandinhalt von C; seien /;
die Nicht-Blank-Zeichen links vom Kopf und r; die Nicht-Blank-Zeichen rechts vom Kopf. Anfinglich
giltalsoly =r = A.
Eine solche Konfiguration C; ldsst sich nun wie folgt als Wort kodieren: w; = I;g;r;. Die aktuelle Kopf-
position wird also durch die Stelle angezeigt, wo der Zustand steht. Die ersten m Schritte der Berech-
nung von M sind dann in dem Wort bw{$w;$. .. $wy, kodiert.
Ziel ist es, das Worterbuch W zwischen zwei Sprachen — nennen wir sie Vogonisch und Klingonisch”
— so aufzubauen, dass es genau eine Korrespondenz gibt: bwi$wo$. .. $wy,, wobei m die Anzahl der
Schritte ist, bis M anhilt. Insbesondere soll gelten, dass es genau dann eine Korrespondenz fiir W gibt,
wenn M nach endlich vielen Schritte anhiilt.
Die Idee ist folgende: Mit dem Worterbuch kann man die Korrespondenz bestehend aus der Berech-
nung stiickweise aufbauen. Dabei wird wihrend des Aufbaus in Vogonisch immer gerade eine Kon-
figuration weniger kodiert als in Klingonisch. Vogonisch »hinkt quasi hinterher«. Erst, wenn die Be-
rechnung als endend erkannt wird, holt Vogonisch auf.
Die Paare des Worterbuchs sind nun grob wie folgt aufgebaut:
— Es gibt zunichst das »Startpaar« (>,>0g0$).
Dieses sorgt dafiir, dass man in Vogonisch erstmal (auer dem Zeilenanfangszeichen) noch nichts
erzeugen kann, in Klingonisch aber bereits die erste Konfiguration.
- Es gibt Paare der Form (x,x) fiir x € TU{$} mit denen ein Zeichen von Klingonisch nach Vogo-
nisch »kopiert« werden kann.
— Es gibt Paare,” die ein Zustandsymbol enthalten und angeben, wie die Umgebung des Kopfes sich
bei einem Rechenschritt dndert.
— Es gibt Paare, mit denen Vogonisch aufholen kann, wenn das Ende einer Berechnung erkannt
wurde.’
Um den Beweis abzuschlieBen, fithren wir den Begriff der »Teilkorrespondenz« ein: Eine Teilkorre-
spondenz iiber einem Worterbuch ist ein Wort w, so dass eine Folge (( p1:91)s(P2:92)5- -+, (Pk, qk))
von Paaren aus (p;,q;) € W existiert mit w = pj o--- o p; und w ist ein Anfangsstiick von g o--- o gy.
Per Induktion zeigt man nun, dass w genau dann eine Teilkorrespondenz fiir das konstruierte W ist,
wenn es ein Anfangsstiick des Wortes bw$w»$. .. ist.’
Hieraus folgt, dass es genau dann eine Korrespondenz fiir das Worterbuch gibt, wenn die Berechnung
von M endlich ist." O

Ubung 20.2  Unentscheidbarkeit des PKP beweisen, mittel
Zeigen Sie, dass pkp unentscheidbar ist.
Tipp: Sie diirfen benutzen, dass pkp’ aus Ubung 20.1 unentscheidbar ist.

Ubung 20.3 Postsches Korrespondenzproblem, mittel

Sei W = {(1,100),(1,101),(10,00),(011,11)} eine Eingabe fiir das Postsche Korrespondenzpro-
blem.

1. Existiert eine Korrespondenz fiir W? Existiert eine Korrespondenz, die mit dem ersten Paar
(1,100) beginnt?
2. Existiert eine Korrespondenz fiir W/ = {(10,101),(101,011),(011,11)}?

Ubung 20.4 Postsches Korrespondenzproblem, mittel
Sei W = {(1,01),(01,1),(01,11),(11,01)} eine Eingabe fiir das Postsche Korrespondenzproblem.
1. Existiert eine Korrespondenz fiir W? Existiert eine Korrespondenz, die mit dem ersten Paar
(1,01) beginnt?
2. Existiert eine Korrespondenz fiir W’ = {(1,01),(01,11)}?
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Teil IV

Wie schwer sind Probleme?

Der Theoretischen Informatik wird hiufig vorgeworfen, dass sie zu theoretisch sei. Zwar geht
dieser Vorwurf ins Leere — einem menschlichen Wesen wirft man ja auch nicht vor, dass es
zu menschlich sei — jedoch muss man zugeben, dass Resultate der Theoretischen Informatik
manchmal segensreiche oder fiirchterliche Konsequenzen zu haben scheinen; in der Praxis
entpuppen sich diese Konsequenzen dann aber als vollig nutzlose Algorithmengespinnste
oder zahnlose Endlospapiertiger. Zwar lassen sich nach dem Satz von Rice semantische Ei-
genschaften von Programmen nicht entscheiden — jedoch kdnnen wir im Allgemeinen End-
losschleifen doch recht gut erkennen. Zwar ist die Ackermann-Funktion while-berechenbar
— jedoch kénnen wir praktisch ¢(42,23,65) beim besten Willen nicht ausrechnen. Zwar ist
der nichste optimale Zug fiir einen Computer-Spieler bei dem Brettspiel Go selbstverstind-
lich berechenbar — jedoch werden auch die besten Go-Programme immernoch von guten
Spielern locker geschlagen.

Die Problematik liegt darin, dass wir bis jetzt den Aspekt der Effizienz vollig ausgeblen-
det haben. Es macht eben doch einen Unterschied, ob man, sagen wir, eine Million Schritte
zur Losung eines Problems braucht oder doch eine Quintillion Schritte. Im ersten Fall war-
tet man eine Millisekunde auf das Ergebnis (sprich: nicht »man« wartet auf das Ergebnis,
sondern der Computer wartet darauf, dass »man« das Ergebnis endlich mal zur Kenntnis
nimmt), im zweiten Fall wartet man deutlich ldnger, als das Universum alt ist (wozu man nur
bei wirklich wichtigen Fragen bereit sein wird, wie beispielsweise bei der an Deep Thought
gestellten).

Die Komplexitditstheorie beschiftigt sich ganz allgemein mit der Frage, wie effizient sich
Probleme I6sen lassen. Ahnlich wie beim Begriff der »Berechenbarkeit« ist zunichst nicht
klar, was »effizient« nun genau bedeuten soll. Ist ein Problem effizient 16sbar, wenn man
immer maximal eine Milliarde Schritte braucht, um die Losung auszurechnen? Dann wi-
re nichtmal die binire Suche ein effizienter Algorithmus: Bei Eingaben der Linge grofler
als 21000000000 pyraycht namlich auch die binire Suche mehr als eine Milliarde Schritte. Nun
konnte man natiirlich auch solch fantastisch grole Eingaben einfach verbieten — jedoch er-
scheinen solche Einschrinkungen doch etwas willkiirlich.
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Die Losung liegt darin, die Effizienz daran festzumachen, wie der Rechenaufwand eines
Programms sich in Abhéngigkeit der Eingabeldnge entwickelt: Bei langen Eingaben darf
das Programm sicherlich ldnger brauchen als bei kurzen. Diese Idee wird es uns erlauben,
Probleme nach ihrer Komplexitit zu klassifizieren. Diese Klassifikation gelingt recht gut:
zum Beispiel werden wir das Sortierproblem als sehr einfach klassifizieren, das Finden ei-
nes optimalen Zuges beim Spiel Go hingegen als recht schwer. Die offiziellen Namen fiir
»sehr einfach« und »recht schwer« lauten iibrigens »in logarithmischem Platz berechenbar«
und »hart fiir nichtdeterministische polynomielle Zeit« und Sie — als angehende Akademi-
ker — sollten auch diese vornehm-akademischen Namen verwenden; fiir den Hausgebrauch
reichen dann aber doch »sehr einfach« und »recht schwer«. Man kann sogar beweisen, dass
Sortieren echt einfacher ist als das Spiel Go — fiir den Beweis wird allerdings ein etwas
groBeres Theoriegebdude bendtigt, als es in diesem Teil gebaut wird; Interessierte seien auf
die Veranstaltung »Komplexitétstheorie« verwiesen.

Das Spannungsfeld von komplexititstheoretischen Resultaten und dem Schreiben von effi-
zienten Programmen wird iibrigens auch schon von unserem Informatik-Nachwuchs hinge-
bungsvoll beackert:

Aus Losungen von Schiilern zum 28. Bundeswettbewerb Informatik

»Da Backtracking in ungeahnten Zeitaufwand ausartet, wobei dieses die optimalste Losung fin-
den wiirde, habe ich beschlossen, die Variante mit einem Algorithmus zu verwenden.«

»Ich benutze Brute Force, weil es zu umstindlich ist, einen langen Algorithmus zu erfinden,
welcher dann erst auch noch bewiesen werden muss.«

Enden wird dieser Teil, wie auch die gesamte Vorlesung, mit einer fiir Theoretiker eher pein-
lichen Geschichte: dem P-NP-Problem. Es handelt sich dabei nicht um ein »Problem« im
Sinne der Theoretischen Informatik (also nicht um eine Sprache). Vielmehr nennt man den
Umstand, dass man P = NP trotz jahrelangem Probieren immernoch nicht beweisen kann,
beschonigend das P-NP-Problem. Die Klassen P und NP werden im Laufe dieses Teils noch
detailliert vorgestellt; grob gesprochen ist das P-NP-Problem einfach die Frage, ob sich tau-
sende der wichtigsten praktischen Probleme der Informatik sehr effizient 16sen lassen oder
nicht. Offenbar ist dies eine auch vom praktischen Standpunkt aus eine duBlerst wichtige Fra-
ge —nach allem, was wir wissen, konnte es sein, dass es fiir all diese Probleme hocheffiziente
Algorithmen gibt, nur es hat sie halt noch niemand gefunden.
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Ubungen zu d

Herr Winston Wolf, der Thnen vielleicht noch aus »Logik fiir Informatiker« bekannte Leiter
des Amts fiir Problemldsungen, bekommt an einem Montag morgens ein neues Problem auf
seinen Aktenstapel: Die Regierung bittet darum, das Problem mit den ungenauen Klimamo-
dellen doch bitte zu 16sen — man hitte gerne verlédsslichere Aussagen iiber die Entwicklung
des Weltklimas in den nédchsten hundert Jahren.

Herr Wolf ruft darauthin beim Amt fiir Klimaforschung an, wo man ihm sinngemé0 Folgen-
des mittelt: »Unsere Prognosen werden um so besser, je hoher die rdumliche Auflosung der
Simulationen ist. Dazu brauchen wir mehr Rechenpower.« In der Informatikabteilung sei-
nes Amtes arbeiten drei Informatikerinnen — eine ist zustdndig fiir Technische Informatik,
eine fiir Praktische Informatik und eine fiir Theoretische Informatik —, die Herrn Wolf nun
befragt, wie er fiir mehr Rechenpower sorgen konne.

Dr. Naehle, die Referentin fiir Technische Informatik, antwortet: »Die Sache ist ganz klar:
Wir benétigen jede Menge rpGas, die wir mit Klimasimulationsschaltungen flashen. Die
schalten wir dann zusammen und bauen damit eine riesige dedizierte Klimasimulations-
maschine.« Dr. Fischerin, zustdndig fiir die Praktische Informatiker, meint: »Das geht viel
billiger und einfacher mit Standardkomponenten. Die konnten wir bei Ebay besorgen (wenn
die Beschaffungsstelle mitspielt). Dann brauchen wir noch ein paar flotte Netzwerkswitches
und mein geliebtes oBscURE-BsD auf allen Rechnern. Das ergibt dann einen schénen Super-
computer.« Dr. Meischnuck, die Theoretikerin, hat den zweifelsohne billigsten Vorschlag:
»Wir schauen erstmal, was iiberhaupt das Problem ist. Bei diesen Klimasimulationen geht
es doch meist um Differentialgleichungen. Die bestehenden Simulationsprogramm benutzen
vielleicht noch stures Iterieren zur Losung. Da greifen wir doch mal in die algorithmische
Trickkiste, da findet sich sicherlich etwas Schnelleres.«

21.2 O-Klassen und ihre Verwandten
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AN Einleitung

Wenn Herr Wolf alle drei gewéhren lassen wiirde, wer wiirde am Ende am schnellsten die
gewiinschten Simulationsergebnisse berechnen?

In diesem Kapitel geht es um darum, Werkzeuge zu entwickeln, um solche Fragen sinnvoll
zu beantworten. Es geht um eine »Theorie der Geschwindigkeit von Algorithmen«. Ziele
dieser Theorie sind:

1. Sie soll moglichst unabhéngig von konkreter Hardware sein. Dass ein Supercomputer
Zahlen schneller sortiert als Thr Telefon, ist wenig iiberraschend und sagt auch wenig
dariiber aus, wie schnell ein bestimmter Algorithmus ist.

2. Sie soll ein allgemeines Bild von der Geschwindigkeit eines Algorithmus liefern. Dass
ein Algorithmus auf bestimmten Spezialfillen sehr gut funktioniert, ist zwar schon fiir
den Algorithmus und man kann ihn dafiir auch belobigen, jedoch sagt dies wiederum
wenig iiber sein allgemeines Verhalten aus.

Es hat sich herausgestellt, dass die O-Notation besonders geeignet ist, die Geschwindigkeit
von Algorithmus zu beschreiben. Grob gesprochen bedeutet »der Algorithmus hat Laufzeit
0(n?)«, dass er bei Eingaben der GroBe n grob n? Rechenschritte bendtigt unabhdingig von
der Hardware.

Welche der Informatikerinnen am Ende die besten Ergebnisse prisentieren kann, ist {ibri-
gens alles andere als klar: Wenn die Theoretikerin tatsdchlich einen Algorithmus findet in
einer kleineren O-Klasse, so wird sie damit die Superrechner der anderen beiden locker um
GroBenordnungen schlagen. Andererseits kann es aber bei Theoretikern leicht passieren,
dass sie auch nach Jahren noch in ihrem Biiro iiber einen neuen Algorithmus briiten, wih-
rend die Computer der Techniker und Praktiker das Problem schon ldngst zur allgemeinen
Zufriedenheit gelost haben.

21.1 Einleitung
21.1.1  Welches Verfahren ist schneller?
Wie kann man die Rechenzeit von Algorithmen vergleichen?

Fragestellung
Sollte man lieber Insertion-Sort oder Merge-Sort benutzen?

Laufzeitmessungen ergeben folgende Werte:

n sortierte Zahlen Insertion-Sort Merge-Sort
n=3 0,045us 0,245us
n=10 0,080us 0,830us
n = 1000 10us 150us
n = 100.000 1.000us 33.000us
n zufallige Zahlen Insertion-Sort Merge-Sort
n=3 0,056us 0,183us
n=10 0,360us 1,080us
n = 1000 1.250us 190us
n=100.000 12.122.000us 35.000us

2, Zur Diskussion

Was ist nun besser — Insertion-Sort oder Merge-Sort?

Moral

1. Ein guter Algorithmus schlégt einen schlechten Algorithmus, selbst wenn der gute Al-
gorithmus schlecht implementiert wird und der schlechte gut implementiert wird.
2. Die Terme n und logn in Laufzeiten sind in der Regel wichtiger als

— die verwendete Hardware,
— das Geschick der Programmierer.
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21.1.2 Laufzeitmessung

Wir analysieren die Laufzeit eines einfachen Programms.

static boolean containsZero (String s) {
for (int 1 = 0; i < s.length(); i++) {
if (s.charAt(i) == "0") {
return true;
}
}
return false;

}

Die verschiedenen Befehle bendtigen unterschiedlich lange.

— Seien 11 bis #¢ die Zeiten, die bendtigt werden 1) fiir eine Zuweisung, 2) fiir einen Ver-
gleich, 3) von der Methode 1ength, 4) fiir die Berechnung von i++, 5) von der Me-
thode charAt und 6) vom return-Befehl.

— Die Laufzeit bei Eingabe ABCDO05 ist #; + 10t + 5t3 + 414 + 5t5 + 6.

— Die Laufzeit bei Eingabe ABCDEF ist t] + 131, + 7t3 + 614 + 615 + 1.

— Allgemein ist die Laufzeit bei Strings der Lénge hochstens £ hochstens ¢ 4 (204 1)1, +
(L+ D)tz + Lrg + lt5 +t6.

Wie genau sollten wir Laufzeiten messen?

- Die Laufzeit das Programm lautete # 4+ (204 1)t2 + (£ + 1)t3 + lt4 + Ut5s + 16.

— Die genauen Werte der Konstanten sind eher unerheblich, ja sogar hinderlich fiir die
Analyse.

— Wir fiihren deshalb eine spezielle Notation ein, mit der wir uns auf das Wesentliche
konzentrieren konnen: Die O-Klassen.

Die zentralen Ideen

1. Wir ignorieren Konstanten, mit denen multipliziert wird.
2. Uns interessiert nur Laufzeiten bei groflen Eingaben.

21.2 O-Klassen und ihre Verwandten
21.2.1  O-Klassen

O-Klassen = hochstens.

Definition: GroB-O-Klasse
Seig: N— Rg eine Funktion. Dann ist die O-Klasse O(g) die Menge aller Funktionen
fiN— R, fiir die

— es eine Konstante ¢ gibt und

— es eine Konstante ng gibt, so dass
— fiir alle n > ng gilt f(n) < c-g(n).

Merke
»f € O(g)« bedeutet, dass fiir gentigend grofSe n und einen geniigend grofSen Faktor ¢ gilt,
dass ¢ - g(n) immer groBer als f(n) ist.
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Veranschaulichung von f € O(g)

griine Kurve
f(n), g(n), c-g(n) —— ¢-g(n) muss in
diesem Bereich
liegen

Beispiele zu O-Klassen.

Beispiel
Sei f(n) =3+ 17n% und g(n) = n*. Dannist f € O(g).
(Wihle ¢ = 1000 und ng = 1000. Dann ist sicherlich 3 + 1712 < ¢n2.)

Beispiel
Sei g(n) = 1 fiir alle n. Dann enthélt die Klasse O(g) alle beschridnkten Funktionen.

Beispiel
Sei f(n) = n*> und g(n) = n. Dannist f ¢ O(g).

Beispiel
Sei f(n) = log,(n*) und g(n) = log, n. Dann ist f € O(g).
(Es gilt log, (n*) = 2log, n.)

Zur Schreibweise von O-Klassen.

Man schreibt einfach O(n?) fiir »O(g), wobei g die Funktion g(n) = n? ist«.

Man schreibt auch O(g), wenn g von mehreren Parametern abhéngt.

So bedeutet O(n’m) »die Laufzeit ist fiir hinreichend groBe n und m hochstens cn’m
fiir eine Konstante c«.

Man schreibt auch f(n) = O(n?) statt f € O(n?).

Man schreibt auch Dinge wie

20(n)

und meint damit eigentlich »Eine Funktion, die fiir hinreichend grofle » und eine hin-
reichend grofle Konstante ¢ durch 2" nach oben beschrinkt ist.«
— Das ist mathematisch alles Quatsch — aber das stort niemanden.

Die O-Notation in der Praxis.

boolean containsZero (String s) {
for (int i = 0; 1 < s.length(); i++) {
if (s.charAt (i) == "0") {
return true;
}
}
return false;

}

- Esgalt T({) =t; + (20 + D)ty + (£ + 1)t3 + L14 + L85 + tg, wobei T (£) die maximale
Laufzeit bei Strings der Lénge £ ist.

- Mit Hilfe der O-Notation kénnen wir kurz schreiben 7' € O({) oder auch T'(n) = O(n).

— Der Aufwand ist also linear.
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& Zur Ubung 21-12
Geben Sie fiir folgende f und g an, ob f € O(g) gilt.

. f(n) =+/nund g(n) =n.

1

2. f(n) = n*%%! und g(n) = n*.

3. f(n) =n’ und g(n) = n*(logn)’.
4. f(n) =logynund g(n) = 1.

5. f(n) =log,n und g(n) = log; n.
6. f(n) =logynund g(n) = log, n.
7. f(n) =2" und g(n) = 3".

8. f(n) =3"und g(n) =2".

21.2.2 Q-Klassen

0O-Klassen = hochstens. Q-Klassen = mindestens. 21-13
— Eine O-Klasse enthilt alle Funktionen, die hdchstens soundso schnell wachsen.

— Eine Q-Klasse enthilt alle Funktionen, die mindestens soundso schnell wachsen.

» Definition: Grof3-Omega-Klasse
Sei g: N — R eine Funktion. Dann ist die Q-Klasse Q(g) die Menge aller Funktionen
f: N =Ry, fiir die
— es eine Konstante € > 0 gibt und

— es eine Konstante ng gibt, so dass
— fiir alle n > no gilt f(n) > €-g(n).

Offenbar gilt

f€0(g) <= g€Q(f).

Die Q-Notation in der Praxis. 21-14

Beispiel: Maximumsbestimmung

— Ein Programm soll das Maximum einer Liste von Zahlen bestimmen.

— Dann muss es jede Zahl mindestens einmal untersuchen (sonst konnte man néamlich eine
Eingabe bauen, bei der das Programm eine falsche Ausgabe macht).

— Der Aufwand des Programms ist also mindestens linear, also Q(n).

Beispiel: Sortieren

— Ein Programm soll eine Liste von Objekten sortieren.
— Man kann zeigen, dass man hierzu mindestens nlog, % Vergleiche benotigt.
— Der Aufwand eines solchen Programms ist also Q(nlogn).

21.2.3 O-Klassen

O-Klassen = hochstens. Q-Klassen = mindestens. ®-Klassen = genau. 21-15

P Definition: Theta-Klassen
0(g) = 0(g) NQ(g).

Merke: Die Theta-Klasse von g enthilt alle Funktionen, die bis auf einen Faktoren genauso
schnell wachsen wie g.

Beispiele
Die Laufzeit von Merge-Sort ist ®(nlogn), denn jeder allgemein Sortieralgorithmus braucht
Q(nlogn) Zeit und er braucht aber auch nur O(nlogn) Zeit.

Beispiele
Die Laufzeit von Bubble-Sort, Selection-Sort und Insertion-Sort ist @ (n?).
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21 Die O-Notation
21.2 0O-Klassen und ihre Verwandten

@, Zur Ubung

1. Bestimmen Sie die ®-Klasse des Zeitaufwands von folgendem Programm:

void upper_one (double[][] matrix) { // MatrixgréBe ist n x n
int sum = 0;
for (int 1 = 0; i < matrix.length; i++)
for (int j = 1i; J <matrix[i].length; J++)
matrix [1]1[3j] = O;

}

2. Bestimmen Sie die ®-Klasse des Zeitaufwands von folgendem Programm:

double puzzle (double[] vector) { // Vektorldnge ist n

int i = 1;
while (i < vector.length / 3) {
i = ix3;

}

return vector[i/3];

21.2.4 o-Klassen

O-Klassen = kleiner gleich. o-Klassen = echt kleiner.

— Betrachten wir Bubble-Sort versus Merge-Sort, sie haben die Laufzeiten ®(n?) und
O(nlogn).

— Dann gilt insbesondere auch, dass Merge-Sort eine Laufzeit O(n?) hat — schlieBlich ist
nlogn € O(n?).

— Jedoch wire es viel schoner, wenn man leicht ausdriicken konnte, dass Merge-Sort eine
echt bessere Laufzeit hat als n.

P Definition: Klein-O-Klassen

0(g) =0(g)\ O(g).

Beispiel
Merge-Sort hat Laufzeit o(n?).

Beispiel
Man kann Matrizen multiplizieren in Zeit o(n?).

Beispiel

Fiir jede Funktion f € o(1) gilt lim,,_, f(n) = 0.

21.2.5 w-Klassen

Q-Klassen = grofer gleich. w-Klassen = echt groRer.

P Definition: Klein-Omega-Klassen

w(g) =Q(g) \O(g).

Beispiel
Bubble-Sort hat Laufzeit @(nlogn).

Beispiel
Alle Funktionen in @(1) sind unbeschrénkt.
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21.3 Wichtige Laufzeiten

Zusammenfassung der Entsprechungen.
Sind f und g Funktionen, so entspricht bis auf Faktoren und kleine Werte grob:

feo(g) ~ f<s
feo(g) ~ f<eg
F€0(g) ~ f=s
FeQ(e) f>e
feaw(g) f>g

Zusammenfassung der wichtigsten O-Klassen.
Die wichtigsten O-Klassen und ihre Inklusionsbeziehungen:

0(1) & O(logn) G O(v/n)
n) C O(nlogn) C O(nlog®n)
? ()

S o © ©

(
(
(
(

N AN N 4N

21.3 Wichtige Laufzeiten
21.3.1 Logarithmische Laufzeit

Logarithmische O-Klassen

— Beispiele von Algorithmen mit Laufzeit O(logn) sind:
Binire Suche,

Prifix-Summe auf Parallelrechnern,
Maximumsbestimmung auf Parallelrechnern,
viele weitere Algorithmen auf Parallelrechnern.

— Es gilt:

)

(1)
(log" n)
(logloglogn)

(loglogn)

(logo n) = O(log n) = O(log, (n*))
(log’n) = O((logn)?)

(log’n)

NN N N N N
S © © © © O

In der Praxis: Logarithmisch = konstant.

In der Praxis kommen Eingabegroflen von maximal einigen Terabyte oder in Zukunft
vielleicht einiger Exabyte vor.

Dann liefert log, n fiir n = 10'® etwa 60.

In der Praxis ist aber ein Faktor von 60 schon oft der Unterschied, ob der Compiler nun
stark oder doch eher schwach optimiert.

In der Praxis gilt deshalb »logarithmische Laufzeit = konstante Laufzeit«.

Diese Beobachtung hat sogar zu einer eigenen Notation gefiihrt:

— Bei der Tilde-Notation wird eine Tilde zu den eingefiihrten Klassen geschrieben, aus
O(n) wird also O(n) und aus ®(n) wird ©(n).

— Dies bedeutet dann grob »statt konstanter Faktoren ignoriere sogar alle logarithmischen
Faktoren«.

— Es gilt dann O(n) = O(nlogn) = O(n/logn), aber immernoch O(n) C O(n?).
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21 Die O-Notation
21.3 Wichtige Laufzeiten

21.3.2 Polynomielle Laufzeiten

Kubische Laufzeit ist das Maximum in der Praxis.

— Die meisten Algorithmen aus der Praxis haben eine lineare Laufzeit ((O(n)), eine qua-
dratische Laufzeit (O(n?)) oder eine kubische Laufzeit (O(n?)).
— Beispiele sind:
— Sortieren liegt in O(nlogn) C O(n?)
— Matrix-Multiplikation liegt in O(n?)
- Kiirzeste-Wege-suchen liegt in O(n?).

In der Praxis
In der Praxis sagt man, dass O(n?) die maximale noch gut nutzbare Laufzeit ist.

In der Theorie

— Fiir die Theorie ist eine Grenze wie »kubische Lauzeit« etwas kiinstlich.

— Dort sagt man, dass alle Laufzeiten der Form O(n), O(n*), O(n?), O(n*) und so weiter
»noch gut sind«.

— Solche Laufzeiten nennt man auch polynomielle Laufzeiten.

21.3.3 Exponentielle Laufzeiten

Die Problematik exponentieller Laufzeit.

Beispiel: Das Partitionsproblem
Gegeben sind n Zahlen. Kann man sie so in zwei Teilmengen aufteilen, dass die Summen
gleich sind?

— Es gibt 2" Moglichkeiten, die Zahlen aufzuteilen.
— Dies liefert einen Algorithmus mit Laufzeit O(2").
— Was ist die Laufzeit des besten Algorithmus fiir das Partition-Problem?

Wir mogen keine exponentielle Laufzeit.

Programm 2010

Programmiererin Ada hat den Algorithmus fiir das Partition-Problems in Maschinensprache
implementiert. Auf einem Pentium 4GHz kann sie damit in einer Stunde Eingaben bis n ~
log,(360 - 10”) ~ 38 bearbeiten.

Programm 2020
10 Jahre spiter gibt es einen 16-Core Rechner mit 10GHz. Nun kann sie in einer Stunde
Eingaben bis n &~ log, (4 - 3600 - 107) ~ 44 bearbeiten.

Programm 2030
Wieder 10 Jahre spéter bekommt sie einen Supercomputer mit 10.000 Prozessoren mit je
1000GHz. Nun kann sie in einer Stunde Eingaben bis n & log, (3600 10'%) ~ 62 bearbeiten.

Wir mogen wirklich keine exponentielle Laufzeit.

Programm 2500

Ada baut einen groBen Rechner. Jedes Atom im Universum (= 108°) rechnet in jeder Planck-
Zeit (~ 5,39 - 10~*3s) einen Rechenschritt. Nun kann sie in einer Stunde Eingaben bis 1 ~
log, (5,39 -3600 - 1080+43) ~ 423 bearbeiten.

Moral
Eingaben mit 500 Zahlen wird man niemals (/) mit dem Algorithmus fiir das Partition-
Problem 16sen konnen.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Die Sicht der Exponentialzeitforscher.

— Untersucht man Exponentialzeit-Algorithmen, so ist es ganz wichtig, welche Basis der
Exponent hat:

— O(1,001") ist praktisch gut handhabbar.
- 0(100") ist vollig unbrauchbar.

— Den Exponentialzeitforschern ist es selbst egal, ob ein Algorithmus nun Laufzeit O(n3")
oder doch eher Laufzeit O(n*3") hat — wichtig ist allein die Basis »3« des Exponenten.

Diese Beobachtung hat zu noch einer eigenen Notation gefiihrt:

— Bei der Sternchen-Notation wird ein Sternchen zu den eingefiihrten Klassen geschrie-
ben, aus O(n) wird also O*(n) und aus ®(n) wird @*(n).

— Dies bedeutet dann grob »statt konstanter Faktoren ignoriere sogar alle polynomiellen
Faktoren.

— Es gilt dann O*(2") = O*(n°2"), aber immernoch O*(2") C 0*(3").

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Die O-Klasse von g enthilt alle Funktionen, die bis auf einen Faktor héchstens so
schnell wachsen wie g.

2. Die Q-Klassen funktionieren wie die O-Klassen, nur dass »hochstens« durch »minde-
stens« ersetzt wird.

3. ®-Klassen sind der Schnitt von O-Klassen und ®-Klassen und bedeuten »bis auf Fak-
toren genau soundso schnell«.

4. Tn der Praxis ist O(n?) die hochste noch tolerable Laufzeit bei groBeren Eingaben (n >
1000).

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 7.2.

Ubungen zu diesem Kapitel
Ubung 21.1  Funktionen nach Aufwandsklassen sortieren, mittel

Geben Sie fiiralle i, j € {1,...,12} an, ob O(f;) = O(f;) oder O(f;) C O(f;) gilt. Begriinden Sie Thre
Behauptung bei f3, f1; und fis.

1. filn 1( ) =logyn
2. fo(n)= nlogzn
3. f3(n) = (logy n)?
4. f4 (}’l) 5 00001
5. fs(n) =n
6. fe(n)=1,5
7. f1(n)=2" N
8. (n) —21 (zlog, n)S 25
9 ( ) _ n4log2n
10. fio(n) = (198745627364563, 192387546732,2)
11. fll (i’l) Ez 1 8
12 fialm) = Y1 ()’

Ubung 21.2  Funktionen nach Aufwandsklassen sortieren, mittel
Geben Sie fiir folgende f und g an, ob f € O(g), f € o(g) oder f € Q(g) gilt.

() =logs und g(n) =

1.

2. f(n)—n und g(n) = n*logz n.

3. f(n) =n’ und g(n) = n®318:" S ﬁ

4. f(n) 10g2(10g3 I’l) und g( ) 26348713389435284637

5. f(n) =n* und gln) = 565465262" +nd log2n+zl 1 2logzn
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Beginnen wir die Komplexititstheorie doch mit einer Fabel fiir kleine Informatiker:
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Kapitel 22
EinfUhrung zur Komplexitatstheorie
Die drei wichtigsten Mal3e: Zeit, Zeit und Zeit
2272 . . .
Lernziele dieses Kapitels
1. Konzept der zeit- und platzbeschrinkten
Turingmaschine verstehen
2. Wichtige deterministische Zeit- und Platzklassen
kennen
3. Sprachen in die Zeit-Platz-Hierarchie einordnen
konnen
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Gerwinski, public dom:
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212
212
213
214

214
214
216
216

217

Eines Tages, als Tux der Pinguin gerade auf dem Weg von seiner Lieblingseisscholle nach Hause
war mit einem leckeren Hering unter der Flosse, traf er unterwegs zwei seiner Freunde: Puffy
den Kugelfisch und Kongi den Drachen. »Hallo,« sagte Tux, »wie geht es euren Usern?« »Gut,«
antworteten die beiden, »aber unsere User haben uns jedem ein Problem gegeben, bei dem du
s oy i s s uns bitte helfen musst.«

Die beiden reichten Tux ein Blatt Papier, das ganz vollgeschrieben war mit Zahlen wie 19, 0, 50,

mal den Biber.«

Und wenn er nicht gestorben ist, so probiert er noch heute.

42, 123, 78 und noch viele mehr. Pufty sagte nun: »Tux, ich soll moglichst wenige dieser Zahlen
auswihlen, so dass die Summe mindestens 1000 ergibt.« Tux dachte kurz nach und antwortete:
»Na, das ist doch ganz einfach: Du sortierst die Zahlen und nimmst dann so lange die groBten,
bis du 1000 zusammenhast.«

Nun zeigte Kongi sein Blatt und sagte: »Tux, ich soll auch méoglichst wenige dieser Zahlen aus-
wihlen, aber die Summe soll genau 1000 ergeben.« Tux rieb sich mit seiner Flosse den Kopf,
dachte etwas nach und meinte dann: »Das scheint mir schwieriger zu sein. Da fragen wir doch

So gingen sie zum Biber, der sich das Problem von Konqi anschaute und dann verkiindete: »Das
ist ein Problem nach meinem Geschmack! Mit etwas Fleif3 kann man doch einfach alle Moglich-
keiten durchprobieren, wie die Zahlen auszusuchen sind. Und mit Fleifl kenne ich mich ziemlich
gut aus.« So machte sich der Biber daran, alle Moglichkeiten durchzuprobieren.

Die Moral hiervon ist (jede Fabel hat ja eine Moral): Niemand weif3, wie man Kongis Pro-
blem effizient lost. Die Probleme von Puffy und Kongi sehen fast identisch aus, haben aber
—nach allem was man weill — sehr unterschiedliche Komplexitit.
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22.1 Ziele der Komplexitatstheorie

In diesem Kapitel wird damit begonnen, eine Theorie des »Messens von Komplexitit« zu
entwickeln. Das wesentliche Ziel dieser Theorie ist zu verstehen, was Puffys Problem einfach
macht, Kongis hingegen schwierig.

22.1 Ziele der Komplexitatstheorie

Komplexitatstheorie versus Biologie.
Die Komplexititstheorie hat recht viel mit der Biologie gemein:
Die Biologie ...

— untersucht Lebewesen,
— misst deren Eigenschaften: Anzahl Gliedmaflen, Anzahl Augen, Sozialverhalten, ...
— klassifiziert sie in Spezies.

Die Komplexititstheorie ...

— untersuche Probleme,
— misst deren Eigenschaften: Zeitkomplexitit, Platzkomplexitit, Parallelisierbarkeit, ...
— Kklassifiziert sie in Komplexititsklassen.

22.1.1 Messen der Komplexitat

Erstes Ziel: Messen der Komplexitat.
Die Komplexitit eines Problems (einer Sprache) kann man messen.

Beispiele von Komplexitdtsmallen

— Wie viel Zeit braucht man, das Problem zu losen?
— Wie viel Platz braucht man, das Problem zu l6sen?
— Wie gut ldsst sich das Problem parallelisieren?

Die Messung der Komplexitit erlaubt es uns. ..

— vorherzusagen, welche Eingaben wir spiter realistischerweise werden verarbeiten kon-
nen;

— zu verstehen, wie Losungsalgorithmen eventuell verbessert werden konnten;

— zu verstehen, wieso wir es nicht schaffen, bessere Algorithmen fiir das Problem zu fin-
den.

22.1.2 Klassifizieren der Komplexitat

Zweites Ziel: Klassifizieren der Komplexitat.
Probleme (also Sprachen) kann man gruppieren (=klassifizieren) entsprechend ihrer Kom-
plexitit:

Beispiele von Klassifikationen

— Zeitklassen wie P, NP, EXP.
— Platzklassen wie L, PSPACE.
— Exotische Klassen wie ZPPAMUO‘D’]/ poly.

Die Klassifikation der Komplexitit erlaubt es uns. ..

— Eigenschaften fiir alle Probleme einer Klasse auf einmal zu beweisen;
— einfacher liber Arten und Abstufungen von Komplexititen zu sprechen.
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222 Zeitkomplexitat

22.1.3 Neue algorithmische Methoden finden

Drittes Ziel: Neue L6sungsmethoden finden

Die Ergebnisse der Theorie zeigen idealerweise neue algorithmische Ideen auf.
Beispiele neuer algorithmischer Ideen

— Fixed-Parameter-Algorithmen
— Quanten-Algorithmen
— Randomisierte Algorithmen

Gene Kranz: »Failure is not an option.«
Wiese hilft die Komplexitatstheorie, neue Algorithmen zu finden?

— Sie kann vorhersagen, dass bestimmte Methoden nicht helfen werden, ein Problem zu
16sen.

— Dann konnen wir uns auf andere Methoden konzentrieren.

— Sie kann uns sagen, was bei dhnlichen Probleme erfolgreich war.

22.2 Zeitkomplexitat

22.2.1 Definition

Das wichtigste Komplexitatsmal: Die Zeit.

Zeit misst, wie lange wir warten miissen, bis ein Algorithmus eine Eingabe entschieden hat.
Warum ist »Zeit« so wichtig?

— Menschen sind ungeduldig.

— Time is money.

— Ein Problem in 10199 Jahren 16sen zu konnen, ist nicht dasselbe, wie ein Problem
16sen zu konnen.

Definition von »Zeitaufwand« bei Turing-Maschinen.

Definition: Zeitaufwand einer DTM
Sei M einer ptm mit Eingabealphabet X. Wir definieren eine Funktion ty: * — NU{oco}
wie folgt:

s,  falls eine Folge Cipiyt(x) F C1 -+ C;
ty(x) = existiert, in der C; Endkonfiguration ist,

00, sonst.
Wir definieren 7y : N — NU{co} durch

Ty (n) = maxty (x).
xexn

Beispiel des Zeitaufwands einer Maschine

Sei M folgende Maschine:
0/0/r
0/0/n
start —> @
1/0/1

- ty(00) = 3, da die Berechnung lautet

(qo,"'DOO"')l_ (q07...0[>0...)
F (go,---00e0---)
F(q1,---0050--)
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222 Zeitkomplexitat

— ty(01) =5, da die Berechnung lautet

(g0, 501+ ) F (go,---O>1--+)
F (go,--->00---)
F (go,---050--+)
F (qo,---00500- )
F(g1,---00s0-- )

— Fiir den Zeitaufwand bei Worten der Liange n gilt

T (n) 1, firn=0,
n)=
M 3n—1, firn>0,

da sie im schlimmsten Fall, nimlich bei Wortern der Form 017! , gerade 3n— 1 Schritte
macht.
— Da Ty € O(n), sagen wir auch, die Maschine habe linearen Aufwand.

22.2.2 Klassen

Klassifikation von Problemen nach ihrer Zeitkomplexitat.
Die Idee

— Eine Zeitklasse versammelt alle Sprachen, die innerhalb einer bestimmten Zeitschranke
gelost werden konnen.

— Die Zeitschranke kann entweder eine ganz bestimmte Funktion sein (wie » f(n) = 3n«)
oder eine ganze Klasse von Funktionen (wie »Polynome«).

— Das Wort »Klasse« wird hier also in zwei Bedeutungen benutzt (Klasse von Funktionen
und Klasse von Sprachen). Diese bitte nicht verwechseln.

P Definition: Zeitklassen fiir Sprachen
Sei F C {f | f: N— N} eine Klasse von Zeitschranken. Dann ist TIME(F) die Menge aller
Sprachen L, so dass eine ptM M und ein f € F existieren mit

1. L(M) = Lund
2. fiir alle n € N gilt Ty (n) < f(n).

Wichtige Zeitklassen

» Definition
Im Folgenden mdge p fiir »beliebige Polynome« stehen, also p(n) = no),

LINTIME = TIME(O(n)),
P = TIME(p(n)
)

);
);
)

2p(n

(

(
EXP = TIME (2/"

(

EEXP = TIME(2

(n)
’
2'1

ELEMENTARY = TIME(ZZZ' ).
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223 Platzkomplexitat

22.2.3 Beispiele

Beispiele von Sprachen in den Zeitklassen.

Beispiel
PARITY = {w € {0,1}* | die Anzahl an len in w ist ungerade} liegt in der Klasse LINTIME,
also

PARITY € LINTIME.

Beispiel

Sei conNECTED folgende Sprache: Sie enthilt (die Codes von) allen ungerichteten Gra-
phen G, so dass G zusammenhéngend ist (es gibt einen Weg von jedem Knoten zu jedem
anderen). Dann gilt

CONNECTED € P.

Dies liegt daran, dass der Zusammenhang eines Graphen beispielsweise mittels Breitensu-
che in Zeit von grob O(n?) iiberpriift werden kann.

Beispiel
Sei sat folgende Sprache: Sie enthilt (die Codes von) allen aussagenlogischen Formeln, die
erfiillbar sind; also beispielsweise (pV g) € sar, aber (p A —p) ¢ sat. Dann gilt

SAT € EXP.

- Dies liegt daran, dass man bei einer Formel mit k Variablen alle 2¥ moglichen Belegun-
gen durchprobieren kann.

— Das Uberpriifen einer Belegung dauert grob O(n?), wenn n die Linge der Formel ist.

— Insgesamt kann man also eine Turingmaschine bauen, deren Laufzeit grob 0(2"n?) C
O(3") ist. Also liegt die Sprache in der Klasse EXP.

2 Zur Ubung

Ordnen Sie die folgenden Probleme in eine mdglichst kleine Zeitklasse ein:
1. {0"1" |n > 1},
2. TAUTOLOGIES (die Sprache, die die Codes aller aussagenlogischen Formeln enthilt, die
Tautologien sind),
3. PALINDROMES.

22.3 Platzkomplexitat
22.3.1 Definition

Ein weniger wichtiges Mal3: Platz
Platz misst den Speicherverbrauch einer Berechnung.

Wieso ist Platz weniger wichtig als Zeit?

— Speicherplatz ist billig.

— In der Praxis geht uns der Platz nie aus, bevor uns die Zeit ausgeht.

— Sublinearer Platz ist unrealistisch: Wir haben immer mindestens so viel Platz, wie die
Eingabe lang ist.

Warum wird Platz trotzdem untersucht?

— Manche Algorithmen benoétigen doch irrsinnig viel Platz, wenn sie ndmlich kontinuier-
lich Speicher reservieren.

— »Lisst sich mit wenig Platz 16sen« = »Ist gut parallelisierbar«.

— Algorithmen, die auf dem Internet-Graphen arbeiten, konnen nichtmal ihre Eingabe
(n@mlich den Internet-Graphen) komplett speichern.
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Interludium: Eingabe- und Ausgabebander

% Zur Diskussion
Wie viel Speicherplatz verbraucht ein endlicher Automat?

— Esist unfair, wenn die Eingabe einer Maschine ihrem Platzverbrauch zugerechnet wird.
— Andererseits: Wenn eine Maschine ihr Eingabeband fiir Berechnungen benutzt (man
spricht vornehm von »kanibalisieren«), dann verbraucht sie ja doch Speicherplatz.

P Definition: Read-Only- und Write-Only-Bander

— Ein Read-Only-Band wird von einer Maschine in keiner Berechnung veréndert.
— Ein Write-Only-Band wird von einer Maschine beschrieben; ihr Verhalten héngt aber
in keiner Weise davon ab, was dort steht.

Analogie

— Read-Only-Bénder sind wie cbroMms — man kann sie lesen, aber nicht dndern.
— Write-Only-Binder sind wie Radiosendungen — man kann sie ausstrahlen (»schreiben),
aber nicht nachschauen, was eben gesendet wurde.

Vereinbarung

— Ab sofort muss das Eingabeband immer ein Read-Only-Band sein.
— Ab sofort muss das Ausgabeband (falls vorhanden) immer ein Write-Only-Band sein.

Das zweitwichtigste Komplexitatsmal: Der Platz.

P Definition: Platzverbrauch einer Berechnung
Sei Ci Fp Co Fpyr ... eine Berechnung einer btm M. Sei i jeweils die Kopfposition auf
Band ¢ in Konfiguration C;.

1. Der Platzverbrauch der Berechnung auf Band t ist
1 +max{h}, ...} —min{h}|,h,... }.

2. Der Platzverbrauch der Berechnung ist die Summe des Platzverbrauchs iiber alle Ar-
beitsbéinder.

Merke
Die Eingabe- und Ausgabebinder zdhlen nicht mit, wenn der Platzverbrauch bestimmt wird.

P Definition: Platzverbrauch einer DTM
Sei M eine ptM mit Eingabealphabet X*. Wir definieren s3/: £* — NU {00} durch

sy (x) = Platzverbrauch der mit Cipi¢(x)

beginnenden Berechnung.
Wir definieren Syr: N — NU{oo} als

Sp(n) = .
m(n) = maxsy (x)
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22.3.2 Klassen

22-19 Klassifikation von Problemen beziiglich des Platzverbrauchs.

P Definition: Platzklassen fiir Sprachen
Sei F C {f | f: N — N} eine Klasse von Platzschranken. Die Klasse SPACE(F) ist die
Menge aller Sprachen L, so dass eine ptm M und ein f € F existieren mit
1. L(M) = Lund
2. fiir alle n € N gilt Syr(n) < f(n).

P Definition: Wichtige Platzklassen
Wieder moge p fiir beliebige Polynome stehen:

L = SPACE(O(logn)),
LINSPACE = SPACE(O(n)),
PSPACE = SPACE(p(n)),
EXPSPACE = SPACE (27(").

22-20 Eine Platzklasse kennen wir schon.

» Lemma
REG = SPACE(0).

Beweis.
— Eine Turing-Maschine, die iéiberhaupt keinen zusdtzlichen Platz verbraucht, ist nichts
anderes als ein 2-Wege-DFAa.
— Wir haben in Satz 7-22 gezeigt, dass solche Automaten genau die reguléren Sprachen
akzeptieren. O

22.3.3 Beispiele

2221 Beispiele furr Platzkomplexitat.

Beispiel

Die IoSprache {0"1" | n > 1} hat eine Platzkomplexitit von O(logn):
— Eine pt™ kann auf einem Arbeitsband fiir jede O einen Bindrzéhler hochzéhlen.
— Dann zihlt sie ihn fiir jede 1 wieder herunter.
— Dann verbraucht sie nie mehr als log, n Zellen auf dem Arbeitsband.

Also gilt

{0"1"|n>1}eL.

Beispiel
Die Sprache sat kann in linearem Platz entschieden werden:
— Man probiert systematisch alle moglichen 2% Belegungen der & Variablen durch.
— Hat man eine Belegung ausprobiert (und war sie nicht erfiillend), dann kann man sie
durch die ndchste iiberschreiben.
— Pro Belegung benétigt man nur k Bits an Platz, zuziiglich etwas Platz, um die Formel
fiir die Belegung auszuwerten.

Also gilt
SAT € LINSPACE.

22-22 @ Zur Ubung
Wie viel Platz benotigt man, um die folgenden Sprachen zu entscheiden?
1. {01 | n,m > 1},
2. {0"10" |n > 1},
3. TAUTOLOGIES.
Wem das zu leicht ist, der versucht sich bitte an {bin(1)#bin(2)#...#bin(n) | n € N}.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Die Zeitkomplexitdt eines Problems gibt an, wie schnell es sich 16sen lésst.

2. Die Platzkomplexitdit eines Problems gibt an, wie viel Speicherplatz zusdtzlich zur Ein-
gabe benotigt wird.

3. Eine Komplexitdtsklasse versammelt alle Probleme, die eine bestimmte maximale Zeit-
oder Platzkomplexitdt haben.

4. Die wichtigsten Komplexititsklassen sind L, P, PSPACE und EXP.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 4.5, 8.1.

Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 22.1  Aufwand von Programmen bestimmen, leicht
Bestimmen Sie die ®-Klasse des Zeitaufwands von folgendem Programm:

double foo (double[] vector) { // Vektorldnge ist n

double result = 0;
for (int i = 0; i < vector.length; i++) {

for (int j = 0; j < = 1i; Jj++){

result = result + vector[j];

}
}
return result;

}

Begriinden Sie Ihre Antwort, indem Sie erkldren, warum der Zeitaufwand mindestens und hochstens
so grof} ist wie von Thnen angegeben.

Ubung 22.2  Zeit- und Platzaufwand von DTM-s, mittel
Welche Sprache akzeptiert die folgende Maschine? Das Eingabealphabet ist ¥ = {0, 1} undx € {0,1}.

©)/0Q)/()

stm_> (@
&)/®)/0) @/@/G)

Geben Sie in beiden Fillen die ®-Klasse fiir den Zeit- und Platzverbrauch Ihrer Maschinen fiir Einga-
benw € {0,1}".

Ubung 22.3  Zeit- und Platzaufwand von DTMs, mittel
Es sei L ={ww" | w € {0,1}"} gegeben.
1. Beschreiben Sie eine deterministische Turingmaschine fiir L mit einem Read-Only-Eingabeband
und einem Arbeitsband, die moglichst wenig Schritte benotigt.
2. Beschreiben Sie eine deterministische Turingmaschine mit einem Read-Only-Eingabeband und
einem Arbeitsband, die L akzeptiert und welche moglichst wenig Platz auf dem Arbeitsband
braucht.

Geben Sie in beiden Fillen die ®-Klasse fiir den Zeit- und Platzverbrauch Threr Maschinen fiir Einga-
benx € {0,1}".

Ubung 22.4 Aufwand von Programmen bestimmen, mittel

Bestimmen Sie die ®-Klasse des Zeitaufwands von folgendem Programm:

int foo (double[] vector, double wert) { // Vektorldnge ist n

int ergebnis = vector.length + 1;
int zufallszahl;
for (int i = 0; i < vector.length; i++) {

zufallszahl = myrandom.nextInt (vector.length);
double temp = vector[i];

vector[i] = vector[zufallszahl];
vector[zufallszahl] = temp;

217

22-23



218

Einfiihrung zur Komplexitatstheorie

Ubungen zu diesem Kapitel

}

for (int i = 0; i < vector.length; i++){
if (vector[i] == wert)
ergebnis = 1i;

}

return ergebnis;

}

Sie konnen dabei davon ausgehen, dass der Methodenaufruf myrandom.nextInt (...) konstante
Zeit bendtigt.

Ubung 22.5 Zeit- und Platzaufwand von DTMs bestimmen, mittel
Es sei die Sprache L = {a”b”c? | p € N} gegeben.

1. Beschreiben Sie eine deterministische Turingmaschine fiir L mit einem Read-Only-Eingabeband
und einem Arbeitsband, die moglichst wenig Schritte benotigt.

2. Beschreiben Sie eine deterministische Turingmaschine mit einem Read-Only-Eingabeband und
einem Arbeitsband, die L akzeptiert und welche moglichst wenig Platz auf dem Arbeitsband
braucht.

Geben Sie in beiden Fillen die ®-Klasse fiir den Zeit- und Platzverbrauch Ihrer Maschinen fiir Einga-
benx € {0,1}".
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Kapitel 23

Die Idee der Reduktion

Apfelstrudel <\°9 Birnenstrudel

Lernziele dieses Kapitels
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23.2.3 Beispiele von

23.2.4 Transitivitit

Falls Sie jemals vorhaben, die Menschheit eines Tages durch Thren Nachwuchs zu begliicken,
so mochte ich Thnen dringend davon abraten, Komplexititstheoretiker nach Namensvor-
schldgen fiir Ihr Baby zu befragen. Die Namen, die sich Komplexitétstheoretiker ausden-
ken, sind — hoflich formuliert — extrem verwirrlich. Im letzten Kapitel wurden ja schon ei-
nige Klassen eingefiihrt, deren Namen typisch sind: Warum heif3t logarithmischer Platz L,
polynomieller Platz hingegen PSPACE? Wieso nennt man Probleme, die sich praktisch gar
nicht und selbst theoretisch nur mit exorbitantem Aufwand 16sen lassen, »elementar«? Und
iiberhaupt, warum nennt man Probleme eigentlich »Sprachen«? Gar nicht erwéhnt habe ich
vorsichtshalber, dass es neben der Klasse EXP auch die Klasse E gibt, die fast genauso defi-
niert ist — nur eben ein ganz klein bisschen anders. Perfektioniert wird das Chaos dadurch,
dass sich die Namen mit den Jahren auch gerne verlédngern oder verkiirzen, je nachdem was
gerade so in Theoretikerkreisen als modisch und besonders hipp gilt. Aus dem Mauerbliim-
chen PTIME wurde so das trendy P, die fette Klasse EXPTIME wurde zu E abgemagert —
logisch wiire zwar EXP gewesen, aber das war ja schon anderweitig vergeben.

»Was soll’s?«, mag man einwenden, andere Disziplinen wie die Biologie oder die Medizin
sind auch voll von unsinnigen Namen und Abkiirzungen. Sind aber die meisten Klassenna-
men einfach nur verwirrlich, so sind die drei Bezeichungen »Reduktion«, »Schwere« und
»Vollstindigkeit« fiir drei zentrale Ideen der Theorie katastrophale Fehlentscheidungen ge-
wesen: Sie verwirren Anfanger oft dermaflen, dass sie noch wihrend des Vorspiels die Lust
an der Materie verlieren. Ein Reduktion macht ein Problem weder kleiner noch einfacher;
ein schweres Problem ist nicht etwa schwer, sondern oft sehr leicht zu 16sen; ein vollstindi-
ges Problem ist nicht das Gegenteil eines Teilproblems. Leider ist es zu spit, die unsinnigen
Namen zu dndern, sie haben sich festgesetzt.

Wie wiirden bessere Bezeichungen lauten? Statt von einer »Reduktion zwischen Proble-
men« sollte man lieber von einem »Vergleich von Problemen« sprechen, denn das macht
eine Reduktion in Wirklichkeit: Kann man A auf B reduzieren, dann bedeutet dies eigent-
lich nur »die Komplexitit von A ist hochstens so grof} wie die von B«. Statt »schwer fiir

Logspace-Many-One-Reduktionen

23.2.1 Logspace-Maschinen . . ... ... ..

Logspace-Many-One-Reduktion . . . . .

Ubungen zu diesem Kapitel
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23 Die Idee der Reduktion
23.1 Einflihrung zu Reduktionen

eine Klasse« sollte man eher sprechen von »hilfreich fiir eine Klasse«: Wenn A schwer ist
fiir eine Klasse, dann kann man alle Probleme in der Klasse 16sen, wenn man nur A 10sen
kann. SchlieBlich sollte »vollstindiges Problem fiir eine Klasse« am besten in »hilfreiches
Problem in einer Klasse« umbenannt werden: Der einzige Unterschied zwischen schweren
und vollstdndigen Problemen ist ndmlich, dass letztere eben in der Klasse liegen miissen,
erstere hingegen nicht unbedingt.

In diesem Kapitel werden wir zunédchst Reduktionen genauer untersuchen, in darauffolgen-
den Kapitel geht es dann mit schweren und vollstindigen Problemen weiter.

Bleibt die Frage, wen Sie um Rat fragen sollte beziiglich der Benennung Ihrer Kinder. Fragen
Sie doch einen Mathematiker! Menschen, die »durch Distributivgesetze miteinander ver-
schrinkte Operationen mit zugrundeliegenden Gruppenstrukturen« schlicht »Ringe« nen-
nen, scheinen mehr Gespiir fiir die Schonheit von Worten zu haben. Und wenn dem Ring
noch einige weitere Axiome wie Kommutativitidt der Gruppenstruktur oder Nullteilerfrei-
heit hinzugefiigt werden, so nennen Mathematiker dies nicht etwa »durch Distributivgesetze
miteinander verschrinkte Operationen mit zugrundeliegenden kommutativen Gruppenstruk-
turen und Nullteilerfreiheit«, sondern etwas vertrdumt »Korper«.

23.1 Einfuhrung zu Reduktionen
23.1.1 Kulinarische Vorbemerkungen

Vergleich der Komplexitat von Gerichten.

— Eigentlich geht es heute um Informatik-Probleme,. . .
— ...aber zur Einstimmung ein paar Koch-Probleme.

Betrachten wir folgende Probleme:

— Einen Apfelstrudel backen.

— Einen Birnenstrudel backen.

— Einen Crépe suzette flambieren.
— Ein Ragout fin kochen.

Eine kulinarische Fragestellung
Welche dieser Probleme haben »die gleiche Komplexitét«?

Unser heutiges Ziel: Die Komplexitat von Problemen vergleichen
Betrachten wir folgende (absichtlich nicht besonders formal beschriebene) vier Probleme:

1. Bestimme die Anzahl der erfiillenden Belegungen einer aussagenlogischen Formel ¢.

2. Bestimme die Anzahl der erfiillenden Belegungen der Negation einer aussagenlogi-
schen Formel ¢.

3. Wihle moglichst wenige Zahlen aus einer Menge von Zahlen aus, so dass deren Summe
mindestens 100 ist.

4. Wihle moglichst wenige Zahlen aus einer Menge von Zahlen aus, so dass deren Summe
genau 100 ist.

Eine informatorische Fragestellung
Welche dieser Probleme haben »die gleiche Komplexitét«?

Eine erste Sackgasse auf dem Weg zu einer Definition von »Vergleichbarkeit«.

Will man die Komplexitit von Problemen vergleich, so liegt es zunéchst nahe zu iiberpriifen,
ob sie in denselben Komplexitditsklassen liegen.

Das klappt aber nicht:

— Es dauert etwa gleich lange, einen Apfelstrudel und einen Braten herzustellen.
— Trotzdem scheinen diese Probleme wenig gemein zu haben.

Ahnlich liegen die Dinge bei folgenden Problemen:

— Die Probleme »Bestimme die Fourier-Transformation« und »Sortiere« bendtigen beide
Zeit @(nlogn).
— Trotzdem scheinen diese Problem wenig gemein zu haben.
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23.1 Einfiihrung zu Reduktionen

Eine zweite Sackgasse.

Man konnte hoffen, dass Probleme nah verwandt sind, wenn sie sehr dhnliche Formulierun-
gen haben.
Das klappt aber nicht:

— Die Probleme

1. »Eine Fertig-Pizza backen« und
2. »Eine feurige Pizza backen«
sind syntaktisch fast gleich.
— Das erste Problem ist jedoch recht einfach, das zweite hingegen deutlich schwieriger.

Entsprechend:
— Die Probleme
1. »Finde einen moglichst kurzen Pfad zwischen zwei Knoten in einem Graphen«
und
2. »Finde einen moglichst langen Pfad zwischen zwei Knoten in einem Graphen«.

sind syntaktisch fast gleich.
— Das erste Problem ist jedoch ganz einfach, das zweite hingegen sehr schwierig.

23.1.2 Dieldee der Reduktion

Die Losung: Vergleichbarkeit durch Reduktionen.
Betrachten wir folgende Probleme:

1. »Einen Apfelstrudel backen.«
2. »Einen Birnenstrudel backen«

— Nehmen wir an, Sie haben keine Ahnung, wie schwierig es ist, die Probleme zu 16sen
(weil Sie es noch nie getan haben).

— Jedoch konnen Sie wenigstens argumentieren, dass die Problem dhnlich schwierig sind,
denn jeder, der das eine Problem losen kann, kann auch das andere losen.

— Dies funktioniert so:

Sie wollen einen Apfelstrudel backen.

Dann bitten Sie jemanden, fiir Sie stattdessen einen Birnenstrudel vorzubereiten.
Bevor der Birnenstrudel aber in den Ofen kommt, entfernen Sie die Birnen und
ersetzen Sie diese durch Apfel.

Dann lassen Sie den Strudel fertig backen.

— Man sagt in diesem Fall, dass sich das Apfelstrudel-Back-Problem auf das Birnenstru-
del-Back-Problem reduziert.

Betrachten wir folgende Probleme:

1. Bestimme die Anzahl der Primteiler der Zahl n.
Bestimme die Anzahl der Primteiler der Zahl 2n.

N

Nehmen wir an, Sie haben keine Ahnung, wie schwierig es ist, die Probleme zu 16sen.
Jedoch kdnnen Sie wenigstens argumentieren, dass die Problem @hnlich schwierig sind,
denn jeder, der das eine Problem losen kann, kann auch das andere losen.

Dies funktioniert so:

— Sie wollen die Anzahl der Primteiler von n bestimmen.

— Dann bitten Sie jemanden, fiir Sie stattdessen die Anzahl der Primteiler von 2n zu
ermitteln.

— Ist n gerade, so geben sie die ermittelte Zahl aus, sonst geben sie die ermittelte
Zahl minus Eins aus.

Man sagt in diesem Fall, dass sich das erste Problem auf das zweite reduziert.
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23.1 Einfiihrung zu Reduktionen

239 Problem, die »héchstens so schwierig wie« andere sind

— Betrachten wir zwei Probleme A und B, deren Komplexitit uns weitgehend unbekannt
ist.

— Nehmen wir nun aber kurzzeitig an, dass »irgend jemand schlaues« das Problem B 16sen
kann.

— Wenn wir dann auch ganz leicht das Problem A 16sen konnen, dann sagen wir

— »A ist hochstens so schwierig wie B« oder vornehmer
— »A reduziert sich auf B«.

23-10 Auf dem Weg zu einer formalen Definition von Reduktionen.
Werden wir nun ein wenig formaler:

»Probleme« sind ab sofort wieder Sprachen A und B.

»Probleme 10sen« bedeutet ab sofort wieder, die Frage »Ist x € A7« beantworten zu
konnen.

Bei einer Reduktion wird die Frage »Ist x € A7« iibersetzt in die Frage »Ist y € B?«.
Dabei sollte es moglichst einfach sein, aus x das passende y zu errechnen.

Beispiel
Wir reduzieren das Problem TautoLoGy auf das Problem CONTRADICTION:

— Aus der Frage »Ist ¢ € TauToLOGY?«...
— ...wird die Frage »Ist ~¢ € cONTRADICTION?«.

Wir machen also aus x den Wert y = —ux.

2311 Visualisierung der groben Idee der Reduktion.
Eigentliche
Frage
Reduktionsfunktion
xX€A? y€EB?
Firma/Gott/
Aliens
»Jal«/ »Jal«/
»Nein!« Ergebnis ubernehmen »Nein! «

23.1.3 Beispiele von Reduktionen

23-12 Reduktion zwischen zwei Graphproblemen

» Definition
Sei G = (V, E) ein Graph mit Knotenmenge V und Kantenmenge E. Eine Teilmenge X C V
der Knotenmenge nennt man

— eine Clique, wenn je zwei Knoten in X durch eine Kante miteinander verbunden sind;
— eine unabhdngige Menge, wenn keine zwei Knoten in X durch eine Kante direkt ver-
bunden sind.

P Definition

cLiQuE = { (bin(k),code(G)) |
G enthilt eine Clique der Grofe mindestens &},

INDEPENDENT-SET = { (bin(k),code(G)) |
G enthilt eine unabhingige Menge der Grofe mindestens k}.
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23.1 Einfiihrung zu Reduktionen

Beispiel

Eine Graph mit einer Clique (in blau) und einer unabhéngige Menge (in griin) jeweils der
GroBe 4. Damit ist (der Code von) dem Paar (4, G) sowohl ein Element von CLIQUE wie von
INDEPENDENT-SET.

O C

Eine Reduktion von cLIQUE auf INDEPENDENT-SET funktioniert wie folgt:

— Eigentlich wollen wir das Problem »Ist (bin(k),code(G)) € cLIQUE?« I8sen.

— Wir miissen dies nun umwandeln in die Frage »Ist (bin(k"),code(G’)) € INDEPENDENT-
SET7«

— Dazu vertauschen wir Kanten und »Nichtkanten«.

Aus wird
Dann gilt tatsdchlich:

— Im Originalgraphen gibt es eine Clique der GroBle 3 genau dann, wenn es im neuen
Graphen eine unabhéngige Menge der Grofie 3 gibt.

Anfdngerfehler bei Reduktionen
Was muss eine Reduktion von A auf B alles leisten?

— Die Reduktion soll nicht (!) das Problem B 16sen.
Es wird ndmlich vorausgesetzt, dass das Problem B »von jemand anderem« gelost wird.
— Die Reduktion soll auch nicht das Problem A 16sen.
Vielmehr muss die Reduktion angeben, wie man aus einer Fragestellung fiir A eine
Fragestellung fiir B macht.
— Es reicht nicht, wenn »jede Losung fiir A« (also jedes x € A) in »eine Losung fiir B«
(also ein y € B) umgewandelt wird.
Vielmehr muss auch im Falle von x ¢ A gelten y ¢ B.
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23.2 Die Logspace-Many-One-Reduktion

@, Zur Ubung
Betrachten Sie folgende Sprachen:

1. 1000-REACH enthilt (die Codes von) Graphen G und zwei Knoten s und ¢, so dass es in
G einen Weg von s nach ¢ der Linge hochstens 1000 gibt.

2. 1001-REACH enthilt (die Codes von) Graphen G und zwei Knoten s und ¢, so dass es in
G einen Weg von s nach ¢ der Linge hochstens 1001 gibt.

Geben Sie eine Reduktion von 1000-REACH auf 1001-REACH an.

23.2 Die Logspace-Many-One-Reduktion

Was uns zu einer formalen Definition noch fehlt.

— Was wir schon wissen: Eine Reduktion wandelt die Frage »x € A7« in die Frage »y € B?7«
ume«.

— Was wir noch kldren miissen: Wie aufwendig darf die Umwandlung sein, also die Be-

rechnung von y bei Eingabe x?

Etwas Nachdenken zeigt: Die Umwandlung muss maoglichst einfach sein:

— Ein Apfelstrudel und ein Birnenstrudel sind »gleich schwer zu machen«, da auch
blutige Anfiinger diese »ineinander umwandeln kénnen«.

— Wiirde man statt Anféngern nun Sterne-Kéche die Umwandlung durchfiihren las-
sen, so wdren alle Gerichte gleich schwer: Ein Chef-Koch kann vermutlich auch
einen Auberginenauflauf in einen Rinderbraten verwandeln.

Wir suchen deshalb mdéglichst einfache Maschinen.
Die natiirlichsten Kandidaten — endliche Automaten — sind leider nicht geeignet.

23.2.1 Logspace-Maschinen

Logspace-Turing-Maschinen mit Ausgabe
Die Idee

Crnve Commans oS L Eingabeband (nur lesen), n Symbole

3401234x3143223

42

- Arbeitsband, O(logn) Symbole
-

10690836937182
Ausgabeband (nur schreiben)

Logspace-Turing-Maschinen mit Ausgabe
Die Definition

P Definition: Logspace-Turing-Maschine mit Ausgabe
Eine Logspace-Turing-Maschine mit Ausgabe ist eine DTM mit

— einem Read-Only-Eingabeband,

— Arbeitsbinder, auf denen der Platzverbrauch maximal O(logn) ist bei Eingaben der
Lénge n, und

— einem Write-Only-Ausgabeband.
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P Definition: Logspace-berechenbare Funktionen
Eine Funktion f: £* — X* heilit logspace-berechenbar, wenn eine Logspace-Turing-Maschine M
mit Ausgabe existiert, die

— bei jeder Eingabe x irgendwann anhélt und
— dann auf dem Ausgabeband gerade f(x) steht.

Was ist alles logspace-berechenbar? 23-18
Folgende Funktionen sind logspace-berechenbar:

Die Grundrechenarten,

Sortieren,

Matrizen multiplizieren,

in einem Graphen Kanten oder Knoten 16schen oder hinzufiigen.

Vermutlich nicht logspace-berechenbar sind:

— Schaltkreise auswerten,
— komplexere Graphprobleme wie CLIQUE,
— Formeln auf Erfiillbarkeit testen (SAT).

Merke

— Einfache Berechnungen, die man »gut per Hand machen kdnnte«, sind logspace-berechenbar.
— Probleme, die »komplexe Berechnungen« bendtigen, sind nicht logspace-berechenbar.

Logarithmischer Platz ist nicht mehr als polynomielle Zeit. 23-19

» Lemma
Sei f logspace-berechenbar via einer Maschine M. Dann bendtigt f auch nur polynomielle
Zetit.

(Genauer: Fiir jedes x € £* endet M bei Eingabe x nach O(r*) Schritten fiir ein festes k).
Beweisideen

— Wir haben so wahnsinnig wenig Platz, dass es in Bezug auf die Linge n von x iiberhaupt
nur polynomiell viele Méglichkeiten gibt, was auf den Arbeitsbdandern stehen kann.

— Rechnet man lidnger als es mogliche Bandinhalte gibt, so muss sich irgendwann ein
Bandinhalt wiederholen.

— Dann wird sich der Bandinhalt aber nach nochmal so vielen Schritten auch nochmal
wiederholen und so fort, die Maschine wiirde nie anhalten.

Beweis. Sei f logspace-berechenbar via M. Sei I' das Bandalphabet. Betrachten wir eine beliebige Skript
Berechnung Ciyit(x) = Cy F Ca | - - - F Cin von M. Per Definition hingt das Verhalten von M nicht von

den Inhalten des Ausgabebandes ab. Sei deshalb C,{ die Konfiguration C; ohne das Ausgabeband. Wir

behaupten nun Folgendes: Es gibt keine zwei Indizes i und j mit i < j und C/ = C}. Gibe es diese

nidmlich, so wiirde die Berechnung von C; bis C; nach C; identisch wiederholt werden, da die Konfi-

gurationen C; und C; aus Sicht der Maschine ununterscheidbar sind. Folglich wiirde die Berechnung

Ci - --- I C; beliebig oft wiederholt werden und die Maschine wiirde nie halten.

Es bleibt abzuschitzen, wie viele Bandinhalte es in der Folge C - - - - - C;, maximal geben kann. Dies
sind |T° \O(k’g ") , was in noM liegt. Weiter ist die Anzahl der moglichen Kopfpositionen abzuschitzen.
Auf den Arbeitsbindern sind dies lediglich O(logn) pro Band, also O(logk n) C n°") bei k Bindern.
Fiir das Eingabeband ist die Situation etwas schwieriger, da es zwar nur n Eingabesymbole gibt, die
Maschine ja aber beliebig weit weglaufen kann von der Eingabe. Nun gilt aber Folgendes: Entfernt sie
sich weiter als 7*(") von der Eingabe, so gibt es wieder zwei Konfigurationen, in denen die Maschine
auf dem Eingabeband ein Blank liest, einen Schritt weg von der Eingabe macht und die gleichen
Arbeitsbandinhalte vorliegen. Dann ergibt sich wieder eine endlose Wiederholung dieser Kette.

Insgesamt erhalten wir, dass in der Folge C I - - - - Cj; maximal no(l) ~n0(1) -nO(1> unterschiedliche

Konfigurationen vorliegen konnen, was insgesamt in no) liegt. O
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23.2 Die Logspace-Many-One-Reduktion

23.2.2 Definition der Logspace-Many-One-Reduktion

23-20 Definition der Logspace-Many-One-Reduktion.
P> Definition: Logspace-Many-One-Reduktion
Seien A und B Sprachen. Wir sagen A ist auf B logspace-many-one-reduzierbar, geschrieben
A g}gg B, falls es eine logspace-berechenbare Funktion f gibt, so dass

firallex € X* giltx € A <= f(x) € B.

Bemerkungen:

— Die Funktion f bekommt x als Eingabe und liefert y = f(x) als Ausgabe.
— Die Funktion ist »leicht« berechenbar, nimlich logspace-berechenbar.
— Durch die Reduktion wird aus der Frage »Ist x € A?« die Frage »Ist f(x) € B?«.

23.2.3 Beispiele von Logspace-Many-One-Reduktionen

23-21 ¢ P Beweisrezept: Reduzierbarkeit beweisen

Ziel
Beweisen, dass A auf B reduzierbar ist.

Rezept

1. Beginne mit: »Wir zeigen, dass A g}ﬁg B via einer logspace-berechenbaren Funktion f
gilt.«

2. Man iiberlegt sich dann, wie fiir beliebiges x die Frage »Ist x € A?« in die Frage »Ist
f(x) € B?« umgewandelt werden kann. Beschreibe, wie f funktioniert.

3. Zeige dann, dass fiir alle x € 2* giltx € A <= f(x) € B. Zeige dazu zwei Richtungen:

— »Seix € A. Dann .... Also gilt auch f(x) € B.«
— »Sei f(x) € B. Dann .... Also gilt auch x € A.«

4. Ende mit: »Fiir die Berechnung von f werden nur konstant viele Zédhler benotigt, wes-
halb f logspace-berechenbar ist.«

23-22 Eine ganz einfache Reduktion.

» Lemma
log
CLIQUE <,;° INDEPENDENT-SET.
Kommentare zum Beweis 1
. . . 0O . .
Beweis. Wir zeigen, dass CLIQUE <;,® INDEPENDENT-SET Via einer logspace-berechenbaren

" Text aus dem Rezept Funktion f gilt." Die Funktion f nimmt (den Code von) einem Paar (bin(k),code(G)) und
gibt (bin(k),code(G’)) aus, wobei es genau dann eine Kante zwischen zwei Knoten in G’/
250, jetzt ist die Funktion definiert. Nun gibt, wenn es zwischen ihnen keine Kante in G gab. *
muss man zeigen, dass sie korrektist. Sei (bin(k),code(G)) € cLiQuE. Dann enthilt G eine Clique der GroBe k. Genau diese Cli-
3 Das war die eine Richtung. que ist dann aber eine unabhéngige Menge in G’. Also gilt (bin(k),code(G’)) € INDEPENDENT-SET.’

Sei umgekehrt (bin(k),code(G’)) € INDEPENDENT-seT. Dann enthilt G’ eine unabhingi-
ge Menge der Grofle £ und genau diese Menge ist eine Clique in G. Also gilt (bin(k),
4Das war die zweite Richtung. COdC(G)) € CLIQUE.”
Zugegebenermafien fast identisch. Fiir die Berechnung von f werden nur konstant viele Zihler benotigt, weshalb f logspace-
berechenbar ist. O
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23.2 Die Logspace-Many-One-Reduktion

Das Konzept der Farbbarkeit.

Definition: Farbbarkeit von Graphen

Sei G ein Graph. Wir nennen ihn k-férbbar, wenn man jeden seiner Knoten so mit einer von
k mdglichen Farben farben kann, dass durch eine Kante verbundene Knoten unterschiedliche
Farben haben.

Beispiel: Ein mit drei Farben gefarbter Graph, der nicht 2-farbbar ist

Definition: Farbbarkeit von Graphen
Sei k eine feste Zahl. Dann enthilt die Sprache k-coLoraBLE die Codes aller Graphen G, so
dass G gerade k-farbbar ist.

Eine einfache Reduktion.

Lemma
lo;
3-COLORABLE gmg 4-COLORABLE.

Beweis. Wir zeigen, dass 3-COLORABLE glﬁg 4-COLORABLE Via einer logspace-berechen-
baren Funktion f gilt." Die Funktion f nimmt (den Code von) einem Graphen G und gibt
folgenden Graphen G’ aus:”

Wir fiigen einen neuen Knoten v hinzu und Kanten von v zu allen anderen Knoten.’

“Sei code(G) € 3-coLoraBLE. Dann hat G eine 3-Firbung mit beispielsweise den drei Far-
ben Rot, Griin und Blau. Den Graphen G’ kann man dann wie folgt 4-firben: Man farbt ihn
genauso wie G, nur dass der neue Knoten eine weitere Farbe (Lila) bekommt. Dies ist dann
offenbar eine 4-Farbung.

’Sei umgekehrt code(G’) € 4-coLoraBLE. Dann hat G’ eine 4-Firbung. In dieser Firbung
muss v eine andere Farbe haben als alle anderen Knoten, denn er ist mit allen anderen ver-
bunden. Also gibt es eine 3-Firbung fiir den Rest des Graphen. Dieser Rest ist aber gerade G.
Fiir die Berechnung von f werden nur konstant viele Zidhler bendtigt, weshalb f logspace-
berechenbar ist. O

Die Reduktion an einem Beispiel.

Der Graph wird von f abgebildet auf

23.2.4 Transitivitat

Zentrale Eigenschaften der Logspace-Many-One-Reduktion.

Lemma
Die Logspace-Many-One-Reduktion ist transitiv. Das bedeutet: Kann man A auf B reduzie-
ren und B auf C, so auch A auf C.

Beweis. Sei A Slmog B via g und B §1§g C via f. Die Reduktion von A auf C ist gegeben durch die
Funktion f o g, also die Funktion mit (f o g)(x) = f(g(x)). Fiir diese Funktion gilt nun fiir alle x € £*,
dass x € A genau dann der Fall ist, wenn (f o g)(x) € C, denn

XEA < g(x) B <= f(gx))eC

aufgrund der Eigenschaften der Reduktionen von A auf B und von B auf C. Die eigentliche Schwierig-
keit ist zu beweisen, dass f o g auch logspace-berechenbar ist. Sei dazu eine Eingabe x gegeben. Wir
wollen f(g(x)) in logarithmischem Platz berechnen. Man kann nicht einfach erst g(x) ausrechnen und
dann f auf das Ergebnis anwenden, da das Zwischenergebnis viel zu lang ist.

Der Trick ist, ein »virtuelles« Arbeitsband zu benutzen:

227
23-23
23-24
Kommentare zum Beweis
"Text aus dem Rezept
2Das ist die entscheidende Idee.
3 Jetzt muss man zeigen, dass das sinnvoll
ist.
“#Erste Richtung
5 Zweite Richtung
23-25
23-26
Skript
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23.2 Die Logspace-Many-One-Reduktion

— Man beginnt mit der Berechnung von f(g(x)) und tut so, als wiisste man, wie g(x) lautet.

— Wenn nun tatséchlich ein Bit von g(x) benétigt wird, wird in diesem Moment erst eine Simulation
von g auf der (echten) Eingabe x gestartet.

— Die Ausgaben der Simulation werden unterdriickt bis auf das interessierende Bit.

Betrachten wir dazu ein Beispiel. Gegeben seine folgende zwei logspace-berechenbare Funktionen,
die wir komponieren wollen:

— Die erste Funktion g sei die Multiplikationsfunktion; genauer die Funktion, die durch einen
Stern getrennte Ziffernfolgen auf das Produkt der Ziffernfolgen abbilden. Sei M, eine Logspace-
Maschine, die g berechnet (man kann zeigen, dass eine solche Maschine existiert).

— Die zweite Funktion f sei die Quersummenfunktion; genauer die Funktion, die eine Ziffernfolge
auf die Summe dieser Ziffern abbildet. Sei My eine Logspace-Maschine, die f berechnet.

— Die Komposition f o g bildet dann beispielsweise 12345x 54321 auf das Wort 45 ab, da 12345 -
54321 = 670592745 und die Quersumme von 670592745 gerade 45 ist.

Was nun passiert wihrend der Berechnung veranschaulicht folgende Abbildung:
echtes Eingabeband (nur lesen), n Symbole
12345x54321

simuliertes 1. Arbeitsband
21

-

670592745

virtuelles Ausgabe/Eingabeband

simuliertes 2. Arbeitsband

6

45
echtes Ausgabeband

Wichtig ist, dass das »ausgegraute« Band gar nicht wirklich vorhanden ist. Vielmehr wird immer,
wenn M, ein Bit dieses Bandes benotigt, My simuliert und alle Bits bis auf das »interessierende«
weggeschmissen.

Der Platzverbrauch fiir die Berechnung von f o g ergibt sich wie folgt: Sei x mit Linge n = |x| die
Eingabe.

1. Es wird O(logn) Platz benétigt, um M, auszufiihren.

N

. Die Ausgabe von M, hat maximale Lange O(nk ) fiir eine Konstante k, da M, nach Lemma 23-19
polynomiell zeitbeschrénkt ist.
3. Folglich wird lediglich O(log(n*)) = O(logn) Platz bentigt, um die Bitposition fiir die Simula-
tion zu speichern.
4. Weiter wird O(log(n*)) = O(logn) Platz benétigt fiir die Simulation von M r,da My eine Eingabe

der Liinge hochstens O(n*) erhilt.

Insgesamt ergibt dies einen Platzverbrauch von O(logn), wie behauptet. O
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Zusammenfassung dieses Kapitels
1. Logspace-Maschinen diirfen ihre Eingabe nur lesen, ihre Ausgabe nur schreiben und 2327

nur logarithmisch viel Platz auf ihrem Arbeitsband benutzen.

2. Ist A auf B reduzierbar, so bedeutet dies, dass die Frage »Ist x € A?« sehr leicht (ndmlich
in logarithmischem Platz) auf die Frage »Ist y € B?« iiberfiihrt werden kann.

3. Ist A auf B reduzierbar, so ist A nicht schwieriger zu losen als B.

4. Eine Reduktion von A auf B »l0st« weder das Problem A noch das Problem B direkt —
sie verwandelt nur Fragen ineinander.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 8.2.

Ubungen zu diesem Kapitel

In den folgenden Aufgaben werden eine Reihe von Problemen erwihnt, die im Folgenden als Referenz
formal definiert werden:

Definition
Die Sprache REAcH enthilt alle Worte code(G, s,1), so dass G ein gerichteter Graph ist, in dem es einen
Weg vom Knoten s zum Knoten 7 gibt.

Definition Kommentare zur Definition

Die Sprache coNNEcTED enthilt alle Worte code(G), so dass G ein' stark zusammenhingder gerich- ' Das bedeutet, zwischen je zwei Knoten
teter Graph ist gibt es einen Pfad.

Definition

Die Sprache k-rReacH enthilt fiir festes k die Codes von Graphen G und zwei Knoten s und ¢, so dass
es in G einen Weg von s nach 7 der Lénge hochstens k gibt.

Definition
Die Sprache k-coLorABLE enthilt fiir festes k£ die Codes von k-farbbaren Graphen G.

Definition
Die Sprache k-cLIQUE enthilt fiir festes k& die Codes von Graphen, die eine Clique der Grofie k£ haben.

Definition

Die Sprache TRiPPLE-REACH enthilt die Codes von Graphen G und drei Knotenpaare (s, ), (s',#') und
(s”,¢'), so dass es in G einen Weg von s nach ¢, einen Weg von s” nach ¢’ und einen Weg von s”" nach
t" gibt. Die Wege brauchen nicht disjunkt sein.

Ubung 23.1  Reduktion von zwischen Erreichbarkeitsproblemen, mittel
Zeigen Sie, dass REACH Sl,ﬁg CONNECTED.
Tipp: Fiigen Sie fiir jeden Knoten v eine Kante von v nach s und eine Kante von ¢ nach v hinzu.

Ubung 23.2  Reduktion von zwischen Erreichbarkeitsproblemen, schwer

. . 1
Zeigen Sie, dass CONNECTED < ¢ REACH.

Ubung 23.3  Reduktion von k-reach auf k>-ReacH, mittel
Zeigen Sie, dass es eine Logspace-Many-One-Reduktion von k-rREacH auf K*-REACH gibt.

Ubung 23.4 Reduktion von k-cOLORABLE auf 2k-COLORABLE, leicht
Zeigen Sie, dass eine Logspace-Many-One-Reduktion von k-cOLORABLE auf 2k-COLORABLE existiert.
Tipp: Verallgemeinern Sie die Konstruktion der Reduktion von 3-Firbbarkeit auf 4-Féarbbarkeit.

Ubung 23.5 Reduktion von STRONG-CONNECT auf REACH, schwer
Zeigen Sie, dass es eine Reduktion von STRONG-CONNECT auf REACH gibt.
Tipp: Verallgemeinern Sie die Konstruktion der Reduktion von TRIPPLE-REACH auf REACH.
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Ubungen zu diesem Kapitel

Ubung 23.6 cLiQuE ist schwer fiir CLIQUE-PROBLEMS, mittel
Sei CLIQUE-PROBLEMS = {1-CLIQUE, 2-CLIQUE, 3-CLIQUE, ... }. Beweisen Sie:
1. CLIQUE ist <1o8-schwer fiir CLIQUE-PROBLEMS,

2. INDEPENDENT-SET ebenfalls,
3. CLIQUE-PROBLEMS C P.

Ubung 23.7 Reduktion von k-cLiQuk auf (k + 1)-cLIQUE, mittel

Geben Sie eine Logspace-Many-One-Reduktion von k-cLIQUE auf (k + 1)-CLIQUE an.

Ubung 23.8 Reduktion von 1000-reacH auf 2000-REACH, mittel

Geben Sie eine Logspace-Many-One-Reduktion von 1000-reacH auf 2000-REACH an.

Ubung 23.9 Reduktion von TRIPPLE-REACH auf REACH, mittel
Geben Sie eine Logspace-Many-One-Reduktion von TRIPPLE-REACH auf REACH an.
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Kapitel 24

Die Idee der Vollstandigkeit

Vollstandige Problem: Die Schweizer Taschenmesser der
Theorie

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Die Zeit-Platz-Hierarchie kennen 241 Klassenhierarchien
2. Konzept der Schwere verstehen 24.1.1 Inklusionen . . . . . ... ...
3. Konzept der Vollstindigkeit verstehen 2412 Trennungen . ... ......
4. Wichtigkeit der Transitivitit von Reduktionen 2413 Ubersicht der Klassenhierarchie
kennen
24.2 Schwere und Vollstandigkeit

Das letzte Kapitel hat Ihnen Reduktion hoffentlich bereits schmackhaft gemacht. Manche
Probleme haben nun die Eigenschaft, dass ziemlich viele andere Probleme auf sie redu-
ziert werden konnen. Wenn Sie eine Caipirinha gemixt bekommen, dann werden Sie auch
keine Probleme haben mit einer Caipiroschka, einer Caipirissima oder zur Not halt einer
Virgin-Caipi. Man kann guten Gewissens behaupten: Sie werden in der ganzen Sippe der
Caipi-Cocktails keinen wirklich »schwierigeren« Cocktail finden. Der Theoretiker wiirde
nun sagen, dass das Problem der Caipirinha-Herstellung vollstindig ist fiir die Klasse aller
Caipi-Cocktails (vorausgesetzt, der Theoretiker kann nach der eingehenden Untersuchung
der verschiedenen Cocktails noch verstindlich kommunizieren).

In diesem Kapitel geht es um die Frage, wo man in der Theorie au3er bei alkoholischen Ge-
trinken noch iiberall vollstindige Probleme antreffen kann. Sprich: Gibt es in bestimmten
Komplexititsklassen vielleicht Probleme, die »unglaublich hilfreich« sind? Gibt es Proble-
me, so dass man alle Probleme in der Klasse 16sen kann, wenn man nur diese Problem 16sen
kann? Gibt es also Probleme, so dass sich alle Probleme einer Klasse auf dieses eine Problem
reduzieren lassen?

Die Intuition sagt einem zunéchst, dass es solche Probleme nicht geben sollte. Nehmen wir
die doch recht groe Klasse P. Diese versammelt ja alle Probleme, die sich in Zeit O(n)
oder in O(n?) oder in O(n?) oder in O(n*) oder so weiter 16sen lassen. Man darf deshalb
erwarten, dass es zu jedem Problem in P »immer ein noch schwierigeres« Problem in P
geben sollte. Die Intuition ist jedoch falsch: Es gibt ein Problem in P, auf das sich alle anderen
Probleme in P reduzieren lassen. Kann man also dieses Problem so-und-so gut 16sen, so kann
man auch alle anderen Probleme in P prinzipiell auch so-und-so gut 16sen. Dieses Problem
wird in Kapitel 26 detaillierter vorgestellt. Die Klasse P ist nicht die einzige Klasse, die ein
solches »besonders hilfreiches« Problem enthilt. Es hat sich herausgestellt, dass die meisten
Komplexititsklassen solche »vollstindigen« Probleme besitzen.

In diesem Kapitel werden zunichst die Idee der Vollstindigkeit veranschaulicht, bevor die
nichsten Kapitel dann fiir verschiedene Klassen vollstindige Probleme vorstellen werden.

24.2.1 Dieldeen . . .. ... ... .......
2422 Definition: Schwere Probleme .
24.2.3 Definition: Vollstindige Probleme . . . .
2424  Vollstindigkeit und Klassenhierarchien
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241 Klassenhierarchien

24.1 Klassenhierarchien
24.1.1 Inklusionen

Warum Klasseninklusionen wichtig sind.

— In der Komplexitétstheorie wird viel Theorieenergie aufgewandt, um fiir verschiedene
Klassen C; und C; zu zeigen, dass C; C C; gilt oder nicht gilt.

— Solche Inklusionen erlauben es, uns auf einen Aspekt eines Problems zu fokussieren
und es dann automatisch auf eine andere Art zu losen.

Beispiel

— Wir zeigen gleich L C P.
— Wenn wir also einen sehr platzeffizienten Algorithmus fiir ein Problem finden, so gilt
automatisch, dass das Problem in vertretbarer Laufzeit 10sbar ist.

Inklusionen zwischen Zeit- und Platzklassen.

Lemma
Sei f eine nicht zu exotische Funktion mit f(n) > log(n). Dann gilt TIME(f) C SPACE(f) C
TIME(20()),

Beweis. Die erste Inklusion ist ganz einfach: Man kann nicht mehr Zellen beschreiben als
man Rechenschritte macht.
Fiir die zweite Inklusion argumentiert man ganz dhnlich wie in Lemma 23-19:

— Macht eine Maschine mit Platzverbrauch f (1) bei Eingabe n mehr als 201/ ") Schritte,
so muss sie in eine Endlosschleife gegangen sein.
— Dann kann man die Berechnung aber auch abbrechen und die Eingabe verwerfen. [

Die wichtigen Inklusionen zwischen den Komplexitatsklassen.

Folgerung

REG C L C P C PSPACE C EXP
C EXPSPACE
C ELEMENTARY.

24.1.2 Trennungen

Echte Inklusionen von Komplexitatsklassen
Intuitiv sollte man mit »mehr Zeit« auch »mehr Probleme« 16sen konnen. Dem ist auch so:

Satz: Zeithierarchie-Satz
Sei f(n) > n eine nicht zu exotische Funktion. Dann gilt

TIME(f) C TIME(f(n)*).
Satz: Platzhierarchie-Satz
Sei f(n) > logn eine nicht zu exotische Funktion. Dann gilt

SPACE(f) C SPACE(f(n)log f(n)).
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Beweisidee

— Dies beweist man durch Diagonalisierung.

— Mit diesem Verfahren hatten wir gezeigt, dass HALTING in der Klasse RE ist, aber nicht
in REC.

— Analog zeigt man hier, dass es eine Sprache gibt, die in TIME(f(n)?), aber nicht in
TIME(f) liegt.

Wir beweisen lediglich den Zeithierarchie-Satz; der Platzhierarchie-Satz geht dhnlich.

Beweis des Zeithierarchie-Satzes. Wir definieren die folgende Diagonalisierungssprache:

Dy = {code(M) | M akzeptiert code(M) nicht innerhalb von f(|code(M)]|) Schritten}.
Wir behaupten, dass Dy € TIME(f(n)?) \ TIME(f):

— Es gilt Dy € TIME(f(n)*) via einer Simulation von M bei Eingabe code(M) fiir f(]code(M)|)
= f(n) Schritte.
— Nehmen wir an, es wiirde Dy € TIME(f) via einer Maschine M gelten. Sei x = code(M). Dann
gilt:
1. Falls M das Wort x akzeptiert, so gilt x € Dy und deshalb akzeptiert M das Wort x nicht in
f(|x|) Schritten (ein Widerspruch).
2. Falls M das Wort x nicht akzeptiert, so gilt x ¢ Dy. Dann braucht entweder M mehr als
S(Jx]) Schritte (ein Widerspruch) oder M akzeptiert x (auch ein Widerspruch).

Wir erhalten, dass Dy ¢ TIME(f). O

Trennungen der Zeit- und Platzklassen.

Folgerung

P C EXP C EEXP C ELEMENTARY,
L C PSPACE C EXPSPACE.

Lemma
In der Inklusionskette

L C P C PSPACE

ist mindestens eine Inklusion echt.

Da L C PSPACE, gilt L # P oder P # PSPACE. Man vermutet, dass beides der Fall ist, konnte
aber weder das eine noch das andere bis heute beweisen. Dies ist sehr frustrierend.
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24.2 Schwere und Vollstandigkeit

24.1.3 Ubersicht der Klassenhierarchie

Was man Uber die Hierarchie der Sprachklassen weil3.

PSPACE

LieBle man die Klassen L und PSPACE aus dem Diagramm weg, so wiren alle Inklusionen
beweisbar echt.

24.2 Schwere und Vollstandigkeit
24.2.1 Dieldeen

Viele Probleme, die sich auf ein einziges Problem reduzieren lasse

— Betrachten wir das Problem 100-coLoORABLE, einen Graphen mit 100 Farben zu férben.

— Genau wie bei der Reduktion von 3-Farbbarkeit auf 4-Farbbarkeit (Lemma 23-24) kann
man zeigen, dass 99-COLORABLE auf 100-COLORABLE reduzierbar ist.

— Ebenso ist 9g8-coLORABLE auf 99-cOLORABLE reduzierbar.

— Da Reduktionen transitiv sind (= statt zweimal nacheinander zu reduzieren kann man

auch in einem Rutsch direkt reduzieren, siche Lemma 23-26), ist damit auch 98-cOLORABLE

direkt auf 100-coLORABLE reduzierbar.
— Genauso zeigt man, dass auch 1-COLORABLE und 2-COLORABLE und 3-COLORABLE und
so weiter bis 99-COLORABLE alle auch auf 100-COLORABLE reduzierbar sind.

Merke
Kann man 100-coLoraBLE effizient 16sen, so auch alle k-Fiarbbarkeitsprobleme fiir £ < 100.

Die Schweizer Taschenmesser der Theorie

— Es gibt Probleme, auf die sich ganz viele Probleme reduzieren lassen.
— Ein solches Problem ist wie ein Schweizer Taschenmesser — man kann sehr viel damit
anfangen.

Formal funktioniert das so:

— Man hat eine Klasse von Problemen gegeben.
— Wir sind nun an einem Problem X interessiert, auf das sich alle Probleme in der Klasse
reduzieren lassen.
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24.2 Schwere und Vollstandigkeit

24.2.2 Definition: Schwere Probleme

Schwere Probleme = harte Probleme = hilfreiche Problem = Schweizer Taschenmesser 24-12
der Theorie

p Definition: Schwere Probleme
Seien

— C eine Klasse von Sprachen und
— X ein Problem (nicht unbedingt in C).

Dann heilit X schwer fiir C unter Slﬁg—Reduktionen, falls
— fiir alle Probleme A € C gilt:
—A<EX.
Statt »schwer« sagt man oft auch »hart« (englisch »hard«).

Motto
Kann man ein fiir C schweres Problem effizient 16sen, dann kann man alle Probleme in C
effizient 16sen.

Beispiele von schweren Problemen im Bereich Farbbarkeit 24-13
Beispiel
Sei C = {1-COLORABLE, 2-COLORABLE, . .., 100-COLORABLE }.

Dann ist 100-cCOLORABLE schwer fiir C.

Beispiel
Sei COLORING-PROBLEMS = {1-COLORABLE, 2-COLORABLE, ... } die Klasse aller k-Firbe-
probleme. Dann ist folgende Sprache schwer fiir COLORING-PROBLEMS:

coLorABLE = { (code(G),bin(k)) | G ist k-firbbar}.

Die Reduktionen k-COLORABLE g}ﬁg coLORABLE sind auch sehr einfach: Sie bildet einfach
code(G) ab auf (code(G),bin(k)).

Beispiele von schweren Problemen im Bereich Erfiillbarkeit 24-14

Zur Erinnerung aus »Logik flr Informatiker«
Aussagenlogische Formeln nennt man in konjunktiver Normalform, wenn sie eine grofe
Konjunktion (»Verundung«) von Klauseln (Oder-Blocken) ist.

» Definition
Sei k > 1 fest. Die Sprache k-saT enthilt alle Formeln ¢, die

1. erfiillbar sind und
2. in konjunktiver Normalform sind und
3. jede Klausel genau k Literale enthilt.

Beispiel
Das Wort (xVyV —z) A (—xV =y V —z) iiber dem Alphabet Xaussagenlogik ist €in Element von
3-sAT, jedoch kein Element von 2-sAT.

Beispiel
Sei CNF-SAT-VARIANTS = {1-SAT, 2-SAT, 3-SAT, ... }.
Dann ist saT schwer fiir CNF-SAT-VARIANTS.

@ Zur Ubung
Erlédutern Sie, wie die Reduktion von 3-saT auf sat funktioniert.
(Die Reduktion ist sehr einfach, es gibt aber ein Fallstricklein.)
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24.2 Schwere und Vollstandigkeit

Beispiele von schweren Problemen im Bereich Erreichbarkeit.

Definition

Fiir jedes k enthilt die Sprache k-rReacH (die Codes von) allen gerichteten Graphen G zu-
sammen mit zwei Knoten s und ¢, so dass es einen Weg von s nach ¢ der Linge hochstens k
gibt.

Beispiel
Sei REACH-PROBLEMS = {1-REACH, 2-REACH, ... }.
Dann ist folgende Sprache schwer fiir die REACH-PROBLEMS:

DISTANCE = {code(G, s,t,k) | es gibt einen Weg
von s nach ¢ in G der Lénge hochstens k.

24.2.3 Definition: Vollstandige Probleme

Schwere, aber nicht zu schwere Probleme.
Wir haben mehrere Fille kennengelernt, wo bei bestimmtes Problem sehr hilfreich (formal
»schwer«) fiir die Probleme einer Klasse ist:

— sart fiir die Klasse aller k-saT-Probleme.
— coLorABLE fiir die Klasse aller k-Fiarbeprobleme.

Frage
Konnte es sein, dass die Klassen auch bereits selbst Probleme enthalten, die schwer fiir die
Klasse sind?

Beispiel
Was dies fiir die Klasse COLORING-PROBLEMS bedeuten wiirde:

— Eines der Probleme 1-COLORABLE, 2-COLORABLE, ... miisste die Eigenschaft haben,
dass sich alle anderen auf dieses Problem reduzieren lassen.
Dies konnte beispielsweise 100-COLORABLE sein.

— Wir haben schon gesehen, dass sich 1-COLORABLE bis 99-COLORABLE auf 100-COLOR-
ABLE reduzieren lassen.

— Es ist jedoch reichlich unklar, wie man beispielsweise 1000000-COLORABLE auf 100-
COLORABLE reduzieren konnte.

Jedoch:

— Man kann beweisen, dass 3-COLORABLE schwer ist fiir die Klasse.
— Vermutlich ist 2-coLORABLE nicht schwer fiir die Klasse.

Probleme in einer Klasse, die hilfreich fir die Klasse sind.

Definition: Vollstandige Probleme
Seien

— C eine Klasse von Sprachen und
— X ein Problem.

Dann hei3t X vollstéindig fiir C unter S:gg—Reduktionen, falls

- X eCund
— X ist schwer fiir C.

Motto
Vollstidndige Probleme sind die schwierigsten Probleme einer Klasse.
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Beispiel einer Klasse mit einem vollstdndigen Problem
Sei SAT-VARIANTS die Klasse aller moglichen Varianten von Erfiillbarkeitsproblemen.
Konkret soll diese Klasse folgende Probleme enthalten:

— k-sar fiir jedes k,

k-DNF-sAT fiir jedes k (diese Probleme sind definiert wie k-saT, nur mit disjunktiver
Normalform statt konjunktiver Normalform),

cNF-sAT (dieses Problem enthilt alle erfiillbaren Formeln in konjunktiver Normalform;
die Klauselgrofe ist beliebig),

DNF-SAT (dieses Problem enthilt alle erfiillbaren Formeln in disjunktiver Normalform),
— SAT.

Lemma
SAT ist vollstéindig fiir SAT-VARIANTS.

Beweis. Offenbar ist saT € SAT-VARIANTS. Weiter wurde auf Folie 24-14 gezeigt, dass
jedes Problem in der Klasse jeweils sehr einfach auf sat reduzierbar ist. O

Welche Klassen haben vollstandige Probleme?

— In diesem Kapitel haben wir nur etwas kiinstliche Klassen betrachtet.
— Sie waren so konstruiert, dass sie ein vollstindiges Problem haben.

Spannender ist folgende Frage:

Die zentralen Frage der Komplexitatstheorie
Welche »natiirlichen« Klassen wie L oder P haben vollstindige Probleme? Wie lauten diese?

Es ist erstaunlich, dass Klassen wie P vollstindige Probleme haben. Wir werden aber noch
zeigen, dass sehr viele natiirliche Klassen vollstindige Probleme haben:

Die Variante von REAcH fiir ungerichtete Graphen ist vollstindig fiir L.
Das Schaltkreis-Auswertungsproblem ist vollstindig fiir P.

Das Brettspiel »Go« ist vollstindig fiir PSPACE.

— HALTING ist vollstdndig fiir RE.

2424 \Vollstandigkeit und Klassenhierarchien

Warum man vollstandige Probleme untersucht.
Es gibt verschiedene Griinde, weshalb man vollstindige Probleme untersucht:

— Ein vollstindiges Problem ist ein »schwierigstes« Problem in einer Klasse.

— Will man verstehen, was alles in einer Klasse prinzipiell moglich ist, so geniigt es, das
vollstindige Problem zu untersuchen.

— Insbesondere kann man hiufig Inklusionen zwischen Klassen beweisen, indem man nur
die vollstdndigen Probleme untersucht.

Eine wichtige Definition und ein niitzliches Lemma.

Definition: Abgeschlossen
Eine Klasse C von Sprachen heilit abgeschlossen unter gL‘ig -Reduktionen, falls aus A g};’g B
und B € Cfolgt A € C.

Motto
Abgeschlossene Klassen kann man mit Reduktionen nicht »verlassen«.

Lemma
Die Klassen L, P, PSPACE, EXP sind abgeschlossen.

Beweis. Fiir die Abgeschlossenheit von L sei A g}ﬁg B via fund B € L. Da B € L, gibt es einen
logspace-beschriankten Entscheider (eine pT™, die immer anhilt) fiir B. Dann ist aber auch die cha-
rakteristische Funktion von B, definiert als xp: £* — {0,1} mit yp(x) = 1 <= x € B, logspace-
berechenbar. Die Verkettung yp o f ist nach Lemma 23-26 ebenfalls logspace-berechenbar. Nun ist
aber ypo f = ya. Also ist die charakteristische Funktion von A ebenfalls logspace-berechenbar und
somit auch A von einer logspace-beschrinkten Turing-Maschine entscheidbar.
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Fiir die Abgeschlossenheit von P argumentiert man genauso, man bendtigt lediglich, dass die Verket-
tung zweier Funktionen, die beide in polynomieller Zeit berechenbar sind, selbst wieder in polynomi-
eller Zeit berechenbar ist.

Fiir die Abgeschlossenheit von PSPACE sei A Slﬁg B via f und B € PSPACE. Dann ldsst sich A wie
folgt in polynomiellem Platz entscheiden: Bei Eingabe x wird zunéchst f(x) berechnet, was hochstens
polynomielle Léinge in |x| haben kann. Dann wird der polynomiell platzbeschrinkte Entscheidungs-
algorithmus fiir B auf f(x) angewandt. Dies benétigt polynomiell viel Platz in der Linge von f(x),
welches seinerseits polynomiell lang in der Linge von x ist. Da die Verkettung von Polynomen selbst
ein Polynom ist, bendtigen wir insgesamt nur polynomiell viel Platz.

Fiir die Abgeschlossenheit von EXP argumentiert man wie bei P, nur benétigt man nun, dass die
Verkettung eines Polynoms g und einer Funktion der Bauart 27 ) fiir ein Polynom p wieder eine
Funktion der Bauart 2"") ergibt, wobei r(n) = p(q(n)) wieder ein Polynom ist. O

24-22 Vollstandige Probleme reprasentieren ihre Klassen.

P Lemma: Reprdsentationslemma
Sei X vollstindig fiir eine Klasse C.

1. Es gilt X € P genau dann, wenn C C P.
2. Es gilt X € PSPACE genau dann, wenn C C PSPACE.
3. Es gilt X € EXP genau dann, wenn C C EXP.

Beweis. Fiir die erste Richtung der ersten Behauptung argumentiert man wie folgt:

— Enthilt die Klasse P das Problem X, so enthilt sie (aufgrund ihrer Abgeschlossenheit)
auch alle auf X reduzierbaren Probleme.

— Da alle Probleme in C auf X reduzierbar sind (aufgrund der Schwere von X fiir C), sind
folglich alle Probleme aus C in P.

Die zweite Richtung ist trivial. Fiir die anderen beiden Klassen argumentiert man genauso.
O

Merke
Will man zeigen, dass eine Klasse C eine Teilmenge von P ist, so geniigt es, dies fiir ein
vollstindiges Problem zu beweisen.

24-23 Vollstandige Probleme liefern untere Schranken.

» Satz
Sei X volistindig fiir EXP. Dann ist X ¢ P.

Beweis. Wire X € P, so wire nach dem Reprisentationslemma auch EXP C P. Nach dem
Zeithierarchie-Satz gilt aber P C EXP, ein Widerspruch. O

— Fiir vollstindige Probleme fiir EXP wissen wir also, dass sie definitiv nicht in polyno-
mieller Zeit 16sbar sein konnen.

— Esergibtalso keinen Sinn, fiir solche Probleme iiberhaupt nach Polynomialzeit-Algorithmen
zu suchen — dhnlich wie man nicht nach Algorithmen fiir das Halteproblem suchen
braucht.

— Dies ist ein wichtiges Resultat, das man nur durch theoretische Uberlegungen erreichen
konnte.

Beispiel
Man kann zeigen, dass »verallgemeinertes Schach« vollstdndig ist fiir EXP. Folglich kann
es keinen effizienten Algorithmus fiir das verallgemeinerte Schach geben.
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Zusammenfassung dieses Kapitels 239
Zusammenfassung dieses Kapitels
1. Es gilt L C P C PSPACE C EXP. 24-24

2. Man weiB, dass L C PSPACE und P C EXP.

3. Ein Problem heifit schwer fiir eine Klasse, wenn alle Probleme der Klasse auf das Pro-
blem reduzierbar sind.

4. Ein Problem heilt vollstindig fiir eine Klasse, wenn es schwer ist und in der Klasse
liegt.

5. Fast alle wichtigen Klassen haben vollstindige Probleme.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 8.1, 8.2.
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Kapitel 25
NL-Vollstandigkeit

Nichtdeterministische logspace-beschrankte Turing-Maschinen sind

Hitech-Ariadne-Faden

Lernziele dieses Kapitels

. Nichtdeterministischen Platz verstehen

. Das Erreichbarkeitsproblem REacH kennen

. Beweis der NL-Vollstindigkeit von REACH verstehen
. Bootstrapping- und Reduktionsmethode kennen

. Eigene NL-Vollstindigkeitbeweise fiihren konnen

v A W N =

Inhalte dieses Kapitels
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Die Untersuchung von kleinen Platzklassen erscheint auf den ersten Blick reichlich »aka-
demisch«, »mainly of scholary interest«, kurz gesagt: iiberfliissig. Speicherplatz ist (im Ge-
gensatz zu Zeit) in aller Regel wahrlich nicht unser Problem. Wenn eine Ingenieurin ein
Gigabyte an Eingabedaten hat, dann wird sie sicherlich auch irgendwo noch Platz fiir ein
Gigabyte weiteren Speicher finden. Man konnte einwenden, dass kleine Systeme wie Smart-
cards oder eingebettete Systeme wie Waschmaschinensteuerungen nicht mit iiberméfigem
Speicherplatz gesegnet seien und es sich sehr wohl lohne, sparsam damit umzugehen.

Wohl wahr — jedoch erscheint es schon von dagobertduckhaftem Geiz zu zeugen, nur loga-
rithmisch viel Platz vorzusehen. Hat man beispielsweise ein Gigabyte an Eingabedaten, so
diirfte man bei einem erlaubten Platz von log, n Bits gerademal 33 Bits an Speicher verbrau-
chen, also grofziigig gerundet zwei 32-Bit-Register. Wichst die Eingabemenge auf 1000
Terabyte, so hitte man immerhin 53 Bits zur Verfiigung, also immernoch nicht mehr als
zwei Register. Bei der groBten in diesem Universum iiberhaupt denkbaren Eingabe (1080,
denn so viele Atome hat das Universum, plus/minus ein paar Zehnerpotenzen), hitte man
immerhin zehn 32-Bit-Register zur Verfiigung.

In diesem Kapitel soll nun logarithmischer Platz noch mit Nichtdeterminismus gepaart wer-
den, was uns zur Klasse NL fiihren wird. Diese Paarung mag Theoretiker begliicken, dem
Praktiker stehen aber zunichst die Haare zu Berge: Da wird ein unrealistisches Modell (13-
cherlich wenig Platz) mit einem noch viel unrealistischeren Modell (nichtdeterministische
Turing-Maschinen) zusammengebracht; das Resultat sind Maschinen, die man nicht bauen
kann, und wenn man sie bauen konnte, sinnlosen Einschrinkungen unterliegen.

Warum Ilohnt es sich trotzdem, nichtdeterministischen logarithmischen Platz zu untersu-
chen? Ich mochte folgende Griinde anfiihren:

1. Erstaunlicherweise sind nichtdeterministischer logarithmischer Platz und die Paralleli-
sierbarkeit von Problemen aufs Engste verwoben; die Details hierzu iibersteigen zwar
den Rahmen dieser Vorlesung, sie werden aber in den Vorlesungen »Parallelverarbei-
tung« und »Komplexititstheorie« genauer untersucht.

2. Das »Wesen des Nichtdeterminismus« zu verstehen hat sich zu einer der Hauptaufga-
ben der Theoretischen Informatik gemausert. Wir haben in den Kapiteln 6 und 8 schon
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gesehen, dass Nichtdeterminismus zumindest innerhalb der Theorie ein sehr niitzliches
Hilfsmittel darstellt. Es hat sich gezeigt, dass Nichtdeterminismus bei Platzklassen ein-
facher zu verstehen und zu untersuchen ist, als dies bei Zeitklassen der Fall ist (die uns
ja eigentlich mehr interessieren). Ein Beispiel fiir den Erfolg dieser theoretischen Un-
tersuchungen ist eine Konsequenz des Satzes von Immerman—Szelepcsényi: Die Klasse
der kontextsensitiven Sprachen (siehe Definition 3-13) ist abgeschlossen unter Komple-
mentbildung. Diesem Resultat sicht man wahrlich nicht an, dass hier viel Theorie {iber
nichtdeterministischen logarithmischen Platz drinsteckt.

3. Die Klasse NL wird die erste natiirliche Klasse sein (zur Frage, wie »natiirlich« diese
Klasse wirklich ist, siehe oben), fiir die wir ein (nun wirklich) natiirliches volistdindiges
Problem angeben konnen: Das Erreichbarkeitsproblem rReacH (auch Gap genannt) ist
vollstindig fiir NL. Der Beweis ist hier relativ einfach und soll als »Aufwirmiibung«
fiir die vertrackteren Beweise in den folgenden Kapiteln dienen.

25.1 Die Klasse NL
25.1.1  Wiederholung: NTMs

Wiederholung: Maschinen, die sich nicht entscheiden kénnen.

Bei einer nichtdeterministischen Turing-Maschine kann es zu einem Zustand und gele-
senen Zeichen mehrere mogliche Nachfolgezustdnde geben.

Diese sind dann alle maglich, ...

...wodurch es viele mogliche Berechnungen gibt.

Akzeptiert wird ein Wort, wenn es wenigstens eine akzeptierende Berechnung gibs.

Wiederholung: Eine einfache Maschine.
0/0/r

0/0 0/0
start —>( 40 [/ @ [Bn @

Einige Beobachtungen:

— Es gibt viele mogliche Berechnungen.

— Es fiihrt aber immer nur hochstens eine zum akzeptierenden Zustand: Wenn man bei
der letzten O vor dem Ende nach ¢g; wechselt.

— AuBerdem diirfen in dem Wort nur Oen vorkommen.

- Die Maschine akzeptiert also die Sprache L(M) = {0" | n > 1}.

Zwei mogliche Berechnungen bei Eingabe 00010:

(g0, ---5000100 - --) F (g0, - -- J0>001000- - - )
F (go,---00050100- - )
F (q1,---000051000- - ).

(go, - -- 150001001 - - - ) F (g, - - - J0>001007 - - - )
F (q1,---00050100- - ).

Keine davon ist akzeptierend.

Wiederholung: Eine Maschine, die »nichtdeterministisch ein Wort rat.

&)/6)/()
(&)/®)/0)

start —>( 40

&)/()/ ()

— Solange die Maschine in g¢ bleibt, kann sie immer neue Zeichen auf das zweite Band
schreiben.
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— Irgendwann ist sie aber damit fertig und wechselt den Zustand.

— Es gibt also fiir jedes mogliche Wortw € {0,1}* eine Berechnung, so dass die Maschine
qo verldsst und dieses Wort auf dem zweiten Band steht.

— Man sagt (eigentlich filschlicher Weise), dass die Maschine »nichtdeterministisch w
rdt«.

25.1.2 Ressourceverbrauch von NTMs

25-7 Zeit- und Platzbeschrankte NTMs.

— Wir wollen nun nichtdeterministische Maschinen betrachten, die zeit- oder platzbe-
schrédnkt sind.

— Problematisch ist, dass die Maschinen viele mogliche Berechnungen durchfiihren kon-
nen, die auch unterschiedlich lange dauern konnen.

— Es liegt aber nahe, einfach das Maximum an Zeit- oder Platzverbrauch iiber alle mog-
lichen Berechnungen zu nehmen.

P Definition: Zeit- und Platzverbrauch einer NTMs
Sei M eine NT™M mit einem Read-Only-Eingabeband. Wir definieren sy, : ¥ — NU{oo}
durch

ty(x) = Maximale Léange einer Berechnung von M bei Eingabe x,

sy (x) = Maximaler Platzverbrauch einer Berechnung von M bei Eingabe x.

Wie immer zihlt das Eingabeband beim Platzverbrauch nicht mit.
Die Funktionen Ty, Sy : N — N sind genauso wie im deterministischen Fall definiert (also
jeweils der maximale Zeit-/Platzverbrauch bei Worten einer bestimmten Linge).

25-8 @, Zur Ubung
Wie lauten s,,(0010) und #3,(0010) von folgender Maschine?

0/0/r

0/0 /0
start —( 490 / /r @ / /n @

25.1.3 Definition der Klasse

259 Die Klasse NL = unrealistischer Platzverbrauch + unrealistisches Maschinenmodell

P Definition: Die Klasse NL
Die Klasse NL enthilt alle Sprachen A, fiir die es eine NTM M gibt, so dass:

1. M akzeptiert A,
2. Sy € O(logn).

Bemerkungen:

— Offenbar gilt L C NL.

— Ob auch L C NL gilt, ist eine zentrale Forschungsfrage des Instituts fiir Theoretische
Informatik.
Der so genannte »informed guess« lautet »eher ja, aber vielleicht auch nein«.

— Wir zeigen spiter noch NL C P.

— Ganz dhnlich wie fiir L (sieche Lemma 24-21) beweist man, dass NL unter Reduktionen
abgeschlossen ist.
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25.2 NL-Vollstandigkeit
25.2.1 Erreichbarkeitsprobleme

Zwei wichtige Probleme: Erreichbarkeit und Distanz.

Definition: Erreichbarkeit- und Distanzproblem

reAcH = {code(G,s,t) | es gibt einen Weg von s nach ¢ in G},

DISTANCE = {code(G,s,t,k) | es gibt einen Weg
von s nach ¢ in G der Linge hochstens k}.

Bei REaCH und DISTANCE geht es um gerichtete Graphen.
Die ungerichteten Varianten bezeichnet man mit UREACH und UDISTANCE.
»REACH« hat diverse alternative Namen in der Literatur:

— aap fiir »graph accessibility problemx,

— sT-conN fiir »source to target connectivity problem,

Die Komplexitat von Erreichbarkeit und Distanz.

Satz
REACH € NL und DISTANCE € NL.

Beweis. Beginnen wir mit pisTaNCE € NL.! Wir miissen also eine NTM M angeben, die bei
jeder Eingabe code(G, s,1,k),

1. falls es einen Weg von s nach t der Linge (hochstens) k gibt, eine akzeptierende Berech-
nung aufweist,

2. falls es keinen solchen Weg gibt, auch keine akzeptierende Berechnung aufweist, und

3. auf allen Pfaden hochstens O(logn) Platz verbraucht.

Die Maschine M hat mehrere Arbeitsbinder:

— Ein Arbeitsband, auf dem (die Nummer) des aktuellen Knotens steht,’

— ein Arbeitsband, auf dem ein Schrittzdhler steht,

— ein Arbeitsband, auf dem der ndchste Knoten »nichtdeterministisch geraten« wird.
Auf allen Arbeitsbiander wird wihrend bei allen Berechnungen nur logarithmisch viel Platz
verbraucht werden.

Die Berechnung(en) von M verlaufen wie folgt:

1. Zunéchst wird s auf das Aktueller-Knoten-Band kopiert und k auf das Schrittzdhler-
Band.

2. Dann wiederholt die Maschine Folgendes:

2.1 Falls auf dem Aktueller-Knoten-Band gerade ¢ steht, so akzeptiere.

2.2 Falls der Schrittzdhler O ist, verwerfe.

2.3 »Rate nichtdeterministisch« einen Knoten auf dem Nichster-Knoten-Band.

2.4 Durchlaufe das Eingabeband und iiberpriife dabei, ob es eine Kante vom Kno-
ten auf dem Aktueller-Knoten-Band zum Knoten auf dem Néchster-Knoten-Band
gibt.

2.5 Wenn ja, so kopiere das Nichster-Knoten-Band auf das Aktueller-Knoten-Band;
sonst verwerfe.

2.6 Verringere den Schrittzahler um Eins.

Wir behaupten, dass M das Gewiinschte leistet:

1. Nach Konstruktion verbraucht M nur logarithmisch viel Platz (ndmlich im Wesentlichen
drei Zahler).

2. Gibt es einen Weg von s nach ¢ der Linge hochstens k, so gibt es eine Berechnung, bei
der die nichtdeterministischen Entscheidungen gerade so ausfallen, dass die Knoten auf
diesem Weg in der richtigen Reihenfolge auf das Aktueller-Knoten-Band geschrieben
werden.

In diesem Fall akzeptiert die Maschine am Ende dieser Berechnung.

3. Gibt es keinen Weg von s nach ¢ der Linge hochstens k, so wird bei allen Berechnungen

niemals ¢ auf dem Aktueller-Knoten-Band stehen, bevor die Maschine abbricht.
Um zu zeigen, dass auch REacH € NL gilt, kann man auf zwei Arten argumentieren:

1. Man wiederholt die Konstruktion, 14dsst aber den Schrittzdhler einfach weg.

2. Man zeigt, dass REACH glﬁg DISTANCE gilt, und nutzt dann aus, dass NL unter Reduk-
tionen abgeschlossen ist. U

1

2

Public domain

Kommentare zum Beweis

Schreiben wir erstmal auf, was
eigentlich zu zeigen ist. Dies macht man
normalerweise spater nicht mehr.

»die Nummer von« wird im Folgenden
weggelassen
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Ein Beispiel, das zeigt, wie die NL-Maschine fiir das Distanzproblem arbeitet.

Start-Konfiguration

Eingabeband (nur lesen)

(1=2,2=4,4=3,4=5,3=1) ,s=1,t=5, k=3

Aktueller-Knoten-Band

@4—@) Schrittzdhler-Band
é) Nichster-Knoten-Band

Ein méglicher 1. Schritt

Eingabeband (nur lesen)

(1-2,2-4,4-3,4-5,3-1) ,s=1,t=5,k=3

Aktueller-Knoten-Band
1

«é) Schrittzdhler-Band
é) \
Nichster-Knoten-Band

2

Ein méglicher 2. Schritt

Eingabeband (nur lesen)

(1-2,2-4,4-3,4-5,3-1) ,s=1,t=5,k=3

Aktueller-Knoten-Band
2

4—@) Schrittzdhler-Band
é) \
Nichster-Knoten-Band

4

Ein méglicher 3. Schritt

Eingabeband (nur lesen)

(1-2,2-4,4-3,4-5,3-1) ,s=1,t=5,k=3

Aktueller-Knoten-Band
4

4—@) Schrittzdhler-Band
é) \
Nichster-Knoten-Band

5

Initialisierung

Eingabeband (nur lesen)

(1=2,2=4,4=3,4=5,3=1),s=1,t=5, k=3

Aktueller-Knoten-Band
1

«é) Schrittzdhler-Band
é) \
Nichster-Knoten-Band

Kopie nach dem 1. Schritt

Eingabeband (nur lesen)

(1-2,2-4,4-3,4-5,3-1) ,s=1,t=5,k=3

Aktueller-Knoten-Band
2

«é) Schrittzdhler-Band
é) \
Nichster-Knoten-Band

Kopie nach dem 2. Schritt

Eingabeband (nur lesen)

(1-2,2-4,4-3,4-5,3-1) ,s=1,t=5,k=3

Aktueller-Knoten-Band
4

4—@) Schrittzdhler-Band
é) \
Nichster-Knoten-Band

Kopie nach dem 3. Schritt und Akzeptanz

Eingabeband (nur lesen)

(1-2,2-4,4-3,4-5,3-1) ,s=1,t=5,k=3

Aktueller-Knoten-Band
5

4—@) Schrittzdhler-Band
é) O
Nichster-Knoten-Band
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25.2 NL-Vollstandigkeit

25.2.2 Beweisverfahren I: Bootstrapping

Wie schwer ist das Erreichbarkeitsproblem?

— Wir haben gerade gesehen, dass REacH in NL liegt.
— Viele Probleme in NL sind auf REACH reduzierbar:
— k-reAcH fiir alle k, siehe Beispiel 24-15,
— CONNECTED, siehe Ubung 23.2
— 2-saT mittels einer unglaublich komplizierten und raffinierten Reduktion (wird
am Ende der Vorlesung »Komplexititstheorie« vorgestellt).

Wir haben damit beste Voraussetzungen dafiir, dass REACH vollstindig sein konnte fiir NL:

1. REACH liegt in NL und
2. viele (hoffentlich alle) Problem in NL lassen sich auf REacH reduzieren.

Das Erreichbarkeitsproblem ist vollstandig fiir nichtdeterministischen logarithmischen
Platz.

Satz
REACH ist vollstdndig fiir NL.

Wie wir diesen Satz beweisen werden

Wir wissen schon, dass REACH € NL.

— Wir miissen also »nurnoch« fiir jede Sprache A € NL eine Reduktion A glﬁg REACH
angeben.

Dies ist nicht ganz einfach, da es ja sehr viele unterschiedliche Sprachen A € NL gibt.
Fiir jedes A € NL gibt es aber eine »NL-Maschine« M, die A entscheidet.

Der ganze Trick hinter der Reduktion ist nun, die Frage »Ist x € A7« zu iibersetzen
in die Frage »Gibt es einen Weg von der Startkonfiguration s zu der akzeptierenden
Konfiguration ¢t im Konfigurationsgraphen von M7«

Der Konfigurationsgraph einer Turing-Maschine.

Definition: Mégliche Konfiguration

Sei M ein Turing-Maschine mit Platzschranke Sy, : N — N. Eine Konfiguration von M heif3t
méglich fiir Eingaben der Linge n, wenn in der Konfiguration auf allen Arbeitsbander hoch-
stens Sys(n) Zellen belegt sind.

Definition: Konfigurationsgraph
Sei M eine Turing-Maschine und x € X* eine Eingabe. Dann ist der Konfigurationsgraph
von M bei Eingaben der Linge n der folgende Graph:

— Die Knotenmenge V ist die Menge aller Konfigurationen, die fiir Eingaben der Linge n
moglich sind.
— Die Kantenmenge E enthilt ein Paar (C,C’) von Konfigurationen, wenn C -y, C'.’

Beispiel eines (kleinen) Konfigurationsgraphen.

0/0/r
0/0/r O/0/n
Die Maschine sei start —( 90 /9 @ /o @
0/0/1

Dann lautet der Konfigurationsgraph fiir die Eingabelénge 2:

(q0,>010007) (g0, 00>0007) (g0,00~007) (q0,0300>0])

(g1 ,DDOOD q1 , DI>OOD q 1 DODOD q1 , Doom

qz,DDOOD) qz, |:|l>00|:| (n, DODOD (qz, \:\OOD\:\

245
25-13
25-14
25-15
Kommentare zur Definition
"Man muss also von C in genau einem
Berechnungsschritt zu C’ kommen.
25-16
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25-17

25-18

25-19

2Der Name »Bootstrapping« wird gleich
noch erklart.

3 Dies ist eine knappe Formulierung fiir »M
ist eine logspace-beschrénkte NTM, die A
akzeptiert«

* Beweisrezept »Reduzierbarkeit beweisen«

% Das war schon die gesamte Reduktion

5 Erste Beweisrichtung der Korrektheit der
Reduktion

6 Zweite Beweisrichtung

25 NL-Vollstandigkeit

25.2 NL-Vollstandigkeit

Beweis der Vollstéandigkeit des Erreichbarkeitsproblem.

Beweis der Volistindigkeit. Nach Satz 25-11 ist ReacH € NL.'
Wir beweisen die Schwere von rReacu durch Bootstrapping.” Sei dazu A € NL via M.’
Wir miissen eine Reduktion A gl:,’g REACH konstruieren.” Die Reduktion wandelt die Frage
»Ist x € A?« in die Frage »Ist code(G,s,t) € REacH?« wie folgt um:
— Der Graph G ist im Wesentlichen der Konfigurationsgraph von M bei Eingaben der
Linge |x|.
— Jedoch fiigen wir noch einen Sonderknoten hinzu und Kanten von allen akzeptierenden
Konfigurationen zum Sonderknoten.
— Der Startknoten s ist gerade Cipi¢(x) und ¢ ist der Sonderknoten.’
Ein Beispiel fiir die Maschine von eben und die Eingabe x = 00: Diese Eingabe wiirde von
der Reduktion auf folgenden Graphen abgebildet werden:

(a2 20) i 000 (a0 2000)— (0

D) @l,m@ (@ow00)  (a0owD)

(o) (@ooD) (o)  (@owo)
O

°Sei nun x € A. Dann gibt es eine Berechnung Cipi¢(x) F Cy - - - - = G, die mit einer akzep-
tierenden Konfiguration C,, endet. Dann ist aber Ciyi¢(x) — C; — -+ — C,,, — ¢ ein Pfad im
Graphen G von s nach . Also ist code(G, s,t) € REACH.

°Sei nun code(G, s,t) € ReacH. Dann durchléuft der Pfad von s nach ¢ genau eine Folge von
Konfigurationen, die eine akzeptierende Berechnung von M bei Eingabe x darstellen. Also
giltx € A.

Die Reduktion ist logspace-berechenbar. Dies liegt daran, dass man die Menge der mog-
lichen Konfigurationen fiir ein Eingabewort x in Platz logarithmisch in |x| ausgeben kann,
indem man in einer Schleife alle moglichen Kopfpositionen und Bandinhalte durchgeht.
Weiterhin ist es auch moglich, in logarithmischem Platz zu entscheiden, ob M in einem
Schritt von einer gegebenen Konfiguration C zu einer anderen Konfiguration C’ wechseln
kann. O

t

Beweisrezept: Bootstrapping

Ziel
Beweisen, dass X vollstéindig ist fiir eine Zeit- oder Platzklasse C.

Rezept
Die Methode benutzt man, wenn man noch kein vollstindiges Problem fiir C kennt.
1. Zeige zundchst X € C, typischerweise durch Angabe einer Maschine mit dem korrekten
Zeit- oder Platzverbrauch.
2. Fahre fort mit: »Sei nun A € C beliebig. Sei M eine Maschine, die A in Zeit/Platz XYZ
entscheidet. Wir zeigen, dass dann A g%ﬁg X gilt.«
3. Benutze das Beweisrezept »Reduktionen beweisen«, um die Reduktion zu bauen.

Ein wichtige Folgerung.
Satz
NL C P

Beweis. DaREACH € P via beispielsweise einer Maschine, die eine Breitensuche implemen-
tiert, ist nach dem Représentationslemma, Lemma 24-22, auch ganz NL in P. U

Komment.

"Es bleibt ¢
Problems
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25.2 NL-Vollstandigkeit

25.2.3 Beweisverfahren Il: Reduktionsmethode

Der Nachweis der Vollstandigkeit weiterer Probleme ist leicht.

— Wir haben gesehen, dass REACH vollstindig ist fiir NL.

— Wir haben auch schon gesehen, dass pistTance € NL gilt.

— DaRreacH »sicher nicht leichter« ist als DISTANCE, sollte DISTANCE auch vollstindig sein
fiir NL.

— Dies kann man auch wieder durch Bootstrapping beweisen, das wdre aber sehr um-
standlich.

Folgender Satz zeigt, wie es viel einfacher geht:

Satz
Sei X, vollstindig fiir C und sei Xpey € C. Falls nun Xy g};’g Xneu, S0 ist Xpey ebenfalls
vollstindig fiir C.

Beweis. Nach Voraussetzung ist Xpey € C. Da alle Sprachen in C reduzierbar sind auf X,y
(wegen der Vollstiandigkeit von X)) und da X, auf X, reduzierbar ist, sind (wegen der
Transitivitdt der Reduktion) auch alle Sprachen in C auf X, reduzierbar. O

Beweisrezept: Reduktionsmethode

Ziel
Beweisen, dass X,e, vollstéindig ist fiir eine Klasse C.

Rezept
Die Methode benutzt man, wenn man bereits vollstindige Probleme fiir C kennt.

1. Zeige zundchst Xyey € C, typischerweise durch Angabe einer Maschine mit dem kor-
rekten Zeit- oder Platzverbrauch.

2. Suche ein geeignetes fiir C vollstindiges Problem X, aus.

3. Benutze das Beweisrezept »Reduktionen beweisen«, um Xyt glgg Xheu ZU beweisen.

247
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25-21
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Zusammenfassung dieses Kapitels

25-22 Anwendung der Reduktionsmethode |

p Satz

DISTANCE ist vollstindig fiir NL.
Kommentare zum Beweis

Beweis. Nach Satz 25-11 ist DISTANCE € NL.
Weiter ist REAcH vollstdndig fiir NL und REACH Slmog DISTANCE via der folgenden Reduktion:

" Der Beweis der Korrektheit der Reduktion Bilde (G, s,r) ab auf (G,s,t,n), wobei n die Anzahl der Knoten in G ist.' O
konnte etwas langer ausfallen. . .

25-23 Anwendung der Reduktionsmethode I
» Satz
CONNECTED st vollstdndig fiir NL.

Beweis. In Ubung 23.2 haben wir CONNECTED glﬁg REACH gezeigt. Aufgrund der Abge-
schlossenheit von NL unter Reduktionen folgt auch coNNECTED € NL.

Weiter ist REAcH vollstindig fiir NL und REACH glﬁg connEcTED wie in Ubung 23.1 gezeigt.
O

25.2.4 Ubersicht der Klassenhierarchie

25-24 Einordnung der Ergebnisse dieses Kapitels

PSPACE

REACH,
DISTANCE,
CONNECTED

Zusammenfassung dieses Kapitels

25-25 1. Erreichbarkeitsprobleme fiir gerichtete Graphen sind vollstindig fiir NL.
2. Fiir das »erste« Problem, muss man Vollstindigkeit fiir eine Klasse aufwindig mittels
Bootstrapping beweisen.
3. Danach kann man mittels der Reduktionsmethode viel leichter nachweisen, dass weitere
Probleme auch vollstiandig sind.
4. Deshalb ist es um so leichter, Vollstindigkeit zu zeigen, je mehr vollstindige Probleme
man bereits kennt.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 8.3.
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Kapitel 26

P-Vollstandigkeit

Die Grenzen der Parallelisierbarkeit

Lernziele dieses Kapitels

Inhalte dieses Kapitels

1. Mathematische Definition von Schaltkreisen kennen 26.1 Einleitung )

5. Das Circuit-Value-Problem cvp kennen 26.1.1 P-Vollstindigkeit = gerade so 1osbar . . .

3. Beweis der P-Vollstindigkeit von cvp verstehen 26.1.2 Schaltkreise . . . ............
26.2 P-Vollstandigkeit

Im vorigen Jahrhundert hatte die Parallelverarbeitung bereits grof3e praktische Bedeutung —
aber eben nur im Bereich der doch eher seltenen Supercomputer, die ihrerseits in der Regel
nur fiir sehr spezielle numerische Probleme eingesetzt wurden. Es ergab damals keinen Sinn,
Feld-Wald-und-Wiesen-Software fiir Parallelrechner fit zu machen — es gab einfach keine
auf den Schreibtischen der Kunden. Umgekehrt versuchten Hardware-Hersteller auch nicht,
mehrere Prozessoren in die Computer einzubauen, da diese von Standardsoftware nicht ge-
nutzt wurde. Ein klassisches Henne-Ei-Problem lag vor und die Parallelverarbeitung verfiel
in einen etwas unruhigen Dornroschenschlaf.

Aus diesem Schlaf ist sie irgendwann kurz nach der Jahrtausendwende wachgekiisst worden
— allerdings nicht von einem Prinzen, sondern von Multi-Core-Prozessoren. Heute kann
man beim Entwurf auch eines einfachen Standardprogramms davon ausgehen, dass in der
Regel mehrere Rechenkerne zur Verfiigung stehen werden. Damit dringelt sich sowohl in
der Praxis wie auch in der Theorie ein Problem in den Vordergrund, das bis jetzt doch eher
im Abseits gestanden hat: Wie gut lassen sich Standardprobleme eigentlich parallelisieren?
Mit anderen Worten: Wenn ich 16 Kerne zur Verfiigung habe, kann ich das Problem dann
auch 16 Mal so schnell 16sen?

Die Frage, welche Probleme wie gut parallelisierbar sind, wird in diesem Kapitel nicht be-
antwortet werden — schliellich gibt es eine eigene Vorlesung »Parallelverarbeitung« in der
es um nichts anderes geht. Jedoch kdnnen wir jetzt schon festhalten, dass man parallele
Programme immer in sequentielle Programme umwandeln kann, indem parallelen Anwei-
sungen einfach nacheinander ausgefiihrt werden. Deshalb konnen parallele Programme auf
einem Rechner mit p Kernen hochsten um den Faktor p schneller sein als sequentielle Pro-
gramme. In der Praxis ist p eine kleine Zahl, irgendetwas zwischen 2 und vielleicht 100 —ein
Parallelrechner mit einer Million Kernen ist doch eher die Ausnahme. Dies bedeutet aber,
dass man mit Parallelrechnern »auch nur« Probleme in P effizient wird 16sen konnen. Der
Geschwindigkeitsvorteil, den eine Parallelisierung bringt, wird bei einem Exponentialzeit-
Problem schon durch eine kleine Erh6hung der Eingabegrofie sofort zu Nichte gemacht.

Die Frage, welche Probleme gut parallelisierbar sind, ist also die Frage, welche Problem
in P gut parallelisierbar sind. Wenn man etwas dariiber nachdenkt, so stellt man schnell fest,
dass fast alle Probleme, die einem so spontan einfallen, irgendwie ganz gut parallelisierbar
scheinen. Da darf die Frage erlaubt sein, ob nicht vielleicht einfach alle Probleme in P sich
auf einem Parallelrechner viel schneller 16sen lassen? Die Beantwortung einer solchen Frage

26.2.1 Definition: CVP . . ... ... ... ..
26.2.2 Satz: CVP ist P-vollstindig . . ... ..
26.2.3 Ubersicht der Klassenhierarchie . . . . .
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26 P-Vollstandigkeit
26.1 Einleitung

scheint wieder nicht ganz einfach, da es ja doch recht viele und noch dazu sehr unterschied-
liche Probleme in der Klasse P gibt.

An dieser Stelle kommt nun der Titel dieses Kapitels ins Spiel: Statt uns mit unendlich vielen
komischen Problemen herumzuschlagen, konnten wir uns auf die Parallelisierbarkeit nur
eines Problems konzentrieren, wenn wir ein vollstindiges Problem fiir P finden. Ein solches
Problem gibt es: Das Circuit-Value-Problem, welches im Folgenden eingehend vorgestellt
wird.

Was weill man nun iiber die Parallelisierbarkeit des Circuit-Value-Problems? Trotz jahre-
langer Forschung ist es leider weder gelungen zu zeigen, dass sich dieses Problem gut par-
allelisieren ldsst (und damit auch alle anderen Problem in P aufgrund der Vollstidndigkeit),
noch dass es sich nicht gut parallelisieren ldsst. Nach der P-NP-Frage, der ja das gesamte Ka-
pitel 28 gewidmet ist, ist die Frage, wie gut sich das Circuit-Value-Problem parallelisieren
lasst, wohl die zweitwichtigste Frage der Theoretischen Informatik.

26.1 Einleitung
26.1.1 P-Vollstandigkeit = gerade so l6sbar

Welche Probleme in P sind leicht, welche sind schwierig?
Viele Probleme in P liegen auch in NL:

Grundrechenarten

Sortieren

Suchen

Auswerten von arithmetischen Ausdriicken
Erreichbarkeit, Distanz, Zusammenhang

All diesen Problemen ist gemein, dass sie sich gut parallelisieren lassen.

Leitfrage
Gibt es vollstdndige Probleme in P?
Dies wiren Probleme, die »am ehesten« nicht parallelisierbar sind.

26.1.2 Schaltkreise

Zwei Schaltkreise.
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Die mathematische Definition eines Schaltkreises.

Definition: Schaltkreis
Ein Schaltkreis ist ein gerichteter azyklischer Graph mit folgenden Eigenschaften:

— Die Knoten des Graphen nennt man Gatter.
— Die Kanten des Graphen nennt man Drdihte.
— Jedes Gatter hat einen der folgenden Gattertypen:

— Eingabegatter haben Eingrad 0.

— Ausgabegatter haben Ausgrad 0 und Eingrad 1.
Konstante Gatter haben Eingrad 0.
Negationsgatter haben Eingrad 1.

Und-Gatter haben beliebigen Grad.
Oder-Gatter haben beliebigen Grad.
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26.2 P-Vollstandigkeit

— Die Eingabegatter benennen wir x; bis x;,.
— Die Ausgabegatter benennen wir y; bis yy,.

Es gibt keine feste Notation fiir Schaltkreise, sie ist Geschmackssache.
Wie eine Berechnung mittels eines Schaltkreises funktioniert.

— Wir wollen Schaltkreise natiirlich benutzen, um Eingaben in Ausgaben umzuformen.

— Dazu legt man die Eingabe an den Eingdngen an und schaut, wie die Berechnung vor-
angeht.

— Jedes Gatter kann erst dann beginnen zu arbeiten, wenn alle seine (lokalen) Eingénge
einen Wert vorweisen.

Definition: Berechnete Funktion
Sei C ein Schaltkreis mit n» Eingiingen und m Ausgidngen. Dann berechnet C eine Funktion
Jfo: {0,1}" = {0,1}" wie folgt:

— Seien b; bis b, Bits.
— Wir definieren rekursiv den Wert eines Gatter als
— b, fiir Eingabegatter x;;
— den Wert des Vorgingers fiir Ausgabegatter;
— | fiir konstante i-Gatter;
— 1 —v fiir Negationsgatter, wenn v der Wert des Vorgingers ist;
— das Maximum aller Vorgédngergatter fiir Oder-Gatter und
das Minimum aller Vorgéngergatter fiir Und-Gatter.

— Sind vy bis v, dann die Werte der Ausgabegatter, so ist fo(by...b,) =V ... V.
Beispiel eines Schaltkreises

Belsplel Ein Schaltkreis, der die XOR-Funktion berechnet.

I—*l\
A

26.2 P-Vollstandigkeit
26.2.1 Definition: CVP

Eine scheinbar eher harmloses Problem.

Definition: Circuit-Value-Problem, CVP
Die Sprache cvp enthilt die Codes aller Schaltkreise C mit folgenden Eigenschaften:

— C hat keine Eingabegatter (aber gerne konstante 0- und 1-Gatter),
— C hat genau ein Ausgabegatter,
— wertet man C aus, so ist das Resultat an diesem Ausgabegatter gerade 1.

Beispiel
Der Code des folgenden Schaltkreises ist ein Element von cvp:
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26.2 P-Vollstandigkeit

26.2.2 Satz: CVP ist P-vollstandig

26-10 Das Hauptresultat.

» Satz
cvp ist P-vollstindig.

Beweisideen

— Da wir noch keine P-vollstandigen Problem kennen, miissen wir das Rezept »Bootstrap-
ping« anwenden.

— Wir zeigen also zuerst, dass cve € P gilt.

— Dann zeigen wir fiir jede Sprache A € P, dass wir die Frage »Ist x € A7« mittels einer
geeigneten Reduktion in die Frage »Ist code(C) € cvep?« umwandeln konnen.

— Die Idee hinter dem Schaltkreis C ist, dass er in Schichten die Berechnung einer Turing-
Maschine nachvollzieht.

26-11 CVPistinP.

P Lemma: Erster Beweisteil
cvp € P.

& Zur Ubung
Skizzieren Sie einen Algorithmus, der cvp in polynomieller Zeit 16st.

26-12 Reduktion beliebiger Probleme aus P.

» Lemma: Zweiter Beweisteil
Sei A € P ein beliebiges Problem. Dann gilt A g}ﬁg CVP.

Beweisideen

Im Folgenden sollen folgende Punkte angesprochen werden:

. Vorbereitungen (Einfiihren von Namen, Vereinfachungen)
. Aufbau des Schaltkreises

. Aufbau der Boxen im Schaltkreis

. Eigenschaften des Schaltkreises

. Wie schwierig ist es, den Schaltkreis zu konstruieren?

v A W N =

26-13 Setting the Stage: Die im Folgenden verwendeten Namen.
Wir legen zunéchst einige wichtige Bezeichner fest:
A Die Sprache in P, die wir auf cvp reduzieren wollen.
M Eine Polynomialzeitmaschine, die A entscheidet.
p Ein Polynom, das die Laufzeit von M beschrinkt.
x Eine Eingabe, fiir die die Reduktionsfunktion die Frage »Ist x € A?« in die Frage
»Ist code(C) € cvp?« umwandeln soll.
n Die Linge von x, also n = |x|.
C Der Schaltkreis, der von der Reduktion berechnet wird und der genau dann zu

1 auswerten soll, wenn x € A — was wiederum genau dann der Fall ist, wenn M
das Wort x akzeptiert.

26-14 Von der Maschine zum Schaltkreises.
Wir beginnen mit ein paar Vereinfachungen:
— Die Maschine M habe nur ein Band.
— Das Band der Maschine M sei einseitig beschrdnkt.
— Es gibt genau eine akzeptierende Endkonfiguration.
— Bei dieser Endkonfiguration ist der Kopf am Anfang.

&, Zur Diskussion
Wie kann man jeweils Maschinen, die eine der obigen Eigenschaften nicht haben, umwan-
deln, so dass die Eigenschaften erfiillt werden?
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26.2 P-Vollstandigkeit

Grober Aufbau des Schaltkreises.
Wir bauen den Schaltkreis C wie folgt:
— Er besteht aus p(n) Schichten.
— An den Ausgabegattern der k-ten Schicht liegt kodiert die k-te Bandkonfiguration an.
— An den Eingabegattern der k-ten Schicht liegt kodiert die (k — 1)-te Bandkonfiguration
an.
Die Kodierung einer Bandkonfiguration funktioniert wie folgt:

— Um eine Bandzelle zu kodieren, benutzen wir mehrere Leitungen.

— Ist das Bandalphabet I, so kénnen in einer Zelle |I'| verschiedene Symbole stehen; wir
benutzen deshalb log |I'| Leitungen zur Kodierung des Zelleninhalts.

— Zusitzlich benutzt man noch pro Zelle eine Leitung, um zu signalisieren, ob der Kopf
dort ist.

— SchlieBlich benutzen wir noch log |Q| Leitungen, um den aktuellen Zustand der Turing-
maschine zu kodieren.

Eine Beispielsituation.

Die Symbole des Bandalphabets I' = {a,b,0} werden kodiert durch 00, 01, 10.

Es gibt vier Zustinde {qo,q1,¢2,¢3}, kodiert durch 00, 01, 10 und 11.

Der initiale Bandinhalt ist ab[J[], der initiale Zustand ist g; und der Kopf ist initial auf
erstem Zeichen (dem a).

Nach einem Schritt ist der Bandinhalt b6, der Zustand ist g, und der Kopf auf dem
zweiten Zeichen.

Nach zwei Schritten ist der Bandinhalt ball[], der Zustand ist g und der Kopf auf dem
dritten Zeichen.

Nach p(n) — 1 Schritten ist der Bandinhalt aaal], der Zustand ist g3 und der Kopf auf
dem ersten Zeichen.

Akzeptierender Zustand ist genau g3.

Visualisierung der Schichtenstruktur des Schaltkreises.
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Was leistet der Schaltkreis?

Betrachtet man die Leitungen, die in die erste Schicht hineinfiihren, so kodieren sie
genau die Anfangskonfiguration.

Betrachtet man die Leitungen, die in die zweite Schicht hineinfiihren, so kodieren sie
genau den Bandinhalt nach einem Schritt.

Betrachtet man die Leitungen, die in die dritte Schritt hineinfiihren, so kodieren sie
genau den Bandinhalt nach zwei Schritten.

Betrachtet man die Leitungen, die in die p(n)-fe Schritt hineinfiihren, so kodieren sie
genau den Bandinhalt der Endkonfiguration.

Schaltet man also noch einen winzigen Schaltkreis nach, der iiberpriift, ob diese End-
konfiguration akzeptierend ist, so leistet der Schaltkreis das Gewiinschte:

Er wertet zu 1 aus genau dann, wenn die Maschine die Eingabe akzeptiert.
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26.2 P-Vollstandigkeit

Was in den Schicht-Verkniipfungs-Schaltkreisen passiert.
— Wir wollen einen (flachen) Schaltkreis angeben, der Schicht i mit Schicht i+ 1 verkniipft.
— Dieser Schaltkreis besteht aus p(n) vielen Boxen.
— Jede Box kiimmert sich darum, den Bandinhalt einer bestimmten Zelle z zu berechnen.
— Dazu muss sie lediglich die Inhalte der Zelle z in der vorherigen Schicht kennen, sowie
die Inhalte der Zelle links und rechts davon.

Aufbau eines Schicht-Verknipfungs-Schaltkreises.
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Wie schwierig ist der Schaltkreis zu bauen?
Was wir erreicht haben:
— Zu jeder beliebigen Eingabe x kdnnen wir einen Schaltkreis konstruieren, der genau
dann zu 1 auswertet, wenn M das Wort x akzeptiert.
Was fehlt:
— Wie schwierig ist es, den Schaltkreis zu konstruieren?
Antwort hierauf:
— Dies ist einfach, da alle Boxen identisch sind.
— Der Schaltkreis besteht im Wesentlichen aus p(n)? Boxen, die in einfacher Weise ver-
drahtet sind.
— Es ist leicht, in logarithmischem Platz in einer Schleife p(n)> Boxen (fester GroBe!)
auszugeben.
— Die Verdrahtung ist etwas fummeliger, aber auch nicht schwierig.

26.2.3 Ubersicht der Klassenhierarchie

Einordnung der Ergebnisse dieses Kapitels

.
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Zusammenfassung dieses Kapitels

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Mathematisch ist ein Schaltkreis ein gerichteter azyklischer Graph mit verschiedenen 26-23
Gattertypen.
2. Die Sprache cvp enthilt alle Codes von Schaltkreisen ohne Eingabegatter, die zu 1
auswerten.
3. P-vollstindige Probleme sind die schwierigsten Probleme in P und Kandidaten fiir Pro-
bleme, die weder in NL liegen noch sich gut parallelisieren lassen.
4. Das Circuit-Value-Problem ist P-vollstindig.
5. Im Beweis konstruiert man einen Schaltkreis, der die Berechnung einer Turing-Maschine
nachvollzieht.
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Ist es moralisch verwerflich, zu betriigen? Betrug wird im Strafrecht als ein doch eher schwe-
res Delikt angesehen und gegebenenfalls hart bestraft. Mensch sollten nicht betriigen. Bei
Maschinen ist die Sachlage komplexer: Es ist nicht unmoralisch, wenn Maschinen sich ein
wenig »helfen« lassen — es fiihrt nur zu Berechnungsmodellen, die uns in der Praxis nicht
viel niitzen. Jeder moge nun fiir sich selbst entscheiden, was schlimmer ist (dies ist natiirlich
eine moralische Frage).

Wie konnen Maschinen nun schummeln? Ein besonders raffiniertes Verfahren ist die Be-
nutzung von »nichtdeterministischen Hinweisen«. Die Situation ist Zhnlich wie bei einem
Studenten, der eine Klausur schreibt und dem kleine Zettelchen zugeflogen kommen, auf de-
nen Dinge stehen wie »addiere erst die dritte und vierte Zahl« oder »schaue auf Seite 256 im
Skript nach, da steht die Losung«. Das Problem ist nur, dass diese Hinweise nicht sonderlich
verlisslich sind: Es kann sein (nichts genaues weifl man nicht), dass der omindse Zettelpro-
duzent dummerweise eine andere Klausur schreibt. Dann laufen die Hinweise natiirlich ins
Leere. In diesem Fall muss die schummelnde Maschine in der Lage sein zu erkennen, dass
hier etwas nicht mit rechten Dingen zugeht: Formal soll sie (schnell) die korrekte Klausur-
antwort produzieren bei geeigneten Hinweisen; hingegen soll sie (schnell) verwerfen, wenn
die Hinweise sie nicht zur korrekten Losung fiihren werden.

Solche nichtdeterministischen Hinweis sind etwas zwielichtig, schwer zu definieren und
schwer zu motivieren. Trotzdem bendtigen wir sie, um die wohl wichtigste und bestunter-
suchte Klasse der Komplexititstheorie zu definieren: NP. Von dieser Klasse haben selbst
Nichtinformatiker oft schon im Rahmen des P-NP-Problems gehdrt. Bei diesem Problem
geht es letztendlich um die Frage, ob man jede Berechnung mit Schummelei in eine genau-
so effiziente Berechnung ohne Schummeln umwandeln kann.

Lug und Betrug bei Berechnungen kann man {ibrigens auch noch doller treiben (was wir in
dieser Vorlesung aber nicht machen werden, dies ist dem Master-Studium vorbehalten, wo
Sie auch moralisch hoffentlich schon gefestigter sind): Statt nur rétselhafte und in der Regel
falsche Hinweise zu bekommen fiir eine Berechnung, kann man auch gleich ein mdchti-
ges Orakel fragen. Solche Orakel kann die Maschine beliebig oft befragen, ob verschiedene
Worte Element einer bestimmten Sprache sind — und das beste ist, dass die Frage nichts
kosten. Offenbar werden viele Problem sehr einfach zu beantworten, wann man ein méachti-
ges Orakel befragen darf: So ist das Problem sat nun wirklich leicht zu entscheiden, wenn
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man ein »saT-Orakel« befragen darf. Wenn man aber etwas dariiber nachdenkt, so stellt man
schnell fest, dass bestimmte Probleme selbst dann noch schwer sind, wenn man ein Orakel
befragen darf. So ist es ein wichtiges offenes Problem, ob man beispielsweise einen effizi-
enten Algorithmus fiir das Brettspiel »Go« programmieren kann, wenn man ein sat-Orakel
zur Verfiigung hat.

27.1 Die Klasse NP

27.1.1 Ressourceverbrauch von NTMs

Wiederholung: Zeit- und Platzbeschrankte NTMs.

Definition: Zeit- und Platzverbrauch einer NTMs (Wiederholung von 25-7)
Sei M eine NT™M mit einem Read-Only-Eingabeband. Wir definieren s)s,2y: £* — NU{oo}
durch

ty(x) = Maximale Léange einer Berechnung von M bei Eingabe x,

sy (x) = Maximaler Platzverbrauch einer Berechnung von M bei Eingabe x.

Wie immer zihlt das Eingabeband beim Platzverbrauch nicht mit.
Die Funktionen Ty, Sy : N — N sind genauso wie im deterministischen Fall definiert (also
jeweils der maximale Zeit-/Platzverbrauch bei Worten einer bestimmten Linge).

27.1.2 Definition der Klasse NP

Die Klasse zentrale Klasse der Komplexitdtstheorie: NP

Definition: Die Klasse NP
Die Klasse NP enthilt alle Sprachen A, fiir die es eine NTM M gibt, so dass:

1. M akzeptiert A,
2. Ty € O(nPM).!

Bemerkungen:

— Offenbar gilt P C NP.
— Ob auch P C NP gilt, ist das beriihmte »P-NP-Problem«.
Der »informed guess« lautet »eher ja«.

27.1.3 Beispiele von Sprachen in NP

Welche Sprachen sind in NP?

— Sehr viele Sprachen, insbesondere auch viele Sprachen aus praktischen Anwendungen
liegen in NP.

— Im néchsten Kapitel wird noch etwas vertieft, welche Art von Sprachen genau in NP
liegen.

Beispiele: Einige wichtige Sprachen in NP

— SAT

— CLIQUE

— INDEPENDENT-SET

— GRAPH-IsOMORPHIsM: die Eingabe sind zwei Graphen, die Frage ist, ob diese Graphen
isomorph sind (= ob sie nur unterschiedlich »gezeichnet« wurden).

— TRAVELLING-SALESPERSON (TsP): die Eingabe ist ein Graph mit »Kosten« an jeder Kante
und ein »Budget«, die Frage ist, ob man eine Rundreise findet, so dass die Gesamtkosten
das Budget einhalten.

1

Kommentare zur Definition

»n?Y« bedeutet so viel wie »irgendein
Polynom«
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Kommentare zum Beweis

! Zur Erinnerung: Dies bedeutet, dass es fiir
Jjede mégliche Belegung [ eine Berechnung
gibt.
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27.1 Die Klasse NP

Beispielbeweise dafiir, dass die Sprachen in NP liegen.

Lemma
SAT € NP.

Beweis. Wir miissen eine polynomiell zeitbeschrinkte NT™ konstruieren, die bei Eingabe
¢ Folgendes leistet:

— Falls @ erfiillbar ist, so muss sie wenigstens einen akzeptierenden Pfad besitzen.
— Falls ¢ hingegeben eine Kontradiktion ist, so miissen alle Pfade verwerfen.

Die Maschine arbeitet ist zwei Phasen:

1. In der ersten Phase »tit sie nichtdeterministisch« eine Belegung B fiir die Variablen
auf einem Arbeitsband.'

2. In der zweiten Phase tiberpriift sie, ob § = @, ob also ¢ unter der Belebung wahr wird.
Wenn ja, so akzeptiert sie; sonst verwirft sie.

Nun muss man sich noch iiberzeugen, dass die Maschine

1. korrekt arbeitet und
2. alle Berechnungen polynomiell zeitbeschréinkt sind.

Dies sieht man so:

1. Ist die Formel erfiillbar — sagen wir mittels § —, so gibt es eine Berechnung, bei der
genau dieses B auf das Arbeitsband geschrieben wird. Dann wird die Auswertung in
der zweiten Phase aber positiv verlaufen und ¢ wird akzeptiert.

Ist die Formel eine Kontradiktion, so wird die Auswertung in der zweiten Phase immer
zum Verwerfen fiihren.

2. Das »Raten« von 3 dauert nur linear lange in der Liange von f3, es dauert also hoch-
stens so lange wie die Lange der Eingabe. Das Auswerten einer Formel ist danach recht
schnell, auf jeden Fall aber in Zeit O(n?) machbar. O

Funktionsweise der Maschine an einem Beispiel.

Die Maschine ist grob wie folgt aufgebaut:
Phase 1 Phase 2

&/E)/0 C< >©
start —( 40 —

. /

Zwei typische Berechnungen der Maschine

Erste Berechnung - Anfang Erste Berechnung -- Nach Phase 1

Eingabeband (nur lesen) Eingabeband (nur lesen)

(PA=P)Vq (PA=P)Vq

Geratene-Belegung-Band Geratene-Belegung-Band
00

Auswertungsband Auswertungsband
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Erste Berechnung -- Nach Phase 2
Eingabeband (nur lesen)
(PA-P)Vq

Geratene-Belegung-Band
00

Auswertungsband

no

Zweite Berechnung -- Anfang Zweite Berechnung -- Nach Phase 1
Eingabeband (nur lesen) Eingabeband (nur lesen)

(pA-P)Vg (pA-P)Vq

Geratene-Belegung-Band Geratene-Belegung-Band
01

Auswertungsband Auswertungsband

Zweite Berechnung -- Nach Phase 2
Eingabeband (nur lesen)
(PA-P)Vgq

Geratene-Belegung-Band
01

Auswertungsband

yes

Kurzbeweise dafiir, dass eine Sprache in NP liegen. 27-10

» Lemma
CLIQUE € NP.

Beweis. Eine nT™ fiir cLIQUE arbeitet bei Eingabe eines Graphen G = (V, E) und einer Zahl
k wie folgt:

1. In einer ersten Phase rit sie nichtdeterministisch eine Knotenmenge C C V.
2. In einer zweiten Phase iiberpriift sie, ob C eine Clique in G ist und ob |C| > k. Ist dies
der Fall, so akzeptiert sie; sonst verwirft sie.

Die Maschine ist offenbar korrekt und arbeitet in polynomieller Zeit. O

Genauso zeigt man die Zugehorigkeit der anderen Sprachen zu NP.
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27.2 NP-Vollstandigkeit

27.2 NP-Vollstandigkeit
27.2.1 Erfullbarkeitsprobleme

Klassische Erfullbarkeitsprobleme: sar. . .

Definition: Die Sprache sat -- die ganz formale Definition
Die Sprache sat C Z/*\ussagenlogik enthilt alle erfiillbaren aussagenlogischen Formeln.

Beispiel

- (pVq) € sar,
= (PA=P)V(gN—q) ¢ sar.

Bemerkungen:

— Wir wissen schon, dass sat mit der Wahrheitstafelmethode entscheidbar ist in linearem
Platz.
— Die Wahrheitstafel zu erstellen ist aber sehr zeitintensiv.

Klassische Erfiillbarkeitsprobleme:. . . and friends.

Definition: Die Sprachen k-sat
Sei k > 1 fest. Die Sprache k-sat ist eine Teilmenge von saT. Sie enthilt alle Formeln ¢, die

1. erfiillbar sind und
2. in konjunktiver Normalform sind und
3. in der jede Klausel genau k Literale enthilt.

Bemerkungen:

— Intuitiv solle k-saT um so einfacher sein, je kleiner & ist — es gibt dann weniger Mog-
lichkeiten, wie die Klauseln belegt werden konnen.

— Tatséchlich ist 1-sat wirklich ganz einfach (1-sat € L), da alle erlaubten Eingaben ein-
fach groB3e Und-Blocke sind.

— Die Sprache 2-sart ist ebenfalls einfach, sie ist namlich vollstindig fiir NL und somit
insbesondere in P.

— Wir zeigen aber gleich, dass ab 3-sart alle Probleme gleich schwierig sind.

Das Erflllbarkeitsproblem fiir Schaltkreise.
Analog zu Formeln kann man auch ein Erfiillbarkeitsproblem fiir Schaltkreise definieren:

Definition: cIRCUIT-SAT
Die Sprache circuit-saT enthilt alle (Codes von) Schaltkreisen C, so dass

1. C hat genau ein Ausgabegatter und
2. es gibt eine Belegung fiir die Eingabegatter,
3. sodass C zu 1 auswertet.

Beispiel
Der Code des folgenden Schaltkreises ist ein Element von CIRCUIT-SAT:
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27.2.2 Bootstrapping fiir ein erstes Problem

NP hat ein vollstandiges Problem.

» Satz
CIRCUIT-SAT ist vollstindig fiir NP.

Beweisplan

— Zunichst zeigen wir CIRCUIT-SAT € NP, was ganz einfach ist.

— Da wir noch keine vollstindigen Probleme fiir NP kennen, miissen wir Bootstrapping
anwenden.

— Der Beweis wird sehr dhnlich zu dem Beweis sein, dass cvp vollstindig ist fiir P.

CIRCUIT-SAT ist in NP.

P Lemma: Erster Beweisteil
CIRCUIT-SAT € NP.

@, Zur Ubung
Skizzieren Sie einen Algorithmus.
Tipp: Dies geht ganz analog zum Algorithmus fiir sat von Lemma 27-7.

Reduktion beliebiger Probleme aus NP.

P> Lemma: Zweiter Beweisteil
Sei A € NP ein beliebiges Problem. Dann gilt A g}ﬁg CIRCUIT-SAT.

Beweis. Die Grundideen:

— Wir wollen ganz dhnlich wie beim Beweis verfahren, dass cvp vollstindig ist fiir P.
Wir benutzen auch dieselben Notationen. (Also M fiir die Maschine, die A akzeptiert;
p als Laufzeitschranke fiir M; x fiir die Eingabe; n fiir die Lange von x.)

— Neu ist natiirlich, dass wir die nichtdeterministischen Entscheidungen der Maschine be-
riicksichtigen miissen.

Zur Umsetzung der Grundideen:

— Wie beim Beweis, dass cvp vollstindig ist fiir P, diirfen wir annehmen, dass »M viele
schone Eigenschaften hat« wie nur ein Band und nur eine akzeptierende Endkonfigu-
ration.

— Zusdtzlich diirfen wir auch annehmen, dass es fiir es nur »bindre « nichtdeterministische
Entscheidungen gibt: Pro Zustand darf es immer hochstens zwei Moglichkeiten geben,
wie es weiter geht.

(Anderenfalls kann man dies durch Einfiigen von zusitzlichen Zustinden erzwingen.)

— Fiir eine Eingabe x baut man nun denselben Schaltkreis wie im Beweis fiir cvp, jedoch
fiigt man fiir jede Schicht noch ein Eingabegatter hinzu, dessen Belegung angibt, wie
die nichtdeterministische Entscheidung ausfillt.
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Zur Korrektheit der Konstruktion:

— Falls M das Wort x akzeptiert, so gibt es eine akzeptierende Berechnung Ciyi(x) F - -+
Cy. In jedem Schritt dieser Berechnung ist »eine nichtdeterministische Entscheidung«
gefallen. Dann gibt es eine Belegung der Eingabegatter, so dass der Schaltkreis zu 1
auswertet: Diese Belegung ist gerade durch diese Folge an »Entscheidungen« gegeben.

— Falls umgekehrt C zu 1 auswertet, so gibt die Belegung der Eingabegatter gerade an,
wie die Berechnung der Maschine M ausfallen muss, damit x akzeptiert wird.

Dass die Reduktion in logarithmischen Platz mdglich ist, zeigt man genauso wie im Beweis,
dass cvp vollstdndig ist fiir P. O

27.2.3 Der Satz von Cook

Vom Schaltkreis zur Formel.

Satz
3-SAT ist vollstindig fiir NP.

Beweis. Wir benutzen die Reduktionsmethode.

— Dazu miissen wir zunichst zeigen, dass 3-saT € NP gilt, was aber genauso wie bei SAT
funktioniert (Lemma 27-7).

— Nun miissen wir noch zeigen, dass ciIrRcuIT-sAT (die »alte« Sprache) sich auf 3-saT (die
»neue« Sprache) reduzieren lésst.

Was nicht funktioniert, ist, den Schaltkreis rekursiv in eine Formel »aufzudroseln«, da diese
Formel exponentiell grof3 werden konnte.

Stattdessen miissen wir einen kleinen Trick anwenden.

Fiir die Reduktion sei C ein Schaltkreis, der als Eingabe gegeben ist. Unser Ziel ist es, die
Frage »Ist C € circurT-sat?« umzuwandeln in die Frage »Ist ¢ € 3-sat?«.

Dies geschieht in zwei Schritten:

1. Wir wandeln zunédchst C so um, dass alle Gatter einen maximalen Fan-in von zwei
haben. Dazu werden Und- und Oder-Gatter von zu hohem Eingangsgrad durch mehrere
kleine Gatter vom richtigen Grad ersetzt:

- .

>

4

2. Die Idee hinter der gesuchten Formel ¢ lautet wie folgt:

— Fiir jedes Eingabegatter gibt es eine Variable x;.
— Fiir jeden Draht des Schaltkreises fiihren wir eine Draht-Variable v; ein.
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— Unser Ziel ist, dass erfiillende Belegungen der Formel genau erfiillenden Auswer-
tungen des Schaltkreises entsprechen.

— Dazu enthilt unsere Formel Klauseln, die jeweils angeben, dass beispielsweise am
Ausgabe-Draht eines Und-Gatters genau dann Strom anliegen darf, wenn beide
Eingabe-Drihte Strom hatten.

Im Einzelnen funktionieren die Umwandlungen wie folgt:

Gatter »Klauseln« in der Formel

4 Ve x;

o— -

v

_v> v (es soll ja 1 herauskommen)
L= ve -u

uj

T3V v& (u1 Vuz)

uz

u
) v (g Aup)
uy

Ein Beispiel hierzu:
Aus

Vi Vs
=
V7
12
Ui

%) Vg
R
V6

wird die Formel

V3

(V] X 1)

A (v2 4> x1)

Av3

Avy

AN (V5 i ﬁvl)

A (vg > —v3)

A7 < (vsAvg))

A(vg <> (v2Ave))

A\ (V9 ~ (V7 \/Vg))

Avg
Die »Klauseln« in der Formel enthalten nun schon die richtige Anzahl an Variablen,
sind aber noch keine 3-sat-Klauseln.
Gliicklicherweise konnen wir sie mit den Methoden aus »Logik fiir Informatiker« leicht
in dquivalente Formeln in konjunktiver Normalform umwandeln.
Beispielsweise gilt

ver (up Aug) = (Vv —up Vo) A(vV o Vug)A
(vVu Vo) A(—vVug V).
So viel zur Konstruktion der Reduktion. Die Korrektheit sieht man wie folgt:

1. Gibt es einen Belegung der Eingabegatter von C, so dass C zu 1 auswertet, so gibt es
auch eine Belegung der Variablen von @, so dass ¢ wahr wird: Man belegt alle Variablen
gerade mit den Werten, die die Drihte bei der Auswertung des Schaltkreises erhalten.

2. Gibt es eine erfiillende Belegung von ¢, so liefert diese gerade eine Belegung aller
Drihte von C, die einer korrekten Auswertung entsprechen.

Dass die Reduktion in logarithmischem Platz berechenbar ist, liegt daran, dass beide Schritte
einzeln recht logspace-berechenbar sind und die Reduktion transitiv ist. O
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Zusammenfassung dieses Kapitels

2718 Der Satz von Cook.
» Folgerung
SAT ist vollstindig fiir NP.

Beweis. Wir benutzen die Reduktionsmethode. Wir haben schon gezeigt, dass saT € NP gilt
(Lemma 27-7) und dass 3-saT <.¢ sat (Beispiel 24-14). O

27.2.4 Ubersicht der Klassenhierarchie

27-19 Einordnung der Ergebnisse dieses Kapitels
RE

REC

EXP

PSPACE

NP
P

CIRCUIT-SAT,
3-SAT,
SAT

Zusammenfassung dieses Kapitels

27-20 1. Die Klasse NP enthilt alle Sprachen, die nichtdeterministisch in polynomieller Zeit ak-
zeptiert werden konnen.
2. Viele wichtige Probleme wie CLIQUE, SAT, GRAPH-ISOMORPHISM oder TsP liegen in diese
Klasse.
3. Der Satz von Cook besagt, dass sat vollstindig ist fiir NP.
4. Der Beweis zeigt, dass sogar 3-saT vollstindig ist fiir NP.

Zum Weiterlesen

[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 9.2.
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Kapitel 28

Das P-NP-Problem

Warum ein schneller Algorithmus fur SAT eine Million wert ist
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Find the Longest Path
by Dan Barrett
(Original The Longest Time by Billy Joel)

Oh, oh, oh, oh,

find the longest path.
Oh, oh, oh,

find the longest path.

If you said P is NP tonight,

there would still be papers left to write.

I have a weakness:

I’m addicted to completeness

and I keep searching for the longest path.

The algorithm I would like to see
is of polynomial degree.

But it’s elusive,

nobody has found conclusive

evidence that we can find the longest path.

I have been hard

working for so long.

I swear it’s right,

and he marks it wrong.

Somehow I'll feel sorry when it’s done:
GPA 2.1

is more than I hope for.
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find the longest path.
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find the longest path.
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find the longest path. ..
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Kommentare zum Beweis
! Rezept »Zwei Richtungen«

2Die »zwei Phasen« kennen wir schon.

3 »einfach« = »in polynomieller Zeit«

28 Das P-NP-Problem
28.1 Die Welt der NP-vollstandigen Probleme

28.1 Die Welt der NP-vollstandigen Probleme
28.1.1 Eine andere Sicht auf NP

Zur allgemeinen Struktur von Problemen.
Viele Entscheidungsprobleme sind wie folgt aufgebaut:

— Die Eingabe ist eine Instanz.

— Fiir diese Eingabe suchen wir eine »L.osung«.

— Wenn eine solche Losung existiert, so ist die Eingabe ein Element der Sprache; sonst
halt nicht.

Beispiele

Fiir pkp (Postsches Korrespondenzproblem) sind Losungen Korrespondenzen.
Fiir saT sind Losungen erfiillende Belegungen.

Fiir cL1QUE sind Losungen Cliquen hinreichender Grofse.

Fiir ReacH sind Losungen Wege von s nach t.

Eine formale Definition der Idee der »Losung«.

Definition: Sprachen mit leicht Uberprifbaren Lésungen
Eine Sprache A hat leicht iiberpriifbare Losungen, wenn
1. es eine Losungsrelation § C X* x ¥* gibt, so dass
— fiir alle x € A eine Losung y € X* existiert mit (x,y) € S und
— fiir alle x ¢ A und fiir alle y € ©* gilt (x,y) ¢ S;
2. und die Sprache {u#v | (u,v) € S} in polynomieller Zeit entscheidbar ist.

Was die Definition eigentlich aussagt:

— Fiir Worte in der Sprache muss es immer eine Losung geben.
— Fiir Worte auB3erhalb der Sprache darf es keine Losungen geben.
— Es muss leicht entscheidbar sein, ob eine Losung zu einem Wort passt.

Wie schwierig ist es, Losungen zu finden?
Es gibt unterschiedliche Griinde, weshalb Losungen schwer zu finden sind.

— Losungen konnen unglaublich grof sein.
Beispiel: pkp

— Losungen kdnnen extrem schwer zu finden sein.
Beispiel: saT, CLIQUE

— Losungen konnen jedenfalls nicht einfach zu finden sein.
Beispiel: GRAPH-ISOMORPHISM

Eine alternative Sicht auf NP.

Satz
Eine Sprache A ist genau dann in NP, wenn A leicht tiberpriifbare Losungen hat, deren Lénge
hochstens polynomiell in der Léinge des Wortes ist.

Beweis. 'Wir zeigen zwei Richtungen.'

Sei A € NP via M. Die Losungen fiir ein Wort x sind einfach (die Codes) von allen Be-
rechnungen, auf denen M das Wort x akzeptiert. (Ist x ¢ A, so gibt es entsprechend auch
keine Losungen fiir w.) Da M polynomiell zeitbeschrinkt ist, sind die Losungen auch nur
polynomiell lang. Weiter ist es leicht zu iiberpriifen, ob eine Berechnung »in sich korrekt«
ist.

Fiir die andere Richtung habe A leicht iiberpriifen Losungen polynomieller Lénge. Eine NP-
Maschine M fiir A arbeitet in zwei Phasen:*

1. Rate eine Losung auf einem Arbeitsband.
2. Uberpriife die Losung und akzeptiere, wenn sie stimmt.

Nun gilt tatsichlich, dass M die Sprache akzeptiert: Ist x € A, so gibt es ja eine Losung und
eine geeignete Berechnung untersucht diese auch, befindet sie fiir gut und akzeptiert. Ist
x ¢ A, so gibt es keine Lsung und keine Berechnung akzeptiert.

Alle Berechnung dauern nur polynomiell lang, da ja die erste Phase wie immer schnell geht
und die Uberpriifung einfach ist.’ O



28 Das P-NP-Problem

28.1 Die Welt der NP-vollstandigen Probleme 267
<£ r Beweisrezept: Zugehdérigkeit zu NP 288
Ziel
Beweisen, dass A € NP gilt.
Rezept
1. Man iiberlegt sich, wie eine »L.osung« zu einer Eingabe aussieht.
2. Beginne mit: »Die Losungen zu einer Eingabe x lauten. .. «
3. Erklére, weshalb es genau dann eine Losung zu x gibt, wenn x € A gilt.
4. Erklire, weshalb alle Losungen zu x héchstens Linge |x|°(!) haben.
5. Erklédre, wie man in polynomieller Zeit iiberpriifen kann, ob ein Wort eine Losung zu
einem x ist.
Einzelne oder sogar alle Erkldrungen konnen weglassen werden, wenn sie »offensichtlich«
sind.
Anwendungen des Beweisrezepts 289
» Lemma
SAT € NP.
Beweis. Losungen fiir eine Eingabe ¢ sind die erfiillenden Belegungen von ¢. O
» Lemma
TSP € NP.
Beweis. Losungen fiir eine Eingabe sind Rundreisen, die das Budget einhalten. O
» Lemma
REACH € NP.
Beweis. Losungen fiir eine Eingabe sind Wege von s nach ¢. U
Warum so viele Probleme in NP sind. 28-10
Zentrale Eigenschaft von NP
NP enthilt alle Sprachen, fiir die
— es vielleicht extrem schwer ist, kurze (= polynomiell lange) Losungen zu finden.. .
— ...es aber ganz einfach ist, Losungen zu iiberpriifen.
Diese Eigenschaft sorgt dafiir, dass so viele praktisch bedeutsame Sprachen in NP sind:
— Bei realen Problemen ist sind Losungen in der Regel schwer zu finden. ..
— ...aber man erkennt es leicht, wenn man irgendwie eine gefunden hat.
28.1.2 Wichtige NP-vollstandige Probleme
Was ist alles NP-vollstandig au3er Erfullbarkeitsproblemen? 28-11
— Wir haben bereits gezeigt, dass die »maschinennahe« Sprache ciRcuIT-sat vollstindig
fiir NP ist.
— Es gibt aber auch jede Menge NP-vollstidndige Probleme, »denen man es zundichst nicht
ansieht. «

Beispiel: Beispiele von NP-vollstandigen Problemen

— CLIQUE und INDEPENDENT-SET

VERTEX-COVER = {code(G, k) | man kann k Knoten von G auswihlen, so dass jede Kante

von G wenigstens einen dieser Knoten beriihrt}

— TRAVELLING-SALESPERSON

— HamiLToN = {code(G) | es gibt einen hamiltonischen Pfad in G, also eine Rundreise,
die jeden Knoten genau einmal durchléuft}

— SUBSET-SUM

— LONGEST-PATH = {code(G,k) | es gibt einen Pfad in G, der keinen Knoten zweimal
durchlduft und der Lénge mindestens k hat}
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28 Das P-NP-Problem
28.1 Die Welt der NP-vollstandigen Probleme

Wie man die NP-Vollstandigkeit der Probleme zeigt.

— Man benutzt grundsétzlich die Reduktionsmethode, um die NP-Vollstindigkeit von (neu-
en) Problemen zu beweisen.

— Auf diese Art hat man schon fiir viele hundert Probleme aus ganz unterschiedlichen
Gebieten gezeigt, dass sie NP-vollstindig sind.

— Fiir neue, sehr spezielle Probleme aus der Anwendung ist es deshalb oft leicht, die NP-
Vollstidndigkeit zu beweisen.

Beispiel: Zitat aus einem typischen Paper
Im Paper Influence of Tree Topology Restrictions on the Complexity of Haplotyping with
Missing Data von Elberfeld, Schnoor und Tantau heif3t es:

Theorem 1.1 1DPPieurs< ¢ is NP-complete for every £ > 2.

Proof. We only show hardness. Fix an £ > 2. We present a reduction from the problem MONOTONE NAE3SAT
{0 IDPPleafs<(. - -

Wie man die ersten Reduktionen durchfihrt.
TSP LONGEST-PATH

~

HAMILTON

!

VERTEX-COVER

!

CLIQUE

f

SAT INDEPENDENT-SET SUBSET-SUM

vt

3-SAT
1 A— B = A<EB

CIRCUIT-SAT
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Ein Beispiel einer Reduktion. 28-14
» Satz
INDEPENDENT-SET ist NP-vollstindig.
Kommentare zum Beweis
Beweisskizze. 'Dass INDEPENDENT-SET € NP liegt daran, dass Losungen zu einer Eingabe ' Hier fehit der Hinweis »Wir benutzen die
(G, k) gerade die unabhiingigen Mengen in G der GroBe k sind.” Reduktionsmethodex, da das sowieso
0 . . R R immer so geht.
Fiir die Schwere von INDEPENDENT-SET fiir NP reduzieren wir von 3-sAT.’ 2R R
ezept »Zugehdrigkeit zu NP«
Die Idee hinter der Reduktion: Sei ¢ eine Formel mit /n Klauseln und n Variablen. Die Re- =i copic der Hinweis, dass 5-sar schon
duktion verwandelt die Frage »Ist ¢ € 3-sat?«in die Frage »Ist code(G, m+n) € INDEPENDENT-SETR&P-volistindig bekannt ist. Das »weil
fiir folgenden Graphen G: man abere.
— Fiir jedes mogliche Literal (also jede Variable und ihre Negation) gibt es ein Knoten,
Literalknoten genannt.
— Es gibt eine Kante zwischen dem Knoten einer Variable und dem Knoten ihrer Negati-
on.
— Fiir jede Klausel gibt es
— ein Dreieck in dem Graphen und
— je eine Kante fiir jedes Literal in der Klausel, ndmlich von einer Ecke zum Knoten
des negierten Literals.
Ein Beispiel des Graphen G fiir ¢ = (xViVz) A (XVyVz)A(xVyVZ):
Aus folgenden Beobachtungen schlieBt man nun die Korrektheit der Reduktion:* “Das ist so knapp, dass statt »Beweis« nur
»Beweisskizze« am Anfang steht.
— In jedem Dreieck kann eine unabhingige Menge hochstens einen Knoten enthalten.
— Von jedem Paar an Literalknoten kann eine unabhidngige Menge hochstens einen Kno-
ten enthalten.
— Also hat eine unabhingige Menge hochstens n + m Knoten.
Nun gilt
— Ist die Formel erfiillbar, so liefert eine erfiillende Belegung eine unabhiingige Menge:
Man wiihlt gerade die Literalknoten, die wahr sind, und aus jedem Dreieck auch einen
Knoten, der mit einem wahren Literal beschriftet ist.
— Umgekehrt liefert eine unabhingige Menge durch die Menge der ausgewihlten Literal-
knoten eine erfiillende Belegung. O
28.2 Das P-NP-Problem
28.2.1 Das Problem
Eines der sieben Probleme, auf deren Losungen je eine Million Dollar ausgeschrieben 28-15

sind.

Das P-NP-Problem
Gilt P = NP oder P C NP?

Eine dquivalente Formulierung des Problems
Gilt saT € P oder sat ¢ P?
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28.2.2  Warum man glaubt, dass P ungleich NP ist

Was passieren wiirde, wenn P gleich NP ware.

— Nach dem Reprisentationslemma (Lemma 24-22) gilt: Ist ein NP-volistindiges Problem
in P, so gilt P = NP.

— Wiirde es also fiir eines der vielen hundert NP-vollstindigen Probleme einen schnellen
(=Polynomialzeit) Algorithmus geben, so wiirde es ihn auch fiir alle anderen Probleme
geben.

— Trotz intensiver Suche sowohl von Theoretikern wie von Praktikern hat man noch keinen
solchen Algorithmus gefunden.

— Das deckt sich gut mit der Vermutung, dass P # NP gilt — dann gibt es ndmlich solche
Algorithmen auch nicht.

Man kann dann lange nach ihnen suchen.

28.2.3 Warum das Problem schwer ist

Wieso ist das Problem so schwer?

— Nehmen wir an, es gilt wirklich P # NP.
— Wiese hat das dann noch niemand bewiesen?

Da kann es viele Griinde geben:
1. Es ist eigentlich ganz einfach mit Standardmethoden zu zeigen, alle Theoretiker haben
aber Tomaten auf den Augen.
2. Es ist mit Standardmethoden zu beweisen, aber der Beweis ist tausende Seiten lang —
weshalb ihn noch niemand gefunden hat.
3. Es ist nur mit neuen, heute noch unbekannten Methoden zu beweisen.
4. Esist gar nicht beweisbar (das wire tatsidchlich denkbar, nicht jeder mathematische Satz
ist beweisbar).
Wir konnen heute schon die ersten beiden Moglichkeiten ausschlieen. Die vierte erscheint
sehr unwahrscheinlich.

Warum man mit Standardmethoden nicht weiterkommt.

— Der Befehlsatz unserer Turing-Maschinen und unser Ram-Maschinen war eigentlich
ziemlich egal.

— Insbesondere dndern leichte Abwandlungen des Befehlssatzes nicht, was die Maschinen
konnen.

— Was passiert aber, wenn man den Befehlssatz einer Turing-Maschine radikal verdndert?

Die Idee der Maschinen mit Super-Befehlen
— Wir betrachten nun Maschinen, in deren Befehlssatz bestimmte »Super-Befehle« zuge-
lassen sind.
— Beispielsweise konnte es neben den iiblichen Befehlen wie »Bewege den Kopf nach
links, wenn da ein Blank steht« auch Befehle geben wie
— »Bewege den Kopf nach links, wenn auf dem dritten Band eine Primzahl steht«
oder
— »Wechsel in Zustand gs, wenn der auf dem zweiten Band kodierte Graph einen
Hamiltonschen Pfad besitzt.«

Man kann nun die Klassen P und NP neu definieren relativ zu einem Super-Befehlssatz. Man
erhilt relativierte Klassen.

Drei wichtige Beobachtungen
1. Es stellt sich heraus, dass praktisch alle Resultate und praktisch alle Beweise auch dann
funktionieren, wenn man die ganze Theorie statt mit normalen Turing-Maschinen neu
aufschreibt fiir Turing-Maschinen mit einem festen Super-Befehlssatz.
2. Es gibt einen Super-Befehlsatz, relativ zu dem P = NP gilt.
3. Es gibt einen Super-Befehlsatz, relativ zu dem P # NP gilt.

Dies bedeutet nun Folgendes: Um P # NP zu beweisen, braucht man Beweisverfahren, die
»nicht relativierbar« sind — die also nicht fiir jeden beliebigen Super-Befehlsatz funktionie-
ren.

Man kennt nur sehr wenige solche Verfahren.
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28.3 Ubersicht der Klassenhierarchie

HALTING P
ALWAYS-HALTING

CIRCUIT-SAT
3-SAT

HALTING
ACCEPTANCE SAT
SELF-HALTING CLIQUE
PKP TSP

SUBSET-SUM

GO
CVP

A\

REACH
DISTANCE
CONNECTED
2-SAT
UDISTANCE

{d"b"" |n> 0}
/1] 1/

{a”b” |n20}
/] 111/
{d"b" | nym >0}

[ 1L

Zusammenfassung dieses Kapitels

1. Bei Sprachen in NP gibt es zu jedem Wort in der Sprache eine kurz, effizient tiberpriif-
bare Losung.

2. Das Finden der Losung kann hingegen schwer sein.

3. Das P-NP-Problem ist die Frage, ob P = NP gilt.

4. Dieses Problem ist ungeldst und kann mit Standardverfahren nicht beantwortet werden.

Zum Weiterlesen
[1] R. Reischuk. Unterlagen zum Lehrmodul Theoretische Informatik, Vorlesungsskript,
2008. Kapitel 9, 9.5.
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Anhang

LOosungen

Beispielldsungen zu ausgesuchten Ubungen

Losungzu 3.4

Behauptung
Die Klasse CFL ist unter Verkettung abgeschlossen.

Beweis. Seien L und L, zwei kontextfreie Sprachen. Zu zeigen ist, dass die Verkettung L o L, eben-
falls eine kontextfreie Sprache ist. Da L; und L, kontextfreie Sprachen sind, existieren kontextfreie
Grammatiken G| = (T] ,N1, 81 ,P]) und G, = (Tz,Nz,Sz,Pz) mit L = L(G]) und L, = L(Gz). Wir
konstruieren eine kontextfreie Grammatik G3, fiir die gilt L(G3) = Lj o L,. Im ersten Schritt benne-
nen wir die Nonterminalsymbole in G; und G, geeignet um, so dass Ni, N, und 77 U T, paarweise
disjunkt sind. Darufhin definieren wir die Grammatik G3 = (73,N3,S3, P3) mit N3 = Ny UN, U{S3},
T3 =T1UTs, Py =P UP,U{S; — S15,}. Die Grammatik Gj ist kontextfrei, weil die einzige hinzu-
gekommene Produktionsregel S35 — S15, bei kontextfreien Grammatiken zuléssig ist. Es bleibt noch
zu zeigen, dass L(G3) = L o L.

Fiir die Richtung Lj o Ly C L(G3) sei w € Ly o L,. Dies bedeutet, dass w die Form w = uv hat mit
u € Ly und v € L,. Wir geben eine Ableitungskette fiir w in Gz an. Der erste Schritt der Ableitung
ist §3 =g, S152. Dau € Ly, gilt §; :>Ek;I u. Da die Regeln von G in G3 iibernommen wurden, gilt
auch §15» :>53 uS,. Analog gilt dann auch S, éz;z v und somit uS; éa uv. Insgesamt erhalten wir
83 =G, 182 =, uSy =G, uv = w Damit gilt w € L(G3).

Fiir die Inklusion L(G3) C Lj o L, sei w € L(G3) beliebig. Dies bedeutet, dass in G3 eine Ableitungs-
kette S3 =™ w existiert. Der erste Schritt der Ableitungskette muss dabei S5 = §1.5> gewesen sein. Das
Wort S5, besteht aus zwei Nonterminalen S| und S;. Nun kdnnen wir argumentieren, dass, aufgrund
der erfolgten Umbenennung der Nonterminale, wir ausgehend von S wir nur Ersetzungsregeln aus der
Grammatik G| anwenden kénnen und ausgehend von S, nur Ersetzungregeln aus der Grammatik G,
anwenden konnen. Damit kann das Teilwort u, das sich in der Ableitungskette aus S| erzeugen lisst,
nur aus der Sprache L; kommen und das Teilwort v, das sich in der Ableitungskette aus S, ableiten
lasst, nur aus der Sprahe L, kommen. Dies bedeutet aber, dass das gesamte abgeleitete Wort w = uv
ein Element der Sprache L; o L ist. Damit folgt L(G3) C Lj o L. O

Losung zu 5.1

Behauptung
Zeigen Sie mit Hilfe der Folgerung aus dem Pumping-Lemma, dass folgende Sprache nicht reguldir ist:

L={d" | nist eine Primzahl}

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch die Kontraposition des Pumping-Lemmas. Sei n beliebig.
Dann existiert eine Primzahl m > n+ 2, so dass w = a” ein Element von LN Y2 ist. Sei nun w = xyz
eine beliebige Zerlegung mit [y| > 1 und |xy| < . Fiir das Teilwort w’ = xz folgt, dass |w’| = |w| —|y| =
t mitm—n <t <m— 1. Dann folgt aber fiir das aufgepumpte Wort w' = xo0y' oz = a1 Nun
folgt aber, dass (|y| + 1) -  keine Primzahl ist, da sie den ganzzahligen Teiler ¢ > 2 besitzt und damit
folgt auch w' ¢ L. O
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Lésung zu 18.1

Behauptung

SELE-HALTING ¢ REC.
Kommentare zum Beweis

Beweis. Wir zeigen, dass aus der Entscheidbarkeit von SELF-HALTING die Entscheidbarkeit von HALTING

folgen wiirde — aber wir wissen schon, dass HALTING unentscheidbar ist. Nehmen wir also an, SELF-HALTING

wire entscheidbar via eines Entscheiders Msgir-narming. Dann lédsst sich HALTING via folgendem Ent-

scheider Myarmne entscheiden: ' ' Bis hier Originaltext aus dem Beweisrezept
Bei Eingabe w = code (N )#x konstruiert die Maschine Miaring Zuniichst ein neues Wort w’ wie folgt:” ~ »Unentscheidbarkeit beweisen«

2anr s ) .
W/ _ code(Nx), wobei Ny folgende Maschine ist: Wie immer kommt hier der entscheidende

Trick
— In einer Schleife 16scht sie das Eingabeband (iiberschreibt alle dort befindlichen Zeichen mit
Blanks).
— Dann schreibt sie das Wort x auf das Eingabeband. (Dazu hat sie fiir jedes Zeichen von x einen
Zustand fest einkodiert.)
— Dann fiihrt sie N aus.
Das Wort w’ geht durch eine syntaktische Transformation S aus w hervor:” 3 Das Bild kann man auch weglassen
MHALTING .
nein .
nein
w S ; MSELF-HALTING .
w - ja
ja

Es bleibt zu zeigen, dass Muarming tatsdchlich HALTING entscheidet. Dies sieht man so:

code(N)#x € HALTING
<= N hiilt auf Eingabe x an
<= N, hilt irgendeiner Eingabe an
<= Ny hilt auf Eingabe code(Ny) an

<= code(Ny) € SELF-HALTING

’
< W € HALTING.

Also ist Muarring total und akzeptiert HALTING. O

Losung zu 19.2
Wir beginnen mit einem Programm g, auf das wir dann den Beweis des Rekursionssatzes anwenden
konnen. Laut Aufgabenstellung soll g

— den iibergebenen Programmtext ausdruckt, dabei aber nach jedem Zeichen ein Leerzeichen ein-
fiigt und
— dieses Ausdrucken auch noch so oft wiederholt, wie der erste Parameter angibt.

Dies konnte wie folgt funktionieren:

public static void g (String v, int x) {
for (int i = 0; 1 < x; 1i++)

for (int j = 0; J < v.length(); j++)

System.out.print (v.charAt (j)+"_");

Wendet man an Rekursionssatz auf dieses Programm an, so kommt ein Programm heraus mit folgender
Eigenschaft:

— Es bekommt einen Parameter x.
— Es gibt seinen eigenen Programmtext x Mal aus.
— Nach jedem Zeichen des Programmtextes soll noch ein Leerzeichen eingefiigt sein.

Der erste Schritt im Beweis des Rekursionssatzes war die Konstruktion einer Funktion S. Diese ist in
Java recht einfach zu implementieren:

static String S (String program) {
// Compute escaped version of program:
String program_escaped = program;
program_escaped = program_escaped.replaceAll ("\\\\", "\\N\\\\\\");
program_escaped = program_escaped.replaceAll ("\"", "\\\\\"");
program_escaped = program_escaped.replaceAll ("\n", "\\\\n\"+\n\"");
program_escaped = program_escaped.replaceAll ("\\\\", "\\\\\\\\");
// Get rid of Parameter:

273
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String result = program.replaceFirst ("String_v,_", "");
// Insert fixed setting at begin of main method:
return result.replaceFirst ("x\\)_\\{",
"x) _{\n__String_v_=_\"" + program_escaped +
"\ll,. ll),.

Die komischen »Escapes« sind notig, damit man in Java einem String einen String zuweisen kann, der
Backslashes und Anfithrungszeichen enthilt.

Hier ein Beispiel, wie S arbeitet. Wir rufen S wie folgt auf:

System.out.println (
S("void_g(String_v, _int_x)_{\n" +
" System.out.print (\"foo\");\n" +
"};_4"));

Dies liefert folgende Ausgabe:

void g (int x) {

String v = "void,_g(String, v, _int_x)_{\n"+
" _._System.out.print (\"foo\");\n"+
nyow,

System.out.print ("foo");

Nun kann man die Funktion 4 definieren:

public static void h(String v, int x) {
g(S(v),x);

Diese Funktionen £, g und S bilden zusammen ein Programm P,. Das gewiinschte Programm Py er-
gibt sich nun durch einmalige Anwendung von § hierauf. Dadurch verliert / einen Parameter und es
resultiert folgender Programmtext:

public static void h(int x) {
String v = "__public_static_void_h(String_v,_int_x)_{\n"+
g (S (V) , %) 7 \n"+

" .public_static_void _g(String,v,,int_x) {\n"+

for_ (int i =0; i, < x; i++) _\n"+

.for,_ (int_j _=0;.3,.< v.length(); _j++)\n"+
System.out .print (v.charAt (3) +\"_\");\n"+

//_Compute_escaped, version_of _program:\n"+

String,_program_escaped, = program; \n"+

program_escaped, = program_escaped.replaceAll (\"\\\\ANNAN", SV NANANNNANANNANNNANY) z \n"+
program_escaped, = _program_escaped.replaceAll (\"\\\"\", A\"\\\\\\\AN\\A"\") ; \n"+
program_escaped, = program_escaped.replaceAll (\"\\n\", \"\\ANAANADAAN"H\AN\NN"\") s \n"+
program_escaped, = program_escaped.replaceAll (A" VANAAANNN", NNV G \n"+
//_Get,_rid_of, Parameter:\n"+

String, result_= program.replaceFirst (\"String v, \", _\"\");\n"+

//_Insert fixed_setting, at_begin_of, main_method:\n"+

return_result.replaceFirst (\"x\\\\) _\\\\{\", \n"+

\"x) ,{\\n_ String, v _= \\\"\"_+_program_escaped + \"\\\";\");\n"+

g(S(v),x);
}

public static void g(String v, int x) {
for (int i = 0; i < x; i++4)
for (int j = 0; j < v.length(); j++)
System.out.print (v.charAt (3)+"_");
}

static String S (String program) {
// Compute escaped version of program:
String program_escaped = program;
program_escaped program_escaped.replaceAll ("\\\\", "\\\\\\\\");

program_escaped = program_escaped.replaceAll ("\"", "\\\\\"");
program_escaped = program_escaped.replaceAll ("\n", "\\\\n\"+\n\"");
program_escaped = program_escaped.replaceAll ("\\\\", "\\\\\\\\");
// Get rid of Parameter:

String result = program.replaceFirst ("String_v,. ", "");
// Insert fixed setting at begin of main method:
return result.replaceFirst ("x\\) _\\{",

"x) {\n, String v = \"" + program escaped + "\";");

Ruft man nun h (2) auf, so erhélt man tatsdchlich Folgendes (etwas gekiirzt wiedergegeben):

public static void h (int x ) {

String v = ", ..publiic. s tiastoioconovooniodooohs (LSLturuion g Ve vonionoton X)) eonlo\on " +
e 90 (WS (VL) LX) L \an "
v N +
"o+
" publiec, static, void,
" £
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Lésungen zu den Ubungen

"o\LnLt +

"oouuSotuastuiocLulSotlrLion gnuuSoon (LSLELELILN L FL L PLTLoLg0 LA M) Lo o \en, "

public static void g (String v, dint x) {
for (int i = 0 ; i < X ; i+ +)

for (int 3 = 0 ; 3 < v length () ; Jo+ o+ )

System.ou print (v.charat (3)+".");

v Compute escaped vers on o f progranm
String program_escaped = program;
}
public static void h (int x) {
String v = " .pP.ub.loiCoooSitoactoloConViolinde by (LSLtLrulon i Ve ceoioNot oo ®l) con{o\onL " +
" ciosooodo (W80 (LVL) Ly uxl) Lo \an," +
+

Lteast i dic Voo dod, gn (GSLEL LA nLg Vi dunLE L X0 e N LT+
O S W 0 PO Ly 0 ) AN |

i t,

i+t \on "+
A ()

)

\.n." +

Ui b

tha t i e, .S tring,. S, . (String, programnm),, [(\.n"+

g (S (v),x);
}
public static void g (String v, dint x) {
for (int i = 0 ; i < X ; i+ +)
for (inmnt j = 0; Jj < v.length () ; j++)
System.out.print (v.chardAt (3j)+",,");
}
static String S (String program) {
// Compute escaped version of progranm
String program_escaped = progranm,;
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Beweisrezept: Abgeschlossenheit von Grammatik-Sprachklassen

Ziel
Man will beweisen, dass eine Sprachklasse C unter einer Operation & abgeschlossen ist.

Rezept

1. Beginne mit »Seien L1,L; € C. Dann gibt es Grammatiken G| und G, fiir L; und Lj.«

2. Konstruiere dann eine Grammatik G fiir L1 ® L, (Beweisrezept »Konstruktiver Be-
weis«).

3. Zeige, dass alle Regeln in G vom richtigen Typ sind.

4. Zeige, dass L(G) = L ® L, gilt (Beweisrezept »Korrektheit von Grammatiken«).

Beweisrezept: All-Aussagen beweisen

Ziel
Es soll gezeigt werden »fiir alle Dinge, die so und so sind, gilt blah« oder auch »jedes Ding,
das so und so ist, hat die Eigenschaft blah«.

Rezept

1. Beginne den Beweis mit »Sei x ein beliebiges Ding, das so und so ist.«
2. Zeige nun, dass x die Eigenschaft blah hat.

Beweisrezept: Beweise strukturieren

Ziel
Der Leser soll immer genau wissen, was bereits gezeigt wurde und was noch zu zeigen ist.

Rezept
Beweise werden schnell »uniibersichtlich« werden. Abhilfe:

— Benutzen Sie Wendungen wie »Damit wurde gezeigt, dass ...« oder »Es bleibt zu zei-
gen, dass ...« oder »Im Folgenden zeigen wir zunichst ..., ... zeigen wir hingegen
spater.«

— Geben Sie am Anfang eines langen Beweises eine Ubersicht und teilen Sie den Be-
weis in Abschnitte wie »Die Konstruktion« oder »Die Riickrichtung der Korrektheit
der zweiten Unterkonstruktion«.

— Formulieren Sie Zwischenbehauptung als Lemmata, die Sie zu erst beweisen.

Beweisrezept: Bootstrapping

Ziel
Beweisen, dass X vollstdindig ist fiir eine Zeit- oder Platzklasse C.

Rezept
Die Methode benutzt man, wenn man noch kein vollstandiges Problem fiir C kennt.

1. Zeige zunidchst X € C, typischerweise durch Angabe einer Maschine mit dem korrekten
Zeit- oder Platzverbrauch.

2. Fahre fort mit: »Sei nun A € C beliebig. Sei M eine Maschine, die A in Zeit/Platz XYZ
entscheidet. Wir zeigen, dass dann A <\%¢ X gilt.«

3. Benutze das Beweisrezept »Reduktionen beweisen«, um die Reduktion zu bauen.
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Beweisrezept: Details weglassen

Ziel
Der Beweis soll kurz und knapp bleiben.

Rezept

1. Man ldsst »langweilige« Teile des Beweises weg.
2. Freundlicherweise schreibt stattdessen »Man kann zeigen, dass. . . « oder »Auf den Nach-
weis, dass ... gilt, wurde verzichtet«.

Vermeiden sollte man »Trivialerweise gilt ... « oder »Offensichtlich gilt ... «, dies reizt den
Leser eher zu argumentieren, dass dies doch nicht so trivial ist.

Beweisrezept: Entscheidbarkeit beweisen

Ziel
Man will beweisen, dass eine Sprache L entscheidbar ist.

Rezept

1. Konstruiere eine Turing-Maschine M.

2. Beweise dann, dass L(M) = L gilt (Beweisrezept »Korrektheit von pT™Ms«)

3. Beweise dann, dass M bei jeder Eingabe anhilt. Gib dazu zu jeder Eingabe an, wie die
Berechnung aussieht und in welcher Endkonfiguration sie endet (die Endkonfiguration
braucht nicht akzeptierend sein).

Beweisrezept: Fallunterscheidung

Ziel
Es soll gezeigt werden, dass eine beliebige Behauptung gilt.

Rezept

1. Leite den Beweis mit »Wir machen eine Fallunterscheidung.« ein.

2. Man benennt zwei oder mehr beliebige Annahmen (»Félle« genannt), die mit der Be-
hauptung nichts zu tun haben brauchen, von denen aber in jeder Situation mindestens
(besser: genau) eine zutreffen muss.

3. Fiir jede Annahme X schreibt man »Fall X:«, gefolgt von einem Beweis, dass X die
Behauptung impliziert.

Beweisrezept: Induktion

Ziel
Es soll gezeigt werden, dass eine Behauptung fiirn=1,2,3,... gilt.

Rezept

1. Zeige, dass die Behauptung fiir n = 1 gilt.
(Tipp: Hier kann man probieren, einfach »trivial« zu schreiben, das wird meistens ak-
zeptiert.)

2. Man nimmt an, dass die Behauptung fiir ein vorgegebenes n gilt (aber vielleicht nicht
fiir andere n). Man folgere, dass die Behauptung dann doch auch fiir n+ 1 gilt.
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Beweisrezept: Konstruktive Beweise

Ziel
Es soll gezeigt werden, dass es ein Ding mit bestimmten Eigenschaften gibt.

Rezept

1. Man gibt an, wie ein bestimmtes Ding konstruiert werden soll.
2. Man zeigt nun, dass das konstruierte Ding die behaupteten Eigenschaften hat.

Der zweite Schritt wird gerne vergessen!

Beweisrezept: Kontextfreies Pumping-Lemma anwenden

Ziel
Man will beweisen, dass eine Sprache L nicht kontextfrei ist.

Rezept

1. Beginne mit »Wir zeigen die Behauptung durch die Kontraposition des Pumping-Lemmas. «

2. Fahre fort mit »Sei n beliebig. «

3. Fahre fort mit »Dann ist w = ... ein Element von L N 2" «, wobei natiirlich »... «
geeignet gewihlt sein muss.

. Fahre fort mit »Sei nun w = xaybz eine beliebige Zerlegung mit |ab| > 1.«

5. SchlieBe mit »Wihle nun i = ... « und argumentiere, dass xa'yb'z ¢ L.

N

Beweisrezept: Korrektheitsbeweis flir DFAs

Ziel
Man will beweisen, dass ein bra M eine Sprache L akzeptiert.

Rezept
Zeige zwei Richtungen (Beweisrezept »Zwei Richtungen«):

1. Beginne mit »Sei w € L beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«). Gib dann
die Folge von Zustinden an, die M bei Eingabe w durchliuft (Beweisrezepte » Konstruk-
tiver Beweis«). Ende mit »Also gilt 6*(go,w) € Q, und somit L C L(M)«.

2. Beginne mit »Sei w € L(M) beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«.) Fahre
fort mit »Dann gilt 6*(go,w) € Q,. Seien g; bis g, mit g, € Q, die Zwischenzusténde
der Berechnung des Automaten.« (Beweisrezept »Namen vergeben«.) Argumentiere
dann, dass w € L gilt. Ende mit »Also gilt w € L und somit L(M) C L«.

Beweisrezept: Korrektheitsbeweis flir DTMs

Ziel
Man will beweisen, dass eine bT™ M eine Sprache L akzeptiert.

Rezept
Zeige zwei Richtungen:

1. Beginne mit »Sei w € L beliebig.« Gib die Folge von Konfigurationen an, die M bei
Eingabe w durchlduft. Ende mit »Also gilt Ciyy(w) H* C, wobei C eine akzeptierende
Endkonfiguration ist. Somit gilt L C L(M)«.

2. Beginne mit »Sei w € L(M) beliebig.« Fahre fort mit »Dann gilt Ciyi(w) =Ci F--- = C,,
wobei C, eine akzeptierende Endkonfiguration ist.« Argumentiere dann, dass w € L gilt.
Ende mit »Also gilt w € L und somit L(M) C L«.
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Beweisrezept: Korrektheitsbeweis fiir Grammatiken

Ziel
Man will beweisen, dass eine Grammatik G eine Sprache L erzeugt.

Rezept
Zeige zwei Richtungen (Beweisrezept »Zwei Richtungen«):

1. Beginne mit »Sei w € L beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«). Argumen-
tiere dann, dass S =7, w gilt, indem eine Ableitungskette konstruiert wird (Beweisre-
zepte »Konstruktiver Beweis« und hiufig auch »Fallunterscheidung«). Ende mit »Also
gilt § =& wund somit L C L(G)«.

2. Beginne mit »Sei w € L(G) beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«.) Fahre
fort mit »Dann gilt § =* w. Sei § =w; = - = w, = w die Ableitungskette.« (Be-
weisrezept »Namen vergeben«.) Argumentiere dann, dass w € L gilt. Ende mit »Also
gilt w € L und somit L(G) C L«.

Beweisrezept: Korrektheitsbeweis flir NFAs

Ziel
Man will beweisen, dass ein NFa M eine Sprache L akzeptiert.

Rezept
Zeige zwei Richtungen (Beweisrezept »Zwei Richtungen«):

1. Beginne mit »Sei w € L beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«). Gib dann
die Folge von Konfigurationen an, die M bei Eingabe w durchlduft (Beweisrezepte
»Konstruktiver Beweis«). Ende mit »Also gilt (go,w) F* (g, A) mit g, € Q, und somit
LCL(M)«

2. Beginne mit »Sei w € L(M) beliebig.« (Beweisrezept »All-Aussagen beweisen«.) Fahre
fort mit »Dann gilt (go,w) -+ F (gn,A) mit g, € Q,.« (Beweisrezept »Namen ver-
geben«.) Argumentiere dann, dass w € L gilt. Ende mit »Also gilt w € L und somit
L(M) C L«

Beweisrezept: Kreisschluss

Ziel
Es soll gezeigt werden, dass mehrere Behauptungen gleichwertig sind.

Rezept
Zeige, dass die Aussagen sich kreisformig implizieren. Dies geschieht wie folgt:
1. Nimm an, dass die erste Aussage gilt. Folgere, dass nun auch die zweite gelten muss.
2. Beginne nun eine neue Argumentation. Nimm an, dass die zweite Aussage gilt. Folgere,
dass dann die dritte gelten muss.
3. Und so weiter bis zur letzte, fiir die man zeigt, dass sie die erste impliziert.
Falls nun eine Aussage gilt, so gelten folglich alle.

Beweisrezept: Namen fiir Teile vergeben

Ziel
Man maochte iiber die Teile eines Dings »reden«.

Rezept
1. Ist das Ding ein Tupel mit einer festen Anzahl Komponenten (wie zum Beispiel eine
Grammatik, die immer aus vier Teilen besteht), so schreibt man »Sei G = (N, T, S,E)
eine Grammatik. .. « oder »Sei G = (V,E) ein Graph... «.
2. Ist das Ding ein Tupel mit einer variablen Anzahl Komponenten, so schreibt man »Sei

(x1,%2,X3,...,%,) das Tupel...«. Nebenbei hat man mit n auch einen Namen fiir die
Linge des Tupels eingefiihrt.
3. Ist das Ding eine abzéhlbare Menge, so schreibt man »Sei M = {m,ma,m3,...,m, }«

(bei endlichen Mengen) oder »Sei M = {m;,mz,m3, ...}« (bei abzdhlbar unendlichen
Mengen).
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<£ r Beweisrezept: Nichtregularitédt mit Nerode-Klassen

Ziel
Man will beweisen, dass eine Sprache L nicht reguldir ist.

Rezept

1. Beginne mit »Wir zeigen, dass L unendliche viele Nerode-Klassen hat.«

2. Fahre fort mit »Sei X = {...}. Offenbar ist X unendlich. Wir zeigen, dass keine zwei
Worte in X rechtséquivalent sind.«

3. Gib dann fiir je zwei x,y € X ein Wort w € £* an, so dass xw € L und yw ¢ L (oder
umgekehrt).

<£ r Beweisrezept: Pumping-Lemma anwenden

Ziel
Man will beweisen, dass eine Sprache L nicht von DFAs akzeptiert werden kann.

Rezept

1. Beginne mit »Wir zeigen die Behauptung durch die Kontraposition des Pumping-Lemmas.«

2. Fahre fort mit »Sei n beliebig.«

3. Fahre fort mit »Dann ist w = ... ein Element von LN X2".«, wobei natiirlich ». ..«
geeignet gewihlt sein muss.

4. Fahre fort mit »Sei nun w = xyz eine beliebige Zerlegung mit |y| > 1 und |xy| < n.«

5. SchlieBe mit »Wihle nun i = ... « und argumentiere, dass xy'z ¢ L gilt.

s P Beweisrezept: Reduktionsmethode

Ziel
Beweisen, dass Xpey vollstindig ist fiir eine Klasse C.

Rezept
Die Methode benutzt man, wenn man bereits vollstindige Probleme fiir C kennt.

1. Zeige zundchst Xpe, € C, typischerweise durch Angabe einer Maschine mit dem kor-
rekten Zeit- oder Platzverbrauch.

2. Suche ein geeignetes fiir C vollstindiges Problem Xj; aus.

3. Benutze das Beweisrezept »Reduktionen beweisen«, um Xy Siﬁg Xneu Zu beweisen.

¢ P Beweisrezept: Reduzierbarkeit beweisen

Ziel
Beweisen, dass A auf B reduzierbar ist.

Rezept

1. Beginne mit: »Wir zeigen, dass A S%ﬁg B via einer logspace-berechenbaren Funktion f
gilt.«

2. Man iiberlegt sich dann, wie fiir beliebiges x die Frage »Ist x € A?« in die Frage »Ist
f(x) € B?« umgewandelt werden kann. Beschreibe, wie f funktioniert.

3. Zeige dann, dass fiir alle x € £* giltx € A <= f(x) € B. Zeige dazu zwei Richtungen:

— »Seix € A. Dann .... Also gilt auch f(x) € B.«
— »Sei f(x) € B. Dann .... Also gilt auch x € A.«

4. Ende mit: »Fiir die Berechnung von f werden nur konstant viele Zéhler benotigt, wes-
halb f logspace-berechenbar ist.«
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(ﬁ r Beweisrezept: Trennung der Ebenen

Ziel
Die zwei Beweisebenen sollen dem Leser klar werden.

Rezept

1. Fiir die »Objekte der Logik« benutzen wir Formeln und Symbole.
2. Fiir die Metaebene benutzen wir normalsprachlichen Text.

Beispiel: Gute Schreibweise .
... Falls B(y) =0,s0gilt By — @) =1....

Beispiel (Schlechte Schreibweise)

By)=0—=By—e)=1....

Beweisrezept: Unentscheidbarkeit beweisen

Ziel
Beweisen, dass eine Sprache L unentscheidbar ist (also L ¢ REC).

Rezept

1. Man sucht sich eine Sprache U aus, von der bereits bewiesen wurde, dass sie unent-
scheidbar ist.

2. Beginne mit: »Wir zeigen, dass aus der Entscheidbarkeit von L die Entscheidbarkeit von
U folgen wiirde — aber wir wissen schon, dass U unentscheidbar ist.«

3. Fahre fort mit: »Nehmen wir also an, L wire entscheidbar via eines Entscheiders M.
Dann ldsst sich U via folgendem Entscheider My entscheiden: Bei Eingabe w berechnet
My....« Hier erginzt man passend, wie My das Wort w modifiziert und My anwendet.

4. Ende mit: »Also ist My total und akzeptiert gerade U — und ist mithin ein Entscheider
fiir U .«

Beweisrezept: Wahrheitstafeln fiir Tautologien

Ziel
Zeigen, dass eine Formel eine Tautologie ist.

Rezept

1. Identifiziere alle vorkommenden Variablen oder geeignete Teilformeln.
2. Fiir jede mogliche Kombination von Wahrheitswerten der Variablen oder Teilformeln
verifiziere, dass die Formel zu wahr auswertet.

Beweisrezept: Widerspruchsbeweis

Ziel
Eine Behauptung beweisen, indem man zeigt, dass die Annahme des Gegenteils zu einem
Widerspruch fiihrt.

Rezept

1. Leite den Beweis mit »Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis.« oder »Zum Zwecke des
Widerspruchs nehmen wir an, dass XYZ nicht gilt.«

2. Fiihre nun einen Beweis, in dem die Annahme »nicht XYZ« beliebig benutzt werden
darf.

3. Beende den Beweis, wenn doch »XYZ« hergeleitet wurde oder wenn ein offensichtlich
falsche Behauptung wie 1 = 2 hergeleitet wurde, mit »Widerspruch.« oder »Dies ist
aber ein Widerspruch zur Annahme, dass nicht XYZ gilt, weshalb doch XYZ gelten
muss«.
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<£ r Beweisrezept: Zugehdérigkeit zu NP

Ziel

Beweisen, dass A € NP gilt.

Rezept

v A W N =

. Man iiberlegt sich, wie eine »L.osung« zu einer Eingabe aussieht.

. Beginne mit: »Die Losungen zu einer Eingabe x lauten. .. «

. Erklére, weshalb es genau dann eine Losung zu x gibt, wenn x € A gilt.

. Exklire, weshalb alle Losungen zu x hochstens Linge |x|°(!) haben.

. Erkldre, wie man in polynomieller Zeit iiberpriifen kann, ob ein Wort eine Lésung zu

einem x ist.

Einzelne oder sogar alle Erklidrungen konnen weglassen werden, wenn sie »offensichtlich«
sind.

(g r Beweisrezept: Zwei Beweisrichtungen

Ziel

Es soll gezeigt werden, dass eine Behauptungen A genau dann gilt, wenn eine andere Be-
hauptung B gilt.

Rezept
Zeige, dass die Aussagen sich gegenseitig implizieren:

1.
2.

Beginne mit »Es sind zwei Richtungen zu zeigen.«
Fahre fort mit »Fiir die erste Richtung nehmen wir an, dass A gilt.« Folgere, dass dann
auch B gelten muss.

. Beginne einen neuen Absatz mit »Fiir die Riickrichtung nehmen wir an, dass B gilt.«

Folgere, dass dann auch A gelten muss.
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