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Kurzfassung

Mit dem drastischen Anstieg der Rechnerleistunglen letzten beiden Jahrzehnten haben
sich  neben den klassischen mathematischen  Modelgsmethoden  durch
Differentialgleichungssysteme auch Partikelsimolain immer mehr zu einer natzlichen
Methode innerhalb naturwissenschaftlicher Forschuegtwickelt. Im Bereich der
Immunologie basieren die meisten Simulationen, elour Voraussage und Bewertung von
Versuchsergebnissen eingesetzt werden, auf demd&Ekiden-Modell. Da bei der
Erstellung dieses Modells die Bericksichtigung rni@adtynamischer und Kkinetischer
Gesetzmafigkeiten nicht im Vordergrund stand, miange dem Celada-Seiden-Modell

immer noch an allgemeiner Akzeptanz.

Einige spezielle Reaktions-Diffusions-Systeme k@nnet Hilfe der Differentialgleichungen
des FitzHugh-Nagumo-Modells dargestellt werden.dlaser Arbeit wurde das Celada-
Seiden-Modell auf ein bistabiles System Ubertragéndas bereits eine Partikelsimulation
existiert, welche dieselben Ergebnisse liefert die FitzHugh-Nagumo-Gleichungen. Mit
Hilfe einer im Rahmen dieser Arbeit entwickeltenftsare wurden die genannten Modelle
analysiert und Gemeinsamkeiten wie auch Untersehiegrausgearbeitet. Des Weiteren
wurden zur Untersuchung der biophysikalischen Mgt des Celada-Seiden-Modells
Simulationsparameter fur dieses Modell ermittelie dzur Ausbildung von stabilen

labyrinthartigen Turingmustern fihren.

Schliusselworter

Celada-Seiden-Modell
Partikelsimulation

Reaktions-Diffusions-System



Abstract

The increase of computer performance within the tag decades has made particle
simulations to become a more and more useful atljonscientific research, complementing
canonical mathematical modelling by differentialuations. Many simulations used for
predictions of experimental results and the evanatf results in immunological research are
based on the Celada-Seiden model. It has not Ieeconcern of the designers to make this
model complying with requirements of kinetic an@rthodynamic laws, and so the Celada-

Seiden model is still generally not accepted ansmigntists.

The differential equations of the FitzHugh-Nagumod®al can be used to form reaction-
diffusion systems. There is a particle simulation & bistable system which provides the
same results as the FitzHugh-Nagumo equationshisnbiachelor thesis the Celada-Seiden
model is used to simulate this bistable systemar\aid to analize the mentioned models and
characterize differences and similarities, a sitota program has been developed.
Simulation parameters which lead to the formatibstable labyrinth patterns in the Celada-
Seiden model have been calculated, in order taantiste the biophysical plausibility of this

model.
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1 Einleitung

Der Wunsch von Naturwissenschaftlern, biologisch&té&dne am Computer zu simulieren, ist
fast so alt wie der Computer selbst. Neben den sidelsen mathematischen
Modellierungsmethoden durch Differentialgleichungseme kommen nun im Zeitalter von
Hochleistungscomputern auch Partikelsimulationem Ekodellierung von biologischen
Systemen in Frage. Solche Partikelsimulationen &inalle Teilchen von Atomen bis zu
Makromolekiilen oder auch ganzen Zellen einzeln déesightigen und sind damit weit
weniger abstrakt als die genannten Differentiatylengssysteme. Das Celada-Seiden-
Modell, welches im Bereich der theoretischen Imniogie zum Einsatz kommt, ist eine
solche Partikelsimulation und eignet sich zur Satiah von sowohl zellularen als auch
humoralen Aspekten des Immunsystems. In der Tatieésies 1992 erstmals vorgeschlagene

agentenbasierte Modell des Immunsystems das big tedeutendste seiner Art geblieben
[4].

Reaktions-Diffusions-Systeme sind Differentialgheingssysteme zur Modellierung von
Reaktions- und Diffusionsprozessen, die erstmatsAlan Turing in seiner beriihmten Arbeit
» The Chemical Basis of Morphogenésisrgeschlagen wurden [1]. Er konnte zeigen, dass
solche Reaktions-Diffusions-Systeme unter bestimmienstanden vielfaltige Muster, die
nach ihm benannten Turing-Muster, ausbilden konBenTyp dieser Turing-Muster sind die
Labyrinthmuster, wie sie bei der Modellierung eifstabilen Systems beobachtet werden
konnen. Die bereits erwahnten Partikelsimulatiosilen eine alternative Moéglichkeit zur
Simulation von Reaktions- und Diffusions-Prozesdan Fir ein bistabiles System konnten
die Chemiker Anatoly Malevanets und Raymond Kaprak Partikelsimulation entwerfen,
welche die Charakteristika eines bistabilen Systengleicher Weise wiedergeben kann wie
das FitzHugh-Nagumo-Modell, ein anerkanntes Difféedgleichungssystem zur Darstellung
von erregbaren, oszillierenden und bistabilen Syste[6-8]. Insbesondere konnten auch die
labyrinthartigen  Turing-Muster beobachtet werden,asw die Plausibilitat dieser

Partikelsimulation unterstreicht.

Fur das Celada-Seiden-Modell konnte dagegen bislodit abschlieRend geklart werden,

inwiefern auch dieses Modell als biophysikalisclausibel angesehen werden kann. Das



Celada-Seiden-Modell war urspriinglich nicht fir wmfitative Auswertungen gedacht,

sondern sollte vielmehr eine qualitative Bewertumghunologischer Vorgange ermdglichen.

Dies erklart, warum bei der Kreation des Modells&ee der physikalischen Chemie wie das
Massenwirkungsgesetz und die Fickschen Gesetz¢ asneichend berticksichtigt wurden,
sondern stattdessen mehr Wert auf die algorithraiggihfachheit gelegt wurde. Neben der
Tatsache, dass im Vergleich zu Differentialgleiggsystemen bisher ohnehin nur wenig
wissenschaftliche Erfahrung mit Partikelsimulationgesammelt wurde, ist dies Ursache
dafir, dass viele Wissenschaftler den Simulatigetsrissen des Celada-Seiden-Modells

kritisch gegenuber stehen.

Aus diesem Grund ist versucht worden, das Celadde®éviodell auf mathematischem
Wege zu analysieren: Zumindest der Diffusionsatgorus des Celada-Seiden-Modells lasst
sich durch eine Differentialgleichung ausdriickeme dem zweiten Fickschen Gesetz
entspricht. Der Reaktionsalgorithmus liel3 sich dagenur rechnergestitzt untersuchen und
zeigte keine Ubereinstimmung mit dem Massenwirkgagstz [9].

Die vorliegende Arbeit setzte diese Analyse forasBCelada-Seiden-Modell wurde auf ein
bistabiles System Ubertragen, fur welches berertelnets und Kapral erfolgreich zeigen
konnten, dass die von ihnen entworfene Partikelsitan die geforderten Eigenschaften
eines bistabilen Systems abbildet. AnschlieBenddemrdie Simulationsergebnisse des
Celada-Seiden-Modells mit denen der Partikelsinmdatach Malevanets und Kapral und der
numerischen L6sung der FitzHugh-Nagumo-Gleichungaglichen und Unterschiede in der

Art der Musterbildung protokolliert.

1.1 Wissenschaftlicher Hintergrund

Reaktions-Diffusions-Systeme gehen auf den Math&erafAlan Mathison Turing zurick,
der diese 1952 in seiner Arbelthemical Basis of Morphogenésisrschlug [1]. Zeitgleich
entwickelten der Biochemiker Alan Lloyd Hodgkin umi@r Biophysiker und Physiologe
Andrew Fielding Huxley gemeinschaftlich das nacheit benannte Hodgkin-Huxley-Modell
[2]. Dieses mathematische Modell beschreibt diestehung und Weiterleitung von
Aktionspotentialen in Axonen. Richard FitzHugh udic-Ichi Nagumo veroéffentlichten in
den Jahren 1961 und 1962 unabhangig voneinanderveneinfachte Version des Hodgkin-
Huxley-Modells [3][15]. Dieses Modell, welches heuwinter dem Namen FitzHugh-Nagumo-

Modell bekannt ist, hat sich zu einem wichtigen K¢eug in vielen Bereichen angewandter



Mathematik entwickelt. Es eignet sich neben der &lieegtung erregbarer Systeme auch zur

Beschreibung einiger spezieller Reaktions-Diffusk@ysteme.

Im Jahre 1992 publizierte der Imnmunologe Franca@ekzusammen mit dem Physiker Philip
Seiden einen probabilistischen Automaten, der bigdhals einflussreichster agentenbasierter
Automat zur Simulation des Immunsystems gilt [4h. $elben Jahr konnte erstmals gezeigt
werden, dass die von den Reaktions-Diffusions-8ystebekannten Turing-Muster auch von

einem solchen Automaten reproduziert werden kofisien

Die Chemiker Anatoly Malevanets und Raymond Kapratdffentlichten 1996 eine von
ihnen entwickelte Partikelsimulation, welche zurmS8lation eines bistabilen Systems
geeignet ist, und bewiesen, dass ihre Simulatioom dEitzHugh-Nagumo-Modell

gleichwertige Ergebnisse liefert [6-8].

Eine mathematische Analyse des Celada-Seiden-Modeaur Untersuchung der

biophysikalischen Plausibilitat erfolgte erstmal®a [9].

1.2 Zielsetzung der Arbeit

Die These, dass das Celada-Seiden-Modell Reaktiomd-Diffusionsprozesse naturgetreu
wiedergeben kann, wurde bisher nicht formal gezdidges kann auch im Rahmen dieser
Arbeit nicht geleistet werden. Der Nachweis vorbgea Labyrinthmustern innerhalb eines
vom Celada-Seiden-Modell simulierten bistabilen t&ys wirde allerdings zumindest fur
den untersuchten Parameterbereich die PlausibilggtModells beweisen. Ziel dieser Arbeit
war es deshalb, Gemeinsamkeiten und Unterschiedsclzen dem Celada-Seiden-Modell,
der Partikelsimulation nach Malevanets und Kaprmatl Wdem FitzHugh-Nagumo-Modell

herauszuarbeiten. Besonderes Augenmerk wurde hiadfeden Vergleich der genannten
Modelle in Hinblick auf Reaktionskinetiken und Riffionsraten gelegt. Darauf aufbauend
waren Simulationsparameter zu bestimmen, welchédsbildung stabiler labyrinthférmiger

Turingmuster zulassen.

1.3 Vorgehensweise

Zur Umsetzung der vorgestellten Zielsetzung wungigezhst eine Software entwickelt, die in
der Lage ist, ein bistabiles System wahlweise rmem der drei genannten Modelle zu
simulieren sowie den Reaktionsverlauf aufzuzeichued grafisch darzustellen. Mit dieser

Software wurden als erstes die intrinsischen Eigjeaiten des studierten bistabilen Systems
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untersucht und am Beispiel der Simulation nach Malets und Kapral typische

Charakteristika einer Partikelsimulation herausgei#éet. Als nachstes wurden fir das
Celada-Seiden-Modell  Reaktions- und  Diffusionskangtn  ermittelt,  welche

Simulationsbedingungen erzeugen, die mit der vorletamets und Kapral entworfenen
Partikelsimulation Ubereinstimmen. Diese Simulamarameter wurden im Celada-Seiden-
Modell verwendet und die resultierende Musterbilgldes bistabilen Systems analysiert.



2 Theoretische Grundlagen

2.1 Reaktions-Diffusions-Systeme

Reaktions-Diffusions-Systeme sind Differentialgheiogssysteme zur Beschreibung der
reaktions- und diffusionsabhéangigen zeitlichen wiwgimlichen Konzentrationsanderung von
Substanzen in einem chemischen System. Sie geliedealenglischen Mathematiker Alan
Turing zuriick, der diese erstmals 1952 vorschlug.iiDrealen Reaktionen stets Myriaden
von Teilchen involviert sind, kommen stetige Fuakgn der Wirklichkeit sehr nahEtr die
Anderung der Konzentration einer Substafyzmit der Zeit kann folgende allgemeine

Schreibweise einer Reaktions-Diffusions-Gleichumgriuliert werden [16]:

%[A] =1(ALLA [ A) + DT A4

Reaktion Diffusion

Hierbei steht [A] fur die Konzentration einer Substan& an einem durch die
Raumkoordinaterx und y festgelegtem Ort. Die Funktioh beschreibt die Reaktion in
Abhangigkeit von den anderen am Reaktions-DiffusiBgstem beteiligten Substanzen. Die
Diffusionsrate wird durch die Diffusionskonstamgevorgegeben. Das Symhalsteht fur den
Laplace-Operator. Fur diesen Differentialoperattirim zweidimensionalen Fall:
9*>  0°

:W+a_y2

Der Laplace-Operator entspricht hier also der Surdeneweiten partiellen Ableitungen nach

den Raumkoordinatenundy.

Unter bestimmten Voraussetzungen, welche in degefamlen Abschnitten noch néher
erlautert werden, lassen sich stabile stationauhgen fur solche Reaktions-Diffusions-
Systeme finden, welche zur Erklarung der Mustednilyl in biologischen und chemischen
System heranzogen werden kénnen. Dieser AspekiReeaktions-Diffusions-Systeme ist im

Rahmen der vorliegenden Arbeit von besonderer Badgu

Da eine analytische Losung von Reaktions-DiffusiBgstemen meist nicht ohne weiteres

maglich ist, wird in dieser Arbeit auf einen nunsetien Lésungsansatz zurtckgegriffen.
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2.2 FitzHugh-Nagumo-Modell

Das FitzHugh-Nagumo-Modell, welches eine vereinfactiersion des bekannten Hodgkin-
Huxley-Modells darstellt, ist ein Reaktions-Diffoss-System, das zur Modellierung
erregbarer, oszillierender und bistabiler Systeraeignet ist. Die Differentialgleichungen

dieses Modells lauten:

0 3
—u=-u+u-v+ DAuU
ot R

%vzs(u—av—ﬂﬂ D Av

Hierbei stehenu und v fir die Konzentration der Teilcher und V, deren
DiffusionskonstanterD, und D, sind. Der Laplace-Operatok wurde bereits unter 2.1
vorgestellt. In einer Arbeit der Chemiker Malevanahd Kapral konnten diese zeigen, dass
bei geeigneter Wahl der Konstantenf und ¢ die Gleichungen des FitzHugh-Nagumo-
Modells einem chemischen Systems nach dem Masdemgsgesetz entsprechen [7].

Wie alle Differentialgleichungssysteme ist auch d&gzHugh-Nagumo-Modell ein
deterministisches Modell. Damit unterscheidet e sieutlich von den probabilistischen

Partikelsimulationen, die im Folgenden vorgeste#tden.

2.3 Partikelsimulationen

Auch Partikelsimulationen sind in der Lage, die dfigchaften eines Diffusions-Reaktions-
Systems zu simulieren. Sie verzichten dabei algsliauf den klassischen Ansatz der
Modellierung durch Differentialgleichungen. Stattden wird jedes Teilchen einzeln

bertcksichtigt. Solche Teilchen kénnen z.B. im Zwgeer immunologischen Simulation

biologische Makromolekile wie Antikorper und immuomkpetente Zellen sein oder - wie in
dieser Arbeit - die Reaktanten einer chemischeakien.

Im Rahmen dieser Arbeit stehen vor allem zwei Reldimulationen im Vordergrund: Das
Celada-Seiden-Modell, welches unter 2.4 vorgesteifd, und die von den Chemikern
Anatoly Malevanets und Raymond Kapral entworfendildsimulation zur Modellierung

eines bistabilen Systems. Ein besonderes Merkmal genannten Modelle ist ihr
probabilistischer Charakter. Die Reaktions- undfuBibnsalgorithmen der in dieser Arbeit

verwendeten Partikelsimulationen werden unter 8rgestellt.
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2.4 Celada-Seiden-Modell

Das Celada-Seiden-Modell ist ein agentenbasiepredfabilistisches Modell zur Simulation
des Immunsystems, welches erstmals 1992 von deummiliogen Franco Celada und Philip
Seiden vorgeschlagen wurde. Es wird im Bereich teoretischen Immunologie fir so
genannten machinaExperimente verwendet, die eine hilfreiche Ergéigzzu den bekannten
in vitro und in vivo Experimenten darstellen. Es existieren verschiedsyplementierungen
dieses Modells, von denen die wohl bekanntestenSmmund C-ImmSim sind. Je nach
Implementierung kdénnen viele verschiedene Zelltypew. Molekile von immunologischer
Bedeutung bertcksichtigt werden, darunter auch daeyten wie Lymphozyten oder
Makrophagen, Antigene, Antikdrper und Botenstofier Stimulierung von Leukozyten.
Damit eignet sich das Celada-Seiden-Modell sowainl Eeschreibung zellularer wie auch
humoraler Aspekte der Immunantwort. Die wichtigsiEemktionen, die von diesem Modell
abgedeckt werden, sind die Interaktion, welche hesten der Reaktion in einem Reaktions-
Diffusions-System entspricht, und die Wanderundchein Analogie zur Diffusion zu sehen
ist. Nur fur die Proliferation gibt es keine Entsphung in einem Reaktions-Diffusions-

System.

Das Celada-Seiden-Modell wurde nicht mit dem Ansprerstellt, die volle biologische
Komplexitat immunologischer Vorgange abbilden zun&n, und ist somit nicht als Ersatz
fur herkdbmmliche Laborexperimente anzusehen. Algsl kann dieses Modell wichtige
Hilfestellungen bei der Planung neuer Experimergbeg und aul3erdem die Analyse von
Versuchsdaten erleichtern, sodass wertvolle wisberffiche Arbeitszeit eingespart werden
kann. Ein grof3es Problem in der naturwissenscblaétti Forschung besteht darin, dass oft ein
Grol3teil der durchgefihrten Experimente keine vettveeen Resultate liefert. Das Celada-
Seiden-Modell kann dabei helfen, von vornhereircts®limmunologischeim vivo und in

vitro Experimente auszuwéhlen, die einen Erkenntnisgewansprechen.

2.5 Chemische Reaktionen

Eine chemische Reaktion ist ein Vorgang, bei demchlduAusbilden und Lésen von
kovalenten Bindungen eine oder mehrere Ausgangssu®n in ein oder mehrere Produkte
tberfuhrt werden. Das Geschwindigkeitsgesetz, vesicdie Kinetik einer chemischen
Reaktion festlegt, ist das Massenwirkungsgesetk B8 besagt, dass die Reaktionsrate einer

Reaktion proportional zum Produkt der Konzentragioraller Edukte ist: Eine chemische

12



Reaktion erfordert das Zusammentreffen der Edukii#@h und die Wahrscheinlichkeit fur
ein solches Zusammentreffen ist natirlich direkt der Teilchendichte abhangig.

Fur die BeispielreaktiorA+ B= C+ D lautet das Massenwirkungsgesetz:

khin [I.]A] [Da = KUckl]q:D P

Die eckigen Klammern sind eine in der Chemie hawenutzte Schreibweise fur die
Konzentration eines Stoffes. Durch Addition der &x@nten der Konzentrationsparameter in
diesem Geschwindigkeitsgesetz lasst sich die Oglden Reaktion ermitteln. In diesem Fall

liegt also eine Reaktion zweiter Ordnung vor.

Die Konstanterkyin und kyck sind Geschwindigkeitskonstanten fur Hin- und Raektion,
deren Grof3e von der Temperatur und vom Typ der titeabhéangt. Dieser Zusammenhang

wird Uber die Arrhenius-Gleichung festgelegt:
~Ea
k = ALERT
A ist hierbei eine reaktionsspezifische Konstaidg,ist die fur die betrachtete Reaktion
erforderliche AktivierungsenergieR bezeichnet die allgemeine Gaskonstante Uinsteht

schlie3lich fUr die absolute Temperatur in Kelvin.

Wenn die Raten fir Hin- und RuUckreaktion Uberemsien, besteht ein chemischer
Gleichgewichtszustand, welcher durch eine Gleichgsskonstante, die

Massenwirkungskonstanke charakterisiert wird. Aus dem Massenwirkungsgegsyt:

< - K _[C10D
krUck [A] [EH

Das Massenwirkungsgesetz kann allerdings nur aufivete Losungen angewendet werden
und verliert fir konzentrierte Losungen in dieserri seine Gultigkeit, da sich die einzelnen
Reaktanten bei zunehmender Konzentration gegemseitider Entfaltung ihrer Aktivitat

behindern.

Katalysatoren einer chemischen Reaktion sind Stoffie diese Reaktion durch ein
Herabsetzen der notwendigen Aktivierungsenergiehlesnigen, ohne in ihr verbraucht zu
werden. Da Katalysatoren die Reaktionsraten fir- Hind Ruckreaktion gleichermalRen
erhdhen, verklrzt sich nur die erforderliche ZeinzErreichen des Gleichgewichtszustandes.

Der Gleichgewichtszustand selbst wird aber nickirfausst.

13



Bei Erreichen des Gleichgewichtszustandes findem ind RUckreaktion weiterhin statt.

Allerdings &ndern sich die Konzentrationen aufgrgtecher Reaktionsraten nicht mehr. Aus
diesem Grund wird auch von einem dynamischen Giedeficht gesprochen. AuRRere Zwange
konnen aber dazu fuhren, dass diejenigen Reaktiatierzur Minimierung dieses Zwanges
beitragen, bevorzugt stattfinden und sich somit m@aer Gleichgewichtszustand einstellt.
Dieser Mechanismus wird auch als das Prinzip desd#ten Zwangs bezeichnet. Zwénge
kénnen z.B. Anderungen der Temperatur oder der &aination einzelner Reaktanten sein
[14].

Einige der in diesem Abschnitt genannten Aspekesretbcher Reaktionen wie beispielsweise
die Temperaturabhangigkeit der Geschwindigkeitstasrien sind im Rahmen dieser Arbeit

nicht von Bedeutung und nur der Vollstandigkeitlealhier aufgefuhrt.

2.6 Diffusion

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik fordertsdaser irreversible Prozess in einem
abgeschlossenen System eine Entropieerhbhung nach gieht. Aus einem

Konzentrationsgradienten resultiert deshalb einermtiodynamische Kraft, welche dem
Gradienten entgegen wirkt und die Teilchenwandenry Orten héherer Konzentration zu
Orten niedrigerer Konzentration verursacht. Diesds Diffusion bezeichnete Prozess
unterliegt den beiden Fickschen Gesetzen [17]. Dsgsl wichtige Naturgesetze zur
Beschreibung der zeitlichen und rdumlichen Vertgjlérei beweglicher Teilchen im Raum.

Fir den eindimensionalen Fall ist nach dem FicksoBesetz die Teilchenstromdichig

proportional zum Konzentrationsgradienten in x-Ricly:
0
J =-D—
x : aX[A]
D; beschreibt hierbei den Diffusionskoeffizienten, lcher auch von der Konzentration

abhangig ist.

Das zweite Ficksche Gesetz, welches sich aus dstaneFickschen Gesetz herleiten lasst,
und auch die zeitliche Anderung der Konzentrati@niibksichtigt, lautet bezogen auf den

eindimensionalen Fall:

. . @
E[A]—D%?[Ai]
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Fur den mehrdimensionalen Fall gilt:
2[Al=D 2 A
Ot I i

Die Konzentrationsédnderung nach der Zeit ist hiepbeportional zur zweiten Ableitung der
Konzentration nach dem Ort. Dort wo eine Kurve Barstellung der Konzentration nach
dem Ort besonders stark gekrimmt ist, werden alet desonders hohe Diffusionsraten
herrschen. In Bereichen eines linearen Konzentrsdinstiegs findet dagegen ein konstanter
Teilchenfluss statt, ohne dass sich innerhalb dieBereiches an irgendeinen Ort die

Konzentration andert [15].

2.7 Diffusionsgetriebene Instabilitat

Die Diffusion wurde soeben als ein stabilisierend&ozess vorgestellt, welcher zum
Ausgleich lokaler Konzentrationsunterschiede fuHrm Fall der erstmals von Turing
beschriebenen diffusionsgetriebenen Instabilitéinkas aber gerade die Diffusion selbst sein,
die innerhalb bestimmter Reaktionssysteme zur Wekshg anfanglich minimaler
Konzentrationsunterschiede fuhrt [1]. In bistabilpstemen kdnnen sich beispielsweise -
ausgehend von einem fast homogenen Startzustandmpléxe labyrinthartige Muster
ausbilden, welche langfristig stabil sind. Vorawsseg hierfur ist allerdings, dass der
GroRRenunterschied zwischen den Diffusionskonstanttear am System beteiligten

Substanzklassen ein bestimmtes Mindestmal} Uibeitsthre

2.8 Bistabile Systeme

Wie bereits erlautert, laufen alle chemischen Rea&h in Richtung eines dynamischen
Gleichgewichtzustandes ab, welcher durch gleichgrdReaktionsraten fir Hin- und

Ruckreaktion gekennzeichnet ist. Lokal unterscitbel Ausgangsbedingungen werden in
der Regel schnell durch Reaktions- und Diffusiongpsse ausgeglichen. Eine Ausnahme
stellen die Dbistabilen Systeme dar, fir welche zwaliternative stationare

Gleichgewichtszustande existieren, welche sichsseltabilisieren und daher nebeneinander
besténdig sind. Ursache der spontanen Entstehunig ster langfristigen Persistenz einer
komplexen Musterstruktur, innerhalb derer die beid&eichgewichtszustande angeordnet

sind, ist die bereits vorgestellte diffusionsgétere Instabilitat.
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3 Aufbau und Funktionsweise des
Simulationsprogramms

3.1 Simulationsprogramm

Das Simulationsprogramm ist eine in Java geschmielgplikation, flr welche das bistabile
System mit den Simulationsalgorithmen der vorgistelModelle implementiert ist. Das
Programm verwaltet ein Simulationsgitter, auf welth eine frei wéhlbare

Konzentrationsverteilung der beteiligten Teilcheespeichert ist. Zur Aktualisierung der
Konzentrationsverteilung werden abwechselnd Reagtiound Diffusionsalgorithmen

aufgerufen. Zu jedem Simulationsschritt wird di¢ualle Konzentrationsverteilung grafisch
dargestellt. Des Weiteren kann die erstellte Saoftw8erien von Simulationsvorgangen
starten und bei Bedarf die Simulationsergebnisgeorm von Bildschirmfotos und Tabellen

selbststandig abspeichern.

Die folgende Abbildung zeigt die Benutzeroberflacder Simulationssoftware. Nicht
selbsterklarende Optionen dieses Programms wendgpéieren Abschnitten erlautert.

Simulation

Fortschritt der Simulation: Diffusionskonstante:
| 0 Rechenschritte | Delta A: 0,02 =
Konzentration der Teilchen: Delta B: .25
Mittelwert Maximum: Minimum: i .
A D250 A 0,260 A 0.240 Reaktionskonstanten:
A% 0,250 A* 0,260 A 0,240 Ki: R =
E: 0,250 B: 0,260 B: 0,240 k1% 0 ag=
B*: 0,250 B*: 0,260 B*: 0,240 ol e
| Simulation starten| | tg g ;::
Einstellungen K3 =
| Parameteranalyse |
vl Reakti Startkonfiguration:
= v| Reaktion .
| Neustart | N max. Abweichung von 0,25
[v] Diffusion | 001~
| Parameter zuricksetzen | [ Farbskalierung .
| Bildschirmfoto | |Fritz-Hugh—Nagumn v| |keine =

Abbildung 1: Benutzeroberflache des Simulationsprogramms
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3.2 Simulationsgitter

Das ObjektSi mul at i onsgi tter, das allen hier durchgefiihrten Simulationen zu Geun
liegt, ist ein zweidimensionaler, im Rahmen die&dreit auf 150 x 150 festgelegter Array
von Objekten des TypsGtterpunkt. Diese Gitterpunkte reprasentieren die
Reaktionsraume, innerhalb derer alle Reaktiongsetder simulierten Reaktions-Diffusions-
Systeme stattfinden. Die Attribute dieser Gittelgensind Integer- bzw. Doublewerte,
welche die Teilchenzahlen bzw. Konzentrationswedts einzelnen Partikel enthalten.
Abhangig vom zugrunde liegenden Modell zur Simolattles Reaktions-Diffusions-Systems
kann eine Obergrenze fur Teilchenkonzentrationea f@itterpunk existieren. In der
Partikelsimulation nach Malevanets und Kapral bét einer festgelegten Teilchenzahl von
32 pro GitterpunktA + A* = 16 undB + B* = 16. Da Partikel vom gleichen Typ
untereinander nicht unterscheidbar sind, muss méctds Teilchen durch ein eigenes Objekt
reprasentiert werden. Es ist ausreichend, wenrTeiiehenanzahl pro Typ und Gitterpunkt

bekannt ist.

Das Simulationsgitter stellt einen ungerichtetempgBen dar, dessen Knoten die einzelnen
Gitterpunkte sind und dessen Kanten die Gitterpuinkt Sinne einer 4-Nachbarschaft, auch
Von-Neumann-Nachbarschaft genannt, verbinden. Eslemealso alle direkt benachbarten
Gitterpunkte beriicksichtigt, die nicht diagonalsetrt zum beobachteten Gitterpunkt liegen.
Wie bei einem Torus besitzen auch die am Rand desul&ionsgitters liegenden

Gitterpunkte genau 4 benachbarte Gitterpunkte.

Abbildung 2: Torus Abbildung 3:
http://www.3d-meier.de/tut3/Bilder/Torus.jpg Von-Neumann-Nachbarschaft
3.3 Simulationsschritte

In einem Simulationsschritt werden unter Berlckisijting der voreingestellten
Simulationsparameter fir alle Gitterpunkte die Kemizationen neu berechnet und die

grafische Darstellung des Simulationsgitters akdiaat. Konzentrationsanderungen kommen
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durch Reaktions- und Diffusionsprozesse zustanae.d@zugehoérigen Algorithmen werden
pro Gitterpunkt und Simulationsschritt genau einnaafgerufen. Ein Simulationsschritt
entspricht also der kirzesten Zeiteinheit der Satnorh. Einige der unter 4.1 vorgestellten
Abbildungen kdnnen einen Eindruck davon vermittelie der zeitliche Abstand zwischen

zwei Simulationsaufnahmen zu bewerten ist.

3.4 Reaktionsgleichungen

In diesem Abschnitt werden die Reaktionsgleichungangestellt, welche allen Simulationen
dieser Arbeit zu Grunde liegen. Es wird auRerdektadr wieso Uber diese Gleichungen ein
chemisches System simuliert werden kann, welchesimlier 2.8 vorgestellte Eigenschaft der
Bistabilitat aufweist.

2A + A 0. 3A
2K+AD@63A

A+B 0%, A+B
o | K

A*+B*<_§D A+ B

Abbildung 4: Reaktionsgleichungen eines bistabilen Systems

Wie in Abbildung 4 zu sehen ist, besteht das Reakichema aus 6 Reaktionsgleichungen,
die mogliche Reaktionen zwischen insgesamt 4 Rdtypen beschreibe® und A* kdnnen
hierbei als alternative Zustande derselben Teilsbeta aufgefasst werden. Gleiches giltBir
und B*. Die unteren 4 Reaktionen sind zweiter Ordnungl. (@5) und bilden einen
Reaktionszyklus, dessen Reaktionen alle 4 Teilgipent einschliel3en. Fur den bistabilen

Charakter des Systems sind allerdings nur die atesei Reaktionsgleichungelk, (und k;)
verantwortlich: Da die TeilcheA und A* jeweils zu ihrer eigenen Anreicherung beitragen
(Autokatalyse), existieren nur Orte, an denen edéndA] deutlich grol3er ist alsA*] oder
genau umgekehrt. Die Reaktiorlarundk;” gehdren zu den Reaktionen dritter Ordnung.

In Bereichen, in denen die Konzentration \Wmwesentlich hoher ist als die Konzentration
von A*, Uiberwiegt die Reaktiok, gegenuber vork,, sodass es zu einer Anreicherung von

[B*] auf Kosten von B] kommt. Zwar katalysiert aucB* die Umwandlung vorA zu A*
18



(ko*), allerdings werden auf diesem Wege entstandeér€eilchen tber die Reaktidq sehr
schnell wieder irA Gberfuhrt, falls die Reaktionsrate flgy ausreichend hoher ist als die Rate
von k. Aus einer hohen Konzentration voh resultiert also auch immer eine hohe
KonzentratiorB*. Der gleiche Zusammenhang gilt auchAdrundB.

Das hier beschriebene Reaktionsgleichungssystemimstheoretisch und hat in dieser Form

keine Entsprechung in der Natur. Ein Beispiel fiir patlrlich vorkommendes bistabiles
System ist das erstmals 1993 beschriebene lodidd¢y@mid-Sulfit-System [10].

In Abbildung 5 ist eine stabile L6sung des Realgiiffusions-System fir ein bistabiles
System grafisch dargestellt. Rote und grine Beeeiaeprasentieren die beiden

Gleichgewichtszustande des bistabilen Systems.

Abbildung 5: Beispiel fur eine stabile Losung der FitzHugh-Nagu@ieichungen

3.5 Grafische Darstellung

Da die zu untersuchenden Muster aus lokalen Koremgorisunterschieden der beteiligten
Substanzen resultieren, werden zur grafischen &ty des bistabilen Reaktions-

Diffusions-Systems die Konzentrationen pro Zeitd @itterpunkt in Farbwerte umgerechnet.
Im RGB-Farbmodell wird jede Farbe durch die Farbdatder Primarfarben Rot, Griin und

Blau beschrieben. Bei einer Farbtiefe von 24 Bitrkgeder dieser Farbanteile Werte
zwischen 0 und 255 annehmen. In allen Abbildungesed Arbeit wurde der Rotanteil zur

Darstellung der Konzentration vod-Teilchen benutzt, wahrend der Grinanteil die
Konzentration von Partikeln des Tyfs widerspiegelt. Wie unter 3.4 bereits ausfihrlich
erlautert wurde, fuhren hohe Konzentrationen xoauch immer zu hohen Konzentrationen
von B*. Das gleiche qilt fur die Partikdd* undB. Eine separate farbliche Berlcksichtigung
der Teilchen A* und B* ist deshalb nicht erfordeh
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Abbildung 6 illustriert den sich hieraus ergeben&anbraum zur Darstellung der Reaktions-
Diffusions-Systeme. Da die meisten denkbaren Komagonsverhaltnisse zwischen den

beteiligten Reaktanten nicht auftreten, bleibt émof3teil des moglichen Farbraumes
ungenutzt.

Konzentration von B

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Konzentration von A

Abbildung 6: Farbraum zur Darstellung des Konzentrationsvarnlsileés zwischen Partikeln
der SorteA undB

Durch Skalierung der Farben wird der verfligbarebfearm an die wirklich auftretenden
Konzentrationen angepasst. Ein Farbanteil von &)(Zntspricht somit der geringsten
(héchsten) Konzentration, die auf dem gesamten I@tioasgitter vorkommt. Alle anderen

Konzentrationswerte werden entsprechend auf Faelaivischen 0 und 255 umgerechnet.
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3.6 Simulationsparameter

Der Verlauf der Simulation und damit die entstel@nmiuster sind stark von den gewahlten

Parametereinstellungen abhangig. Die wichtigsted die Reaktionskonstantek, ( k;, k, ,

k;, k,und k) und die Diffusionskonstantedund dg). Im Fall der Partikelsimulationen

konnen Reaktions- und Diffusionskonstanten als \A&teinlichkeiten betrachtet werden und
entsprechend Werte zwischen 0 und 1 annehmen. IBiehg Wertebereich wird in dieser
Simulation bei Verwendung des FitzHugh-Nagumo-Mizdaluch fir Reaktionskonstanten
zugelassen, nicht aber fur Diffusionskonstanten. iichtiges Stabilitatskriterium fir durch
Differentialgleichungen modellierte Reaktions-D#fans-Systeme besagt, dass die
Diffusionsrated niemals grél3er sein kann als der halbe KehrwerDidwension. Fiur den im
Rahmen dieser Arbeit beobachteten zweidimensiondiail ergibt sich hiermit ein

Maximalwert von 0,25.

Wenn ein Differentialgleichungsmodell fur die Bdmaang des zeitlichen Verlaufs einer
Simulation verwendet wird, ist der Ausgang der Satian von Beginn an vorbestimmt. Die
Verwendung einer vollig gleichmaRigen Startvertegiualler Partikel Gber das Gitter wirde
somit bewirken, dass sich Uber die Zeit hinweg &eaiédumliche Inhomogenitat ausbilden
kann. Bereits Turing bemerkte Bezug nehmend awfiekiungsbiologische Vorgange, dass
sich, ausgehend von einem streng spharisch-synstiatn Ausgangszustand, niemals etwas
entwickeln kann, was nicht selbst auch einer spbien Symmetrie folgt [1]. Aus diesem
Grund kann fur das FitzHugh-Nagumo-Modell eine Higi& Startanordnung ausgewahlt
werden. Als zusatzliche Parameter sind in dieserth Eavartungswert und maximale
Abweichung von diesem Erwartungswert anzugeben. diza anderen beiden Modelle
probabilistisch sind und somit der Zufall ohnehinfluss auf den Simulationsverlauf hat, ist

eine homogene Gleichverteilung als Startzustanceaend.

Anstelle einer zufélligen bzw. einheitlichen Starteilung kann auch eine Musteranordnung
vorgegeben werden. In diesem Fall werden grinerated Flachen (vgl. 3.5) entsprechend

dem gewahlten Muster angeordnet.

Ein weiterer Simulationsparameter der Partikelsatiah nach Malevanets und Kapral ist die
maximale Partikelzahl pro Gitterpunkt. Im Celadad8a-Modell existiert eine solche
Begrenzung nicht. Stattdessen kann hier die Teadlel ausgewahlt werden, die sich zu

Beginn der Simulation in jedem Gitterpunkt befince.
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In nachfolgender Tabelle sind die Standardeinsigbm fiir Reaktions- und
Diffusionskonstanten angegeben, die im Rahmen diégbeit meistens zum Einsatz

gekommen sind. Falls nicht anders angegeben, simdug diese Parametereinstellungen

gemeint.
Reaktionskonstanten Diffusionskonstanten
ki/k1* 0,98 oa 0,02
Kolko* 0,1 Os 0,2
kalks* 0,2
3.7 Simulationsalgorithmen

Dieser Abschnitt soll nun die Simulationsalgorithmevorstellen, welche in allen
durchgefuhrten Simulationen zur Berechnung von uBifins- und Reaktionsprozessen

verwendet wurden. Diese Algorithmen sind somit rat Bestandteil dieser Arbeit.

3.7.1 Algorithmus zur Berechnung der Diffusion itdN~Modell

Zur Berechnung der Diffusion im  FitzHugh-Nagumo-Mdd wurden die
Differentialgleichungen dieses Modells numerischiteis einer expliziten Vorwéartsrechnung
entsprechend der Finite-Differenzen-Methode gel@sirch Diskretisierung des Laplace-

Operators fur den zweidimensionalen Fall ergibt gime Faltungsmaske der Form:

nEn

1

Abbildung 7: 2D-Faltungsmaske

Um nun die diffusionsabhéngige Anderung der Konatioin eines Teilchens auf einem
bestimmten Gitterpunkt zu berechnen, wird also diellchenkonzentration auf dem
betrachteten Gitterpunkt mit 4 multipliziert undnvder Summe aller Konzentrationen dieses
Teilchens auf den im Sinne einer Von-Neumann-Naddbaft anliegenden Gitterpunkten
abgezogen. Diese Differenz wird mit der Diffusions&tanteia bzw. dg multipliziert und zur
aktuellen Konzentration addiert. Auf diese Weisemktt es mit der Zeit zu einem
Konzentrationsausgleich zwischen einem Gitterpumitl seinen Nachbarn. Wie schnell
dieser Austausch statt findet, hangt folglich mier dGr6Re der Diffusionskonstante

Zusammen.
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3.7.2 Diffusionsalgorithmus der Partikelsimulatimach Malevanets und

Kapral

Fur die Berechnung der Diffusion in der Partikelsiation nach Malevanets und Kapral wird
wieder eine 4-Nachbarschaft zu Grunde gelegt. Mieredurch die Diffusionskonstantia
bzw. Jg festgelegten Wahrscheinlichkeit werden in einem mubationsschritt
Diffusionsereignisse stattfinden. Abhéangig von @bl3e der Diffusionskonstanten gibt es
also mehr oder weniger haufig Simulationsschritiegenen sich tberhaupt keine Diffusion
ereignet. FiUr alle anderen Simulationsschritte wilifdllig eine einheitliche
Diffusionsrichtung fir alle Gitterpunkte ausgewahRro Gitterpunkt kann maximal ein
Teilchen auf ein Nachbarfeld diffundieren. Die Watireinlich fir dieses Ereignis entspricht
der tatsédchlichen Anzahl von Partikeln auf dieseittefpunkt dividiert durch die maximale
Anzahl von Partikeln auf einem Gitterpunkt. Ause#in vollstandig besetzten Gitterpunkt
wird also in jedem Fall ein Teilchen abwandern. durdie zentrale Festlegung der
Diffusionsrichtung ist somit sichergestellt, dasskeinem Simulationsschritt das festgelegte
Maximum fur die Partikelzahl pro Gitterpunkt Ubdrstten wird. Der folgende Pseudocode

soll diesen Diffusionsalgorithmus veranschaulichen:

procedur e diffusion (s: simulationsgitter)
1 with probabilitys do

2 diffusion direction d- random direction

3 for each gin { gitterpunkte of s }

4 for each type of particlan { A, A*, B, B*}

5 p — current particle number of t / maximal particlenher of t
6 with probability pdo

7 move one particle from g to neighbour of glirection d

3.7.3 Diffusionsalgorithmus des Celada-Seiden-Masdel

Im Celada-Seiden-Modell wird jedes Teilchen miteeirdurch die Diffusionskonstante
vorgegebenen Wabhrscheinlichkeit auf ein anderedd Redndern. Wenn eine solche
Teilchenbewegung stattfindet, wird das Teilchenaltigf auf einen der benachbarten
Gitterpunkte verschoben. Obwohl fir die BerechndegDiffusion im Celada-Seiden-Modell
eigentlich eine 6-Nachbarschaft zu Grunde gelegtl,wgelten auch hier aus Grinden der
Vereinfachung wieder alle Gitterpunkte als benadhltie im Sinne einer Von-Neumann-
Nachbarschaft anliegen (Abbildung 3). Anders alden Partikelsimulation nach Malevanets
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und Kapral ist im Celada-Seiden-Modell keine maxenaleilchenanzahl pro Feld
vorgesehen. Es ist somit zumindest theoretisch lwlnkdass sich alle Teilchen der
Simulation auf einem einzigen Feld versammeln. Badings die Wahrscheinlichkeit fir ein
solches Ereignis verschwindend gering ist, wird peaktisch nie auftreten. Tatsachlich
konnten auch bei langeren Analysen der Simulatiemek auffalligen Schwankungen der
maximalen Teilchenanzahl beobachtet werden. Im d@smde kann dieser Algorithmus wie

folgt dargestellt werden:

procedur e diffusion (s: simulationsgitter)
1 for each gin { gitterpunkte of s }

2 for each pin { particles at g }
3 with probabilitys do
4 move particle to random neighbour of g

3.7.4 Algorithmus zur Berechnung der Reaktion itatlfugh-Nagumo-
Modell

Der numerische Lésungsansatz fur die Reaktion imHeigh-Nagumo-Modell entspricht dem
Massenwirkungsgesetz: Das Produkt der Edukt-Konagomen einer Reaktion wird mit der
zugehdrigen Reaktionskonstante multipliziert. Alfigndavon, ob sich die Konzentration
eines Teilchens im Zuge dieser Reaktion erhdht edeiedrigt, wird das Ergebnis dieser
Rechnung zur aktuellen Konzentration dieses Teilchediert oder von ihr abgezogen. Fir
die Konzentrationen der Partikal A*, B und B* zum Zeitpunkt t+1 ergeben sich folgende

Rechnungen:

[N =[ A +KOA DA - KOR O A+ KBIA, T B-[KI [AD B,
(Al T A -KORNIOR  + KDIALD A-[KkE] AD B+ §O[AD B,
[Bl.. =[Bl. +k, DAl 08 - KOIAL) B,

(8. Bl - kDA, D8], + KORA OB,

Im Gegensatz zur Berechnung der Diffusion sind &lsadie Berechnung der Reaktion die

Partikelkonzentrationen auf benachbarten Gitterpamkrelevant.
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3.7.5 Reaktionsalgorithmus der PartikelsimulatiaslnMalevanets und

Kapral

Der Reaktionsalgorithmus der Partikelsimulation madalevanets und Kapral wahlt pro
Simulationsschritt und Gitterpunkt jeweils eine dedglichen Reaktionen aus. Im Fall des
hier verwendeten bistabilen Systems sind das gehauunter 2.7 aufgeflihrten sechs
Reaktionen. Sofern eine Reaktion ausgewahlt wuiigle die gar nicht die erforderlichen
Edukte auf dem entsprechenden Gitterpunkt zur \gerig stehen, ist der Reaktionsdurchlauf
fur diesen Gitterpunkt beendet. Andersfalls wird giner bestimmten Wahrscheinlichkeit
genau eine Reaktion des zuféllig gewéhlten Typshdyefihrt. Die Wahrscheinlichkeit ist
wiederum durch die Einstellung der Reaktionskoristak vorgegeben. Da maximal ein
Teilchen pro Gitterpunkt und Simulationsschrittgieaen kann, sind héhere Teilchenzahlen
bei ansonsten gleichen Parametereinstellungenemiigeren Reaktionsraten verbunden. Mit

folgendem Pseudocode soll dieser Algorithmus vetadicht werden:

procedur e reaction (s: simulationsgitter)
1 for each gin { gitterpunkte of s }
2 reaction - random reaction
3 if(g contains all particle required for r)
4 with probability kdo
5 perform reaction r once

3.7.6 Reaktionsalgorithmen des Celada-Seiden-M&dell

Anders als in der Partikelsimulation nach Malevanetd Kapral werden im Celada-Seiden-
Modell pro Simulationsschritt und Gitterpunkt statle méglichen Reaktionen berticksichtigt.
Zufallig ist allerdings die Reihenfolge, in welchdie Reaktionen abgearbeitet werden. Fur
jede dieser Reaktion werden nach und nach alleiohi@yl Kombinationen, in welchen die
potentiellen Reaktionspartner reagieren konnenrabetet, bis entweder alle dieser
Reaktionskonstellationen abgearbeitet sind oder iallFrage kommenden Teilchen reagiert
haben. Jedes Teilchen kann in einem Simulationgsoraximal eine Reaktion eingehen. Die
Wabhrscheinlichkeit, mit der die Teilchen innerha&ilner Reaktionskonstellation tatsachlich
reagieren, ist durch die Reaktionskonstdnter entsprechenden Reaktion festgelegt. Anders
als in der Partikelsimulation nach Malevanets urapidl ist die maximale Anzahl von
Reaktionen pro Gitterpunkt also nicht auf 1 begresandern kann je nach Partikelzahl

beliebig hoch werden. Da das Ergebnis eines Sehnidifrchlaufs des Reaktionsalgorithmus
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im Celada-Seiden-Modell von allen vorherigen Dugciién abhangt, ist es schwierig, einen
Erwartungswert fur die Anzahl an Reaktionen beietpemer Partikelzahl und Reaktionsrate
anzugeben. Genau das ist der Grund, warum diegg@rikimus mathematisch so schwer

zuganglich ist.

Fur das Celada-Seiden-Modell lautet der Pseudocdds Reaktionsalgorithmus fur

Reaktionen zweiter Ordnung wie folgt:

procedure reaction (X, y: particle type, g: gitterpunkt)
1 for eachiin { particles of type x at g }

2 for each j in { particles of typey at g }
3 with probability kdo

4 react(i,j)

5 break

Der Reaktionsalgorithmus fiir Reaktionen dritter i@nag ist nicht grundlegend anders.
Allerdings existieren jetzt 3 verschachtelte Sdblgi von denen zwei von der gleichen

Teilchensorte abhangen:

procedure reaction ( X, y: particle type, g: gitterpunkt )
1 for eachiin { particles of type x at g }

2 for each j in { particles of type x at g except current or prexsdo }
3 for each | in { particles of typey atg }

4 with probability kdo

5 react(i,j,|)

6 break inner loops and continue with next |

Es soll an dieser Stelle noch einmal darauf hingsen werden, dass Teilchen, die
miteinander eine Reaktion eingegangen sind, im eselBimulationsschritt nicht mehr
bertcksichtigt werden. Der Aufruf der Funktioeact(...) reduziert somit die Anzahl von
Schleifendurchlaufen des aktuellen und aller ndgkfuden Reaktionsalgorithmen des selben

Simulationsschrittes.
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4 Vergleich der Simulationsmodelle

Die Klarung der Frage, ob Parameterbereiche desad@cbeiden-Modells existieren,
innerhalb derer es bei der Simulation eines bikabbystems zur Ausbildung von stabilen
Labyrinthmustern kommt, ist zentrales Anliegen dieArbeit. Damit dieser Fragestellung
erfolgreich nachgegangen werden kann, wird im eréteschnitt dieses Kapitels zunéchst der

generelle Einfluss von Reaktions- und Diffusionsitanten auf die Musterbildung analysiert.

4.1 Einfluss der Simulationsparameter auf die Mibsthung

Ein passender Satz von Reaktionsgleichungen istwichtige Voraussetzung dafir, dass das
Reaktions-Diffusions-System Uberhaupt in der Lagedin bistabiles System zu simulieren.
Ein Beispiel fur ein solches Reaktionsgleichungssyswurde bereits im Abschnitt 3.4
vorgestellt. Damit allerdings tatsachlich Bereidbkal unterschiedlicher Konzentration zu
erkennen sind, mussen auch die Reaktionsratenkikagnegestellt werden. Das Verhaltnis
zwischen den Diffusionsraten fur Partikel vom Typind B bestimmt schlie3lich dartber, ob

die beiden Gleichgewichtszustéande langfristig nebender stabil sind.

FitzHugh-Nagumo-M odell

A B

Abbildung 8: A) alle Reaktionsraten = 0,83 unddg = 0,2
B) k1/k1 =0,98; lﬁ/kz* =0,1; Kg/k;g* =0,2; 6A und6|3 =0,2

C) da = 0,02 ansonsten wie B

Wie in Abbildung 8 deutlich zu sehen ist, ergebéh dei gleichen Reaktionskonstanten

keinerlei Muster. Stattdessen liegt Uber das ges&imulationsgitter hinweg eine homogene
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Gleichverteilung aller Teilchen vor. Die 4 zyklischmiteinander verbundenen
Reaktionsgleichungerky, k-*, ks undks*) sorgen dafir, dass dieser Zustand aufrechterhalte

wird. Erst wenn die Reaktionskonstanterund k; deutlich gréRer sind als die Konstanten

und k;, koénnen beide Gleichgewichtszustande nebeneinaexistieren. Die gewahlten

Reaktionskonstanten (Bild B + C) wurden bereits Malevanets und Kapral verwendet und
kénnen abhangig von den Diffusionskonstanten zwrmers deutlichen Labyrinthmustern
fuhren [7].

Bild B (Abbildung 8) stellt den Fall fir gleichgrel3Diffusionskonstanten dar. Dies ist
allerdings keine stabile Losung, da sich langfjigtiner der beiden Gleichgewichtszustande
gegenuber dem anderen durchsetzen wird. Bei gesvaRkeaktionskonstanten stellt sich eine
stabile Losung erst dann ein, wenn die Diffusiomsitanteds mindestens drei- bis viermal so

grol3 ist wieon.

An dieser Stelle sei erwahnt, dass nicht die albsoluWerte der Reaktions- und
Diffusionskonstanten von Bedeutung sind, sondemilmurelatives Verhaltnis zueinander.
Werden beispielsweise alle Reaktions- und Diffuskmmstanten durch denselben Faktor
dividiert, so ergeben sich dieselben Muster. Esedaun diesem Fall allerdings
verhaltnismaRig langer, bis sich die entsprechendleister eingestellt haben. Folgende

Abbildung soll dies verdeutlichen

FitzHugh-Nagumo-
M odell
Simulationsschritte | 2.500 2.500 ’ 25.000
Diffusionskonstanter Standard Standard / 50 Stan/dao
Reaktionskonstanten Standard Standard / 5@ Stahéard

Abbildung 9: Einfluss der relativen Verhéaltnisse zwischen Resisi und
Diffusionskonstanten auf die Art der Musterbildun

Bei durch 50 dividierten Reaktions- und Diffusionektanten reichen 2.500

Simulationsschritte zur Ausbildung von Labyrinthriara nicht aus.
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Zur weiteren Verdeutlichung des Unterschiedes zvasceiner stabilen und einer instabilen
Losung des Reaktions-Diffusions-Systems wird im gEobden eine ringférmige

Startanordnung fur die beiden Gleichgewichtszustamgwahlt und unterschiedlichen
Diffusionsbedingungen ausgesetzt. Die Reaktiondkoten sind in allen Beispielen gleich
und entsprechen den Standardeinstellungen (vgl. 3.6

FitzHugh-Nagumo-
M odell

Simulationsschritte 4 17.978 42.396

Abbildung 10: Instabilitat bei gleichen Diffusionskonstantén € 0,02;0s = 0,02)

Abbildung 10 stellt das klassische Beispiel fiir estabiles System dar. Die gleichgrol3
gewdahlten Diffusionskonstanten bewirken, dass déachénmal(ig geringer vertretene
Gleichgewichtszustand nicht langfristig neben déirker vertretenen bestehen kann.

FitzHugh-Nagumo-
M odell

Simulationsschritte 53 ' 10.270 ' 100.029
Abbildung 11: Stabiles Systemdg = 0,02;05 = 0,2)

Ganz anders sieht die Situation in Abbildung 11 &dier ist die Diffusionskonstani um
den Faktor 10 grol3er als. Nach einer kleinen Verformung des Rings zu Begien
Simulation ist keine weitere Veranderung mehr zoblaehten.

Noch deutlicher wird dieses Phanomen in Abbildun@®. 1Hier wurden die
Diffusionskonstanten geringfligig héher gewahlt. Rissultat ergab sich ein Ring, der Keim
fur das Wachstum zu einer komplexen symmetrischierkt®r wurde.
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FitzHugh-Nagumo-
M odell

Simulationsschritte 51 5.457 11.426

FitzHugh-Nagumo-
M odell

Simulationsschritte 18.588 51.713 1.402.284

Abbildung 12: 55 = 0,022;6g = 0,22

Die Grof3e die Reaktionskonstanten im Vergleich el Diffusionskonstanten bestimmt tGber
die Feinheit der Labyrinthstruktur eines bistabil&ystems. Abbildung 13 soll dies
verdeutlichen:

FitzHugh-Nagumo-

M odell
Diffusionskonstanter Standard Standard Standard
Reaktionskonstanten Standard Standard / 2 Stanéard
Abbildung 13: Einfluss des Verhaltnisses zwischen Reaktions- und

Diffusionskonstanten auf die Feinstruktur der Mudsitdung

Es ist deutlich zu erkennen, dass im Verhaltnislenn Reaktionskonstanten grol3er werdende
Diffusionskonstanten zu gréberen Mustern fuhren.hédoDiffusionsraten wirken der
Feinstrukturbildung entgegen.

Abschlielend sei noch einmal darauf hingewiesenss daneben den gewahlten
Simulationsparametern auch der Zufall die genauepolbgie der entstehenden
Labyrinthmuster beeinflusst. (vgl. 3.6)
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4.2 Unterschiede zwischen einer Partikelsimulatiod dem

FitzHugh-Nagumo-Modell

Viele der Unterschiede zwischen dem Celada-Seided- dem FitzHugh-Nagumo-Modell
sind auf den generellen Unterschied zwischen eibdferentialgleichungsmodell und einer
Partikelsimulation zurtick zu fihren. Damit im Foiden Auffalligkeiten des Celda-Seiden-
Modells richtig eingeordnet werden kdénnen, soldéser Stelle zunachst eine Untersuchung
der Partikelsimulation nach Malevanets und Kapatfinden.

Die Partikelsimulation nach Malevanets und Kapsalsehr gut auf das FitzHugh-Nagumo-
Modell abgestimmt. Abgesehen davon, dass die [éstiRulation deutlich mehr
Rechenschritte fur eine vergleichbare Musteraushgd braucht, sind bei gleicher
Parameterwahl auch gleiche Resultate zu erwartes Bt nicht weiter Uberraschend, denn
schlie3lich wurde diese Partikelsimulation geradedem Zweck entworfen, das bistabile
Reaktions-Diffusions-System simulieren zu kénnen.

Im FitzHugh-Nagumo-Modell werden die Konzentrationedurch rationale Zahlen
reprasentiert. Zur Vereinfachung wurde 1 als mala@nt@onzentration festgelegt. In der
Partikelsimulation nach Malevanets und Kapral kommun mit der Partikelzahl pro
Gitterpunkt eine weitere variable Gréf3e hinzu, die Simulationsbeginn festzulegen ist.
Welchen Einfluss die Partikelzahl auf die Musteatbiig hat, ist in Abbildung 14 dargestellt.

Partikelsimulation
nach Malevanets
und Kapral

maximale Teilchenzahl 32 64

pro Gitterpunkt
O 0,025 0,025
OB 0,25 0,25
Reaktionskonstanten Standard Standard

Abbildung 14: Einfluss der Teilchenzahl auf die MusterbildungegiRartikelsimulation

Beide Bilder wurden nach ca. 50.000 Simulationsttelr aufgenommen
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Wie zu sehen ist, stellt die Partikelzahl eine fienende GroRRe fur die Feinstruktur der
Labyrinthmuster dar. Fur die Auflosung sehr feinkluster muss die Partikelzahl

entsprechend angepasst werden. Fir grobere Seuokkdnnen auch kleinere Partikelzahlen
ausreichend sein. Ein Vergleich zwischen Bild A Aébildung 14 und den unteren Bildern
der Abbildung 15 macht den Unterschied deutlicthdiden Fallen wurde die Partikelzahl auf
32 festgelegt.

Ein wichtiges Kriterium fir die Beurteilung von Mmthartigen Turingmustern ist ihre

Stabilitat. Wie bereits gezeigt wurde (Abbildung,Merschwindet in instabilen Systemen mit
der Zeit einer der beiden GleichgewichtszustandstaBile vom FitzHugh-Nagumo-Modell

modellierte Systeme bleiben dagegen nach einer sgewi Zeit stabil und erfahren
anschlieBend auch keinerlei strukturelle Verandgraehr. (Abbildung 15)

FitzHugh-Nagumo-

M odell
Simulationsschritte 884.987 934.986 1.575.895
Oa 0,025 0,025 0,025
O 0,25 0,25 0,25

Reaktionskonstanten Standard / 4 Standard / 4 Stdidl

Partikelsimulation
nach Malevanets

und Kapral
Simulationsschritte 954.581 1.004.581 1.488.051
maximale
Teilchenzahl 32 32 32
pro Gitterpunkt
Oa 0,1 0,1 0,1
s 1,0 1,0 1,0
Reaktionskonstanten Standard Standard Standard

Abbildung 15: Stabilitat der Labyrinthmuster

Auch die Partikelsimulation nach Malevanets und déaperzeugt Labyrinthmuster, die
dauerhaft Bestand haben. Anders als beim FitzHuagnsho-Modell ist die genaue Struktur

dieser Muster allerdings nicht fixiert. Wie Abbildy 15 zeigt, werden bereits zwischen
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Bildaufnahmen, die nur 50.000 Rechenschritte aaseier liegen, deutliche Unterschiede
sichtbar. Nach 500.000 Simulationsschritten istudgpriingliche Musterstruktur kaum noch
zu erkennen. Ursache dafir ist der probabilistisCharakter der Partikelsimulation. Denn
anders als im deterministischen FitzHugh-Nagumo-&llodt der genaue Simulationsablauf
nicht von Beginn an vorbestimmt, sondern vom Zwdhhangig. Durch hohere Partikelzahlen
kann dieser Effekt abgeschwacht werden, was ddendalgs auch langere Rechenzeiten
nach sich zieht. Eine Erhéhung der Teilchenzalden Partikelsimulation nach Malevanets

und Kapral entspricht namlich einer ReduzierungRissiktions- und Diffusionsraten. (3.7.5)

Wichtig ist, an dieser Stelle festzuhalten, dass $liabilitdt der Labyrinthmuster in einem
stochastischen Modell offensichtlich nicht an denguen Topologie der Labyrinthstruktur
festgemacht werden kann. Entscheidend ist vielmahias generelle Erscheinungsbild der
Muster gleich bleibt. Das Verschmelzen von einzeldeabyrinthbanden zu gréfReren
Gebilden ware beispielsweise ein deutliches Zeidtierine Instabilitat. Genau das liegt hier
aber offensichtlich nicht vor.

4.3 Vergleich der Reaktionskinetiken

Das Celada-Seiden-Modell ist dann zur Modellierweiges bistabilen Systems geeignet,
wenn bei angemessener Parameterwahl die gleichekti®esbedingungen wie in den

anderen beiden Modellen erzeugt werden kdnnen Regktionsbedingungen sind nattrlich
direkt von den gewahlten Diffusions- und Reaktiatesn abhangig, von denen letztere Uber
die chemische Umsatzrate experimentell bestimmt dever kbnnen. Bei gleicher

Ausgangskonzentration gilt: Je schneller ein Edokeiner chemischen Reaktion abgebaut
oder je schneller ein Produkt aufgebaut wird, désidoer ist die Reaktionsrate. Bei mehreren
gleichzeitig aktiven Reaktionen kdnnen allerdings Brodukte der einen Reaktion in einer
anderen Reaktion direkt wieder abgebaut werdenassodlie isolierte Betrachtung einer
Reaktion dann nicht mehr moglich ist. Zur Bestimigputer Reaktionsraten wurde deshalb

stets nur mit einer aktiven Reaktion gearbeitet.

Im Folgenden wurden zunéchst die ReaktionsratenPdetikelsimulation nach Malevanets
und Kapral bestimmt und anschlieend die Simulaparameter der anderen beiden Modelle
entsprechend angepasst. Die Anpassung des FitzNagbmo-Modells sollte hierbei auf

jeden Fall gelingen und hat damit die Funktion efesitiv-Kontrolle.

Im Detail wurde folgendermal3en vorgegangen: In Partikelsimulation nach Malevanets
und Kapral wurden insgesamt 112.500 Gitterpunktaestlich mit jeweils 16A-Partikeln und
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16 B-Partikeln besetzt. Die Reaktionskonstangefdr die ReaktionA + B 2 A + B* wurde
auf 0,1 bzw. 0,2 eingestellt, alle anderen Reakkonstanten sowie die Diffusionskonstanten
wurden auf O gesetzt. Fur die Untersuchung der fieak A + A* - 3 Awurde in analoger
Weise verfahren: Alle Gitterpunkte wurden zu gleichAnteilen mitA- und A*-Partikeln

befillt. Die Reaktionskonstantek; wurde auf 1,0 eingestellt, alle anderen

Reaktionskonstanten sowie die DiffusionskonstaatdrO gesetzt.

Wahrend des Reaktionsverlaufes wurde im Abstand jeareils 20 (Abbildung 16), 10
(Abbildung 17) bzw. 5 (Abbildung 18) Simulationsstien die Konzentration vorB
aufgezeichnet und die DurchschnittskonzentrationQigerpunkte berechnet. Anschlie3end
wurden fir das Celada-Seiden- und das FitzHugh-agModell Werte fir die

Reaktionskonstant&, bzw. k; ausfindig gemacht, bei den die Konzentration 2obzw. A

in gleicher Geschwindigkeit abnimmt. Hierzu wurd#e Reaktionsraten solange variiert, bis
in allen 3 Modellen die Konzentration der betratdrie Teilchen zu allen Zeitpunkten

maoglichst gut Ubereinstimmt. Die gewéhlten Param&ited den Abbildungen zu entnehmen.
Zur besseren Vergleichbarkeit wurden die Partikedaiten in Konzentrationen umgerechnet.

16 Partikel entsprechen hier einer Konzentratiam 170

1
' " FitzHugh-Nagumo (k3" = 0,00208)
Malevanets-Kapral (k3* = 0,1)
Celada-Seiden (k3* = 0,0001225)
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Simulationsschritte

Abbildung 16: Reaktionsabhangig&onzentrationsabfall voB
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1
' ' FitzHugh-Nagumo (k3" = 0,00416)
Malevanets-Kapral (k3* = 0,2)
Celada-Seiden (k3* = 0,000245)
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Abbildung 17: Reaktionsabhéngiger Konzentrationsabfall Bon

1
' ' FitzHugh-Nagumo (k1* = 0,0364)
Malevanets-Kapral (k1* = 1,0)
Celada-Seiden (k1* = 0,000140)
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Abbildung 18: Reaktionsabhéngiger Konzentrationsabfall #on
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Wie deutlich zu sehen ist, verhalt sich der Konmgitnsabfall vorB in allen 3 Modellen bei

den gewéhlten Parametern so gleichartig, dass mld\bhg 16 und 17 nur eine einzige Linie
zu erkennen ist. Abbildung 18 zeigt dagegen, dask f keine Parameter ausfindig gemacht
werden konnten, die zu optimal aufeinander abgestean Reaktionsraten fihren. Die
Tatsache, dass es sich bei den Reaktidgennd k; um autokatalytische Reaktionen dritter

Ordnung handelt, wahrend die Ubrigen Reaktioneuléeg Reaktionen zweiter Ordnung sind,

ist die Ursache fur diesen Unterschied. Aufféalligt iin jedem Fall, dass sich die
Partikelsimulation nach Malevanets und Kapral ir®gauf die Reaktiork, mehr von den

anderen beiden Modellen unterscheidet, als sicbedimtereinander unterscheiden. Obwohl
das fur immunologische Simulationen konzipierteadalSeiden-Modell urspringlich nur far
paarweise Reaktionen vorgesehen war, kann es affitinsh die Reaktionskinetik einer
isolierten autokatalytischen Reaktion dritter Ondgusogar besser wiedergeben als die

Partikelsimulation nach Malevanets und Kapral.

Zumindest fur die Reaktiol,, welche stellvertretend fir alle Reaktionen auRemund k;

steht, konnten die Reaktionsraten der Partikelatrarien optimal aufeinander abgestimmt
werden. Die aufgetragenen Konzentrationswerte esthpn jedoch nur den

Durchschnittswerten der insgesamt 112.500 betreshi8itterpunkte und sagen nichts Uber
maogliche Schwankungen der beiden stochastischereModus. Es ist allerdings durchaus
denkbar, dass eine zu starke Streuung um den mEmvgswert einer Musterbildung

entgegenwirkt. In einem weiteren Versuch, in wetchgieder der Konzentrationsabfall von

B verfolgt wird, wurde deshalb in jedem Simulatiarigst fir beide Partikelsimulationen die

Standardabweichung von der erwarteten Konzentrabestimmt. Auch diesmal wurden

natirlich Reaktionskonstanten verwendet, die inddiPartikelsimulationen zu gleichen
Reaktionsraten fuhren. (vgl. Abbildung 19)
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Abbildung 19: Vergleich der Standardabweichung

Offensichtlich streuen die Konzentrationswerte eiazelnen Gitterpunkte im Celada-Seiden-
Modell starker um den Erwartungswert als in dertiRalsimulation nach Malevanets und
Kapral. Allerdings liegen die Standardabweichungerderselben GroR3enordnung, sodass

nicht von gravierenden Unterschieden gesprochedemekann.

4.4 Vergleich der Diffusionsprozesse

Genau wie fur die Reaktionskonstanten sind im Fualge Diffusionsparameter ermittelt
worden, die zu gleichen Diffusionsraten in allerM®dellen fuhren: Hierzu wurden 150
Gitterpunkte in einer Reihe mit 1&Partikeln besetzt, wahrend alle anderen Gitterfgink
unbesetzt blieben. Die Diffusionskonstanég wurde in der Partikelsimulation nach
Malevanets und Kapral auf 0,1 (Abbildung 20) bzv@. (Abbildung 21) gesetzég sowie alle
Reaktionskonstanten dagegen auf 0. AnschlielBenddevulie zeitliche Abnahme der
Konzentration arA-Partikeln auf den 150 besetzen Gitterpunkten \girfé-tr die anderen
beiden Modelle wurden Diffusionskonstanten berethrmiBe zu einer gleichschnellen
Abnahme der Konzentration am\-Partikeln fuhren. Wieder wurden zur besseren
Vergleichbarkeit die Partikelzahlen in Konzentraga umgerechnet. Um einen relativ

gleichmaRigen Kurvenverlauf zu erhalten, wurden fiie Partikelsimulationen 10
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Simulationen durchgeftihrt. In den folgenden zwei bi#kdungen sind

Durchschnittswerte dieser 10 Simulationen aufgetnagcine gesonderte Betrachtung der

jeweils die

Diffusion in Abh&ngigkeit vorjg ist nicht erforderlich, da der Diffusion von sowadk als

auch B-Partikeln derselbe Algorithmus zugrunde liegt.besondere der Diffusionsprozess
der Partikelsimulation nach Malevanets und Kapitl rielativ grof3en Schwankungen
unterworfen, da die Diffusion hier bedingt durcind@iffusionsalgorithmus dieses Modells in

Schiben stattfindet. (vgl. 3.7.2)

FizHugh-Nagumo {Iil)elta =0,0016)
Malevanets-Kapral (Delta = 0,1)
Celada-Seiden (Delta = 0,0063)

Konzentration von A

0 | L 1

0 500 1000 1500
Simulationsschritte

Abbildung 20: DiffusionsabhéngigeiKonzentrationsabfall voA

2000
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1
" FitzHugh-Nagumo (Delta = 0,016)
Malevanets-Kapral (Delta = 1,0)
Celada-Seiden (Delta = 0,063)
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Abbildung 21: Diffusionsabhéngigeikonzentrationsabfall voA

Die Unebenheiten im Kurvenverlauf der Partikelsiatioin nach Malevanets und Kapral sind
mit der eben genannten verhaltnisméaRig gro3en Sdtwag der Diffusionsrate in diesem
Modell zu erklaren. Abgesehen davon konnte, wieém Abbildungen zu sehen ist, eine

ziemlich gute Anpassung der Diffusionskonstanteeient werden.

4.5 Uberprifung der ermittelten Simulationsparamete

Nachdem in den vorherigen Abschnitten Parameteittettnwerden konnten, welche zu
vergleichbaren Reaktions- und Diffusionsraten in deei betrachteten Modellen ftihren, soll
nun in diesen Abschnitt eine Uberprifung dieser ubitionsparameter erfolgen. Wie in
Abbildung 22 zu sehen, wurden alle 3 Simulationsefiled mit den ermittelten

Parametereinstellungen zur Simulation eines bistabi Systems eingesetzt. Zur
Dokumentierung des Reaktionsverlaufs wurden nacl®-,2250- und 600-tausend

Simulationsschritten Bildschirmfotos geschossen.
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Simulationsmodell

Partikelsimulation

FitzHugh-Nagumo- | -+ "Malevanets ur

Celada-Seiden-

Modell Modell
Kapral
O 0,0016 0,1 0,0063
Fo 3 0,016 1,0 0,063
k 1k 0,0364 0,98 0,00014
K, /K, 0,00208 0,1 0,0001225
k, /K, 0,00416 0,2 0,000245
220.000 220.000

Simulationsschritte

220.000

Simulationsschritte

250.000 250.000

250.000

Simulationsschritte

600.000 600.000

600.000

Abbildung 22: Uberpriifung der ermittelten Simulationsparameter

In beiden Partikelsimulationen ergeben sich bei &dten Parametereinstellungen

Labyrinthmuster,

unterworfen ist, deren Grundstruktur aber erhaliéibt. Fir die Partikelsimulation nach

deren genaue Topologie

im Laufar d&eit zwar Veradnderungen

Malevanets und Kapral konnte dies bereits in Ahbilgi15 gezeigt werden.

Auch das FitzHugh-Nagumo-Modell liefert stabile Nars UnregelmaRigkeiten der vom

FitzHugh-Nagumo-Modell produzierten Muster, die lamach 600.000 Simulationsschritten
noch bestehen, sind mit den sehr niedrigen Readhten zu erklaren. Zu solchen
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Unregelmaligkeiten gehdren beispielsweise die n@ht allen Stellen gleich breiten
Labyrinthbanden oder die kleinen punktférmigen moiereiche, welche sich mit der Zeit
noch auflésen werden. Hieraus kann allerdings nighschlossen werden, dass die
Beobachtungszeit zu kurz war, um die Stabilitat Mester zu beurteilen. Ein Zeitraum, der
lang genug ist, um in den Partikelsimulationen &tz aus Labyrinthbanden bis zur
Unkenntlichkeit der urspringlichen Topologie zu mfiacgeren, ist auch lang genug, um
Instabilitatskriterien wie das Verschmelzen von yraithbanden zu erfillen. So etwas ist
aber nicht zu beobachten. Stattdessen zeigt sichallen Bildern eine gleichartige

Labyrinthstruktur.

Die zum Celada-Seiden-Modell gehérenden Abbildungen alle ein paar Farbnuancen
dunkler als die ubrigen Abbildungen. Dies héngt mdér Tatsache zusammen, dass im
Celada-Seiden-Modell keine obere Schranke fur chgimale Teilchenzahl pro Gitterpunkt
existiert. Durch die Farbskalierung konnen somihzeine Ausreil3er nach oben das

Gesamtbild dunkler erscheinen lassen.

Auffallig ist au3erdem, dass die vom Celada-Seidewxtell produzierten Muster weniger fein
wirken als die Muster der Partikelsimulation nachal®¥anets und Kapral. Auch die
durchschnittliche Breite der Labyrinthbanden im &al-Seiden-Modell stimmt tendenziell
eher mit der des FitzHugh-Nagumo-Modells Ubereirsadhe hierfiir konnte die bereits in
Abbildung 18 auffallige Ahnlichkeit zwischen demt#FHlugh-Nagumo- und dem Celada-

Seiden-Modell im Bezug auf die Reaktionskinetik daktion k* sein. Eine optimale
Anpassung der Reaktionskonstantenbzw. k| dieser beiden Modelle an die Reaktionsraten

der Partikelsimulation nach Malevanets und Kaprar wicht mdglich und die gewahlte

Losung ist eher als ein Kompromiss anzusehen.
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5 Zusammenfassung

5.1 Ergebnisse

Im Rahmen dieser Arbeit ist eine Java-Applikatiostalt worden, die ein bistabiles System
wahlweise mit Hilfe des FitzHugh-Nagumo-Modellsy @artikelsimulation nach Malevanets
und Kapral oder des Celada-Seiden-Modells simulids@nn. Mit dieser Software konnten
Uber die grafische Darstellung der Konzentratiorts#nisse sowie die Ausgabe von
Simulationsdaten beziiglich des zeitlichen Konzéiotmaverlaufs der am bistabilen System
beteiligten Reaktanten die genannten Modelle amatyserden. Auf diesem Wege wurden
Simulationsparameter ermittelt, die zu fast optintdlereinstimmenden Reaktions- und
Diffusionsraten in allen 3 betrachteten Modellehré&n. Lediglich die Reaktionskinetiken der
Reaktionen dritter Ordnung erwiesen sich als umpesti fir eine optimale Anpassung.
Nichtsdestotrotz lie3en die ermittelten Reaktiamsd Diffusionskonstanten bei Verwendung
des Celada-Seiden-Modells fir die Simulation desabilen Systems die Ausbildung von
labyrinthartigen Turingmustern zu. Mit Hilfe von aBeispiel der Partikelsimulation nach
Malevanets und Kapral herausgearbeiteten StabMliigerien fur Labyrinthmuster innerhalb
einer Partikelsimulation konnten diese Labyrinthtausls stabil beurteilt werden. Auch beim
Vergleich der probabilistischen Partikelsimulationen Hinblick auf zufallige Abweichungen

vom erwarteten Reaktionsverhalten konnten nur gerinterschiede festgestellt werden.

5.2 Ausblick

Die gefundenen Gemeinsamkeiten zwischen dem Cd@&8autten-Modell und der

Partikelsimulation nach Malevanets und Kapral issinelere im Bezug auf die Musterbildung
bei Simulation eines bistabilen Systems zeigens s Celada-Seiden-Modell zumindest
innerhalb der simulierten Parameterbereiche aussidiisch-chemischer Sicht sinnvolle
Simulationsergebnisse liefert. Trotzdem kann diedatersuchung noch nicht als
abgeschlossen angesehen werden. Bisher wurde daslacSeiden-Modell nur an die

deutlich langsamere Partikelsimulation der ChemMalevanets und Kapral angeglichen. Da
es sich bei beiden Modellen um eine Partikelsinmtahandelt, war dies eine sinnvolle
Vorgehensweise. Allerdings erlauben die Algorithmees Celada-Seiden-Modells auch

42



deutlich hohere Reaktionsraten. Interessant wéreales zu untersuchen, ob sich die
beobachteten Labyrinthmuster auch dann noch aashildenn die Simulationsparameter des
Celada-Seiden-Modells an das deutlich schnelletrgHEgh-Nagumo-Modell angepasst

werden. Bei ersten Versuchen mit schnellen kine&isdParametern konnten in der Tat bisher

keine Labyrinthmuster entdeckt werden.

Da aulRerdem das Celada-Seiden-Modell in dieser itArbasschlie3lich mit einer
Startverteilung von 32 Partikeln pro Gitterpunktwendet wurde, sollte Uberprift werden,
inwieweit die Anzahl der Teilchen Einfluss auf dig der Musterbildung hat. Des Weiteren
ist bereits ein abgewandelter Interaktionsalgoritkmfir das Celada-Seiden-Modell
entwickelt worden, welcher eine maximale Teilchgrdatat pro Gitterpunkt erfordert und
dem Massenwirkungsgesetz gehorcht. [9] Es biet#t daher an zu untersuchen, ob die

Verwendung dieses Algorithmus zur Simulation deal®ien die Musterbildung beeinflusst.
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Glossar

Die nachfolgend aufgeflhrten Fachbegriffe werdedi@ser Arbeit verwendet:

agentenbasiertes Modell:

Applikation:
double:

Edukte:
humorale | mmunantwort:

in machina;
integer:

kovalente Bindung:
oszillierende Reaktion:

Proliferation:
Reaktanten:
Reaktionskinetik:
Thermodynamik:

Ein agentenbasiertes Modell besitzt keine zentkadatrolle.
Stattdessen sind nur die Wechselwirkungen der kieae
Bestandteile (die Agenten) fur das Ubergeordnetdalen des
Systems verantwortlich.

Softwaresystem zur Bearbeitung von Aufgaben

Datentyp zur Beschreibung von Gleitkommazahlenzhiginer
Grol3e von 64 Bit

Ausgangsstoffe einer Reaktion

Die humorale Abwehr umfasst alle Aspekte der Immtwart,
die nicht direkt Uber immunkompetente Zellen vetetit
werden. Hierzu gehdrt die Bildung spezifischer Ratper
durch Plasmazellen sowie auch die Aktivierung despazifisch
wirkenden Komplementsystems.

Bezeichnung fur im Computer ablaufende Prozesse

Datentyp zur Beschreibung von ganzen Zahlen biseiner
Grol3e von 32 Bit

Bindung zweier Atome uber Elektronenpaare

Reaktion, die durch zeitliche oder raumliche, pdisohe
Schwankungen der Edukt- und Produktkonzentrationen
gekennzeichnet ist

Zellvermehrung durch Zellteilung
siehe Edukte
Lehre der Geschwindigkeit chemischer Vorgange

Lehre von den Energieumwandlungen im Verlauf clseher
oder physikalischer Prozesse
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